Formelsammlung Quantenmechanik

Plancksches Wirkungsquantum: A = ; ~ 10734 Js
s

_h _2r

lp| K

Klassische Teilchenbahn r(t) = zeitabhingiger Zustand beschrie-
ben durch eine Wellenfunktion ¥(r,t) : R®* x R — C

Materiewellen: £ = hw, p=~h-k, X

Wahrscheinlichkeitsdichte: |¥(r,t)|?
Wabhrschein. Teilchen in d®r zu finden: dP(r,t) = C-|¥(r,t)|* d®r

Schrédinger Gleichung:

e n?
zh&\I/(r,t) = f%A\I/(r, t)+V(r,t) ¥(r,t)
Ebene Wellen (freies Teilchen): W(r,t) = A - expli(k - 7 — wt)]
= Dispersionsrelation: w = N k2
2m
1
Allgemeines Wellenpaket: —— / g(k) - expli(k -7 — wt)] &’k
V2m JR3
o _w Dk _dw
Phasen- und Gruppengeschwind.: V,, = == 9 ¢ =1

Konservatives System: Potential nicht explizit zeitunabhingig
= Separationsansatz U(r,t) = ¢(r)x(t) der SGL fiihrt zu statio-
néren Zustinden der Form Hy(r) = Ep(r)

Mathematischer Rahmen

Delta Distribution: §(z — z¢) = i/

27 J_ o

oo 2
Gaufintegral: / exp(—a:c2 + bm) dz = \/fexp <b>
a 4a

—o0

dk exp(ik(z — x0))
Kommutatoralgebra: [A, B] = AB — BA
T

Dirac-Schreibweise: Brac-ket Schreibweise: Bra: (¥|, Ket: |¥)
U(r)e Fe W) e = (V| eH

(@|A[w)" = (|AT[®),
(AA)T = A~ AT

AT) = A[W) - (AT] =AY

(A+ B =AT+ BT (AB)I = BT AT

Darstellungswechsel: alte Basis: {|u;)}, neue Basis {|tx)}
Basiswechselmatrix S;r = (u;|ty) S,L. = (Sik)"
. . s . _ . _ T
Transformation in neue Basis: |u;) = Z [tr) (tr|u:) = Z Spilte)
k

k
Matrixdarstellung Operator: A;; = (u;|Alu;)

Projektionsoperator: Py = | ) (|
P=Py 3|0 (¥ =1
Sei {|W¥;)} eine Ort}ionormalbasis von H (n-dimensional)
= Operator A = Z Aij |03 (]
ij=1
Observable:

Hermitescher Operator: AT = A, alle Eigenwerte (X, . ..) sind
reell und Eigenvektoren (A # p) stehen senkrecht aufeinander

Ein hermitescher Operator ist eine Observable, falls die Menge der
Eigenkets {|¥;,)} von A eine Basis von H bilden.

Seien die Observablen A, B, C, ... paarweise vertauschend. Diese
Observablen bilden einen vollstédndigen Satz kommutierender Ob-
servablen (v.S.k.O.) falls die gemeinsame Basis nicht entartet ist.

Kommutierende Observable: [A, B] =0

Satz 1: Sei |¥) ein Eigenvektor von A, so ist auch B|W¥) Eigenvektor
von A zum selben Eigenwert.

Satz la: Jeder Eigenraum von A ist gegeniiber der Wirkung von
B invariant.

Satz 2: Seien |¥1) und |¥3) Eigenvektoren von A zu verschiedenen
Eigenwerten: (¥1|B|¥2) =0

Satz 3: Aus A und B lésst sich eine orthonormierte Basis des Zu-
standsraumes F konstruieren.

Orts- und Impulsdarstellung

Ortsdarstellung P = EV

i

Ortsbasis: &r, (r) = 0(r — 7o),
Impulsbasis: vp, (P) L exp (ip 'r)
‘basis: — oo -
Po vV 277?13 h

Vollsténdigkeit: |¥) = / r |r)(r|¥) = / d°p |p)(p|¥)
1 )
Darstellungswechsel: (r|p) = ——— exp <fpo 'r)
vV oh h

Kommutatoren: [Ri, Pj} = zh&w [Ri, Rj] = [Pi, P7] =0

Operatorfunktionen

Sei C' = [A, B] mit A und B vertauschend und F'(B) analytisch:

= [A,F(B)| = [A,B]- F'(B), mit F(B)=Y, fu-B"

Glauber Formel: exp(A) exp(B) = exp(A + B) exp(% -4, B])

Postulate der Quantenmechanik

1. Der Zustand eines physikalischen Systems zum Zeitpunkt ¢o
wird durch die Angabe des Kets |¥(fp) im Zustandsraum H
definiert.

2. Jede messbare physikalische Grofle A wird durch eine im Zu-
standsraum H definierte Observable A beschrieben.

3. Wird eine physikalische Grofle A gemessen, so ist ist das Resul-
tat ein Eigenwerte der Observablen A.

4. Wird A eines Systems im Zustand |¥) gemessen, so ist die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dass das Ergebnis den Eigenwert a,, liefert:
_ P )P [P)

Plan) = "gre) = el

5. Kollaps der Wellenfunktion: Ergibt die Messung von .A den Wert
an, so dndert sich der Zustand |¥):
P, |w
oy = D
(W] P | W)
6. Die zeitliche Entwicklung des Zustands |W¥(¢)) wird bestimmt

durch die Schrédinger-Gleichung: zh%\@(t)) = H(t)|¥(t))
Der Hamilton-Operator

2
Skalares Potential: H = % +V(R)

Vektorpotential: H = QL(P — qA(R,1))* + V(R,1)
m

Spin im Magnetfeld: H = —S - B



Messung von Observablen
Erwartungswert: (A)y = ZanP(an) = %

Standardabweichung: AA = 4/(A?)

Kompatible Observable: [A, B] = 0, A und B hermitesch

= Konstruktion einer gemeinsamen Basis aus Eigenvektoren macht
die Reihenfolge der Messung von A und B unerheblich.

= v.5.k.O.: Gleichzeitige Messung moglich

Heisenbergsche Unschdrfe Relation

allgemein: AA-AB > %|<[A7 B))|

Ort, Impuls: Az - Ap > g
Erhaltung der Wahrscheinlichkeit:

Kontinuitatsgleichung;: %p(r, t) +div J(r,t) =0

zh

mit J(r,t) = — [\IIV\I’* U*VV¥] und p(r,t) = $U*

2
Ehrenfest Theorem: H = P— +V(R)

Allgemein: %(A) = %([H Ay + <887f>
d 1 d
(B =—(P) o (P)=—(VV(R)

Konservative Systeme:

Hamilton-Operator nicht explizit zeitabhingig = Erhaltung der
Energie (Konstante der Bewegung)

() = 3 enrlto)exp (=5 Enlt — t0) ) o)

Zeitentwicklungsoperator: U(¢,t0) = exp (—%H(t — to))
d

Konstante der Bewegung: % =0, [H,A=0= E<A> =0

Tunneleffekt: FE < V) Transmission durch Potentialwall

4E(Vo — E)

AE(Vo — FE +V251nh(\/2m (Vo — E l/h)

Transmission: T' =

. .1
Systeme mit Spin 3
Stern-Gerlach Experiment (1922)

Grundzustand von Silber W = -M - B, M =~S

Drehmoment: de =4S x B

Ergebnis: Werte fiir S, = :I:g

Spinraum dimH =2, S =(5:,5y,S5:)

Definition: S,|+) = g|+>7 S.|—) = *g|*>

S e = <= (1) £ 1)) Sy s )y = =(4) £il-)
V2 V2

Zustand priparieren: |¥) = a|4+) 4+ B|-) mit |o|*> + |B]> =1

I
Pauli-Matrizen Spin-Operator: S; = 50

(o 1 (o —i (1 0
9%@=\1 0) %= \i o) 7 \o -1

Eigenschaften: o; = a;, Sp(o;) =0 o 0r = iZEjklUl +48i;1

Lemma 2: N(a|¢l)) =

Lemma 2: m = +j = Ji|k, j,

Lemma 3: m < £j = Ji |k, j,

Der harmonische Oszillator

1 1
Potential: V(x) = 5]{: - 2%, Energiezustiande: E, = (n + 5) hw
. P21 s
Hamilton Operator: H = — + —mw°X

2m = 2
N ~ 1
Leiteroperatoren: a,a’, N X = @X, P .= P
P ) . h vVmhw
Deﬁniere:a:—XJriP, aT:—szP, N =qdala
HE P, ol = (% - iP)
@X—i(at—i—a) 13'—i(aT ) H—N—i—1
V2 ’ V2 ’ 2

Lemma 1: Die Eigenwerte v von NN sind positiv oder null.

Eigenwertproblem: N|obL) = v|¢l), |oL) #0
v=0=alpl) =0und v > 0= alp}) >0 und a’lp.) #0

(v — 1)(a|gl)) Vernichter a

Lemma 3: N(a'|p})) = (v +1)(a'|¢l)) Erzeuger af

alpn) = vVt Ilpnta), alen) = Valpn-1), a0 =1
Hermite Polynome H,( (2z — —) n—1(2)
Ha(2) = (~1)" (o exp(- 2)) p(=%)

Drehimpuls L =R x P
Allgemeiner Drehimpuls: J (analog S, L, L + S)
3

(i Ji) =ik Y eigndi,  [J2, 0] =0¥i=1,2,3

k=1
Leiteroperatoren: J+ = J, £ J, mit Jl = Jx und [J., J+] = £hJ+
1
Eigenschaften: J? = 5(J+J_ +J_Jy) +J2 [Ty, J-] = 2hJ.

Eigenwerte von J? : h%j(j+1) 4§ > 0 (j azimuthale Quantenzahl)

Eigenwerte von J, : i - m (m magnetische Quantenzahl

)
Lemma 1: Auswahlregel: —j < m < +j mit j = %, 1, %,2, e

m) =0
my#0

Basiszustande: |k, 7, (m £ 1)) = |k, 3, m)

h\/j

Eigenfunktionen von L? und L,

m(m £ 1)

Kugelflachenfunktionen:

20+ 1(1 — m)! .
Y™ (60 1 7P 0
7(0,) = (1) TR (cos(9) explimep)
" (' 2\1
m — — 22\m —_ —
P () = /(T = @) — Pu(u) und Pi(u) = ok~ (1 - w2)
Das Wasserstoffatom
Stationdre Zustdande im Zentralpotential
p2 £2
Hamilton-Funktion: H = 27:1 2 +V(r)
, h? 1 0° L?
Hamilton-Operator: H = “omr o2 + Sr? + V(r)

Radialgleichung von HU(7) = E¥(r) mit U(r, 0, )

R? A I+ 1R e o

T ou T o2 = B+ — el
[ 2u dr2 2pr? - uki(r) ekl ()  p TR
¢ oL B

Feinstrukturkonstante: o = A~ —— . Definiere: Ay = B

he 137’ T

1
= ;ukZ(T)Yzm(& ®)



, B A : . r
Bohrradius: ag = — = — = 0,52A, Definiere: p = —
e e ao
- . ,ue4 1 5 5
Jonisierungsenergie: 1 = o5 = Ea pc® ~ 13,6 eV
d? d 2 1(+1)
— — 2\ — - — —pAr1) =0
4 g, T <p e upi(p) exp(—pAkt)
1 —-F
Energiequantisierung: Ay = P By = it ll)z

E
Hauptquantenzahl: n = k41, Balmer-Formel fir H: F,, = ——21
n




