Formelsammlung Optik und Wellen

1 Licht und Materie

Maxwellgleichungen: div E' = £ rot B =— 9 B
€0 ot
divB=0 rotB—i£E+u0j
c? ot
Wellengleichung: AE — 1 a—2E = Vﬁ + o=
c2 0t? at

1.1 Wellengleichung, ebene Wellen
spezielle Lésungen: p =0, 7 =0

Ebene Wellen: E(r, t) = Re{Ege!k"—®0},
i 1
B(T.’ t) = Re{BOel(k.Tiwt)}» BO = _k X EO
w

2

= EoLk

Dispersionsrelation: k? =

Monochromatisches Feld: Eyeep (7, t) = Re{E (r) exp(—iwt)}
2

Helmbholtzgleichung: | [ A + %

)u(r) =0|, u(r)=ExEyE,

. 1
Poyntingvektor: Sieep = ,u_ (Ereent % Breell)
0

1 1 . .
(Sreell> = —Re(E x B), div (Sreell> = __(E'J* -B* -7
2”0 4

1.2 Dipolstreuer
Dipolmoment: p = gd, Polarisationsdichte: pree; = / Preen dV

=

Preenl (1, 1) = Jreen (7, 1)

9
ot

Abstrahlung eines Punktdipols: (d — 0, P =py6(r))

Vektorpotential: B=V x A, E=-V®+ivA

2

inhomogene HHGI.: (A + %)A =—UpJ =iwHeped (1)

ik
SPEED — Berterpo)-pol|

1
E(r)= ——(kzer x (e, x po)
4me

1

5-

ik 1
1—) exp(ikr) — —pob(r)
37 j2 €0

1. Fernfeld fllt mit 1/r ab: %r‘kr)

2. keine Abstrahlung in Richtung der Dipolachse (e, x pg = 0)
3. Abgestrahlte Leistung P oc w*

1.3 Feldausbreitung im Material

V x E(r)
VxH(r) =

=+iwB
—iwD

Maxwellgleichungen: div.D =0
divB=0

Polarisation: P(w, ) = gof(w,7) - E(w,7)
Relative Dielektrizitdatskonstante: £(w,r) =1+ f(w,r)
Dielektrische Verschiebung: D (w,r) = e0 E+ P = ¢pé(w,7) E(w,T)

MN=—
VE

’

Homogenes Material: ¢’ =

VE

1

Ve(w,r)

= —%solm(enmz

Brechungsindex: n(w,r) =

Energiebilanz im Material: div(s)

Snellsches Brechungsgesetz: (n; singiy = n2singr)

€2

Brewsterwinkel: singp =
E1+&2

n
Bedingung fiir Totalreflexion: singg = —
m

1.4 Polarisation des Materials
2

d d
Oszillator: mdt dreell"'mYd dyeen + mwodreeu = qEreell

(S —
Riickstellkraft

Tragheit Dampfung Treiber
2 7
Bewegungsgleichung: T +YE +w% Preen =N E Eieen
1 ¢°N
Polarisation: | P () = £9—; A —FE(w)| mitf= 97
w - w? —iyw g m
Lorentz-Modell: ¢(w) = ¢'(w) +ie" (w) = 1+ —; f -
wg—w? —iyw

2

1. eistreell: k € R oder klzq - kl2 = E’w—z und krk; =0
c

2. ¢ istkomplex: Abklingende Welle ~ exp (—k;r) (Dissipativ)
2
W
3. € < 0 ist reell: k2 = —Iesl—2 (mindestens eine Komponente
c

imagindr + Dissipativ)

mehrere Resonanzen: €(w) =1+ Z ];—m
m w —w* =iy pw

2 2
N 1 w
Metalle: y(w) = — q ——=—— P
Em W +1yw w”+iyw
72 2
mit Plasmafrequenz: w%, =— ew=1- 5 ’f
w-+iyw

1.5 Eigenschaften der Suszeptibilitat y

Zeitabhingige Felder: P (1) = / do P(w)e @t
R

1
Spektralamplitude: P (w) = / At Preey (D€ = g0y (@) E(w)

Responsefunktion: Pee (1) = / dTR(T) E reepn (- 1),
R

mit R(7) = 25—;)[ / dwy(w)e 7 reell und kausal: R(t < 0) =
R

1 .
Suszeptibilitit: y(w) = - / drR(m)e"“" = y(~w)*
0JR

Kramers-Kronig Transformation:
(o0}

=)

da X() mm@/f(x)d

w—v

i 11m
V*’O

do X9

)(((U) w—w

dop 1@ ]

oo +v

_1
17[

— lim
X ~ R—oo

R
/ fx)dx
-R

R
Im[y ()]

Realteil: Re[y (w)] = —@/ do
-

——9’/d
T R

= Verkniipfung von absorptiven (¢” = Z° k;) und dispersiven Ei-
genschaften (¢’ = Re(72)) eines Materials (7 = n + ix).

Imaginérteil: Im[y (w)] pRelx @]

o—w



1.6 Transparente, doppelbrechende Materialien

3
Allgemeine dielektrische Verschiebung: D; = g9 Z €ijE;j
i,j=1

Transparentes Material: Energieerhaltung gilt (div(s;eep) = 0)

. iweg
div(sreen) = ——

*

i l.) = 0 (verlustfrei)

3
Z E;‘Ej(eij—e
ij=1

Dielektrischer Tensor € ist hermitesch: ¢;; = e}fi und diagonal

Klassifikation von Kristallen:

1. Isotrop: drei gleiche Kristallachsen, € =€l, & =¢e;=€3=¢
2. Einachsig: zwei gleiche Achsen, e; =¢; =n2 und &3 = n?
3. Zweiachsig: drei verschiedene Kristallachsen, €, # €, # €3 #

&1

Wellenausbreitung: E(r) = Egexp(ikr) und D(r) = Dy exp(ikr)

Richtungsabhingige Brechzahl: k = n(u)gu mit u? =1
c

1
Eigenwertproblem: ™' u x (u x Eo) = - — Eo = AEy
n

2
e
£1€3

2
M
£1€2

2 2 2 2 2 2
u2+u3+ul+u3+u1+u2 1

E

€2€3

N3+ + A1=0

+

€1 €2 €3

Triviale Losung A = 0 Eigenvektor parallel zu v
Definiere: VEy =u x (ux Ey), M =Ve 1VVel, MT=Mm
1
Analoges Eigenwertproblem: M’ X, = -—=Xn X= VEE
n

Xn'Xn/ = aé,mr :>Dn'En’ = a6,m/

Im anisotropen Medium: (divD = 0=u L D)

nz _ iZiDniDni _ ZiEiEI’L,‘Dni
€0 Z;:EH[DI’L,‘ ZiEvniD”i

min (¢;) < n? < max(e;)

Ausbreitung im einachsigen Kristall: ¢, = ¢, = n% # ¢, = n?
1. Zylindersymmetrie: u in x-z-Ebene: u2 + u§ =1

Ausbreitung nur von Winkel £0 = (u, e;) abhingig

. Polarisation L zur Ebene Einfallsrichtung-aullerordentliche
Achse: ordentlicher Strahl, Brechungsindex richtungsunbhén-
gig (wie im isotropen Medium)

. Polarisation || zur Ebene Einfallsrichtung-auBerordentliche Acl
se: aullerordentlicher Strahl

Normalenfldche auRerordentlicher Strahl: 1 =

1.7 Polarisation elektromagnetischer Felder

Ausbreitung in z-Richtung: k = ke;, Eo=Ee?*e,+Eye¥re,

Excos(kz—wt+¢y) Eycos(©)
E een (r, 1) = | Eycos(kz—wt+¢y) | = [ Eycos(© —6)
0 0
Jones-Vektor: |j = 1 EExm)
E2+E3 B¢

Polarisationsarten:
1

\V ES+E5

Ey

1. Linear: 6 =0,1 5= L
TEy

)

1

7]

3. Elliptisch: 0 < § < m : linksdrehend, -7 < § < 0 : rechtsdre-
hend

1

. ” y
2. erkular:ézig, Ex=Ey=E, j= +i

Polarisierende Elemente:
cos? 1)
singcosp

sin¢gcos¢g
sin? ¢

0) .
i ]ln

Jin

|

e Polarisator: jout = (

. ~ 1
o A/4-Plittchen: jout = My/4Jin = (0

" . ~ 1 0).
o A/2-Plittchen: jout = My/2Jin = (0 —I)Ji“
A
Dicke des A/2 Pléattchens: L = ———
2|ng — Rel
. e SN .~ _[cosg sing
allg. Drehung: M (p) =U,MU, mit U, = (_ sing  cos (,0)

2 Geometrische Optik

Ziel: Abbildungseigenschaften optischer Systeme beschreiben

Annahmen: lokal charakterisierte Strahlen mit Amplitude u;, Aus-
breitungsrichtung mit Wellenvektor k; und lokale Polarisation j;

2.1 GauBsche Optik

Voraussetzungen: Rotationssymmetrie, Paraxialitit (@ < 30°)

Charakterisierung des Strahls: s = (nxa) mit Brechungsindex n

Translation: x(zg + L) = x(zr) + La, Sout = T= ((1) Lin) Sin
. 1 0 nz—m
Kugelflache: soyt = k e Brechkraft kj5 =
—K12
1 0 R
Linse: M = ( 1 J mit f = —— (Brennweite)
-—= 1 n-1
f
Abbildung durch diinne Linse:
1 0 1- b g+b-g b
A= 1 b 1 1 g\_ f f
o 1J/|-= 1)lo 1 1 1-8
] T

! chung: (L Lo L
hAbbildungsgleichung: m

Abbildungsmalstab: A=1- b

I f-s

Hauptebenen: Ziel ist es, optische Systeme durch eine effektive
diinne Linse zu ersetzen, indem vor und hinter dem System Frei-
raum mit den Lingen u und v hinzugefiigt wird.

f

1 v\(A B\(1 u)\ (A+vC Au+B+uvC+vD
o0 1){c DJlo 1)~ C Cu+D
- 1-D . .
Hauptebenen: v = und u = , effektive Brennweite:
1
I=-c

Da diinne Linsen perfekt abbilden, ermdglicht in der Gauf3schen
Optik jedes System spétestens nach Hinzufiigen von Freiraum
eine perfekte Abbildung.




2.2 Abbildungsfehler

Chromatische Abberation: f = Brennweite ab-

n-11/rn-1/ry
héingig von der Brechzahl. (blau bricht stérker)

Monochromatische Abbildungsfehler

1. Sphérische Abberation: Brennweite verringert sich mit wach-

sendem Abstand zur optischen Achse
. Astigmatismus: Storung der Fokussierung von Strahlenbiin-
deln unter groBem Winkel quer zur optischen Achse.

. Koma: Schriger Einfall auf die Linse (Astigmatismus + sph-
rische Aberration)

4. Feldkriimmung: Bildfeld ist keine Ebene

Korrekturen: Asphéren (Paraboloide), Kombination von Sammel-
und Zerstreuungslinsen, Vermeidung schréager Einfallswinkel

2.3 Aplanatische Objektive

Vorteile: Reduktion der Emissionswinkel @ ohne Abbildungsfeh-
ler durch Verwendung einer Kugeloberfldche NAgyge = nsin(a)

Fiir das nachgeschaltete Objektiv wird die notwendige numeri-
sche Apertur um den Faktor n? kleiner.

1
Apertur des Objektives: NAgbjektiv = — NAkugel
n

3 Beugungsphdnomene

Idee des Beugungsintegrals: Zur Berechnung der Propagation ei-
ner gegebenen Feldverteilung wird das Anfangsfeld in den Orts-
frequenzraum transformiert. Dann werden mithilfe der HHGI die
die Ortsraumfrequenzen y mit einer Ubertragungsfunktion durch
den Raum propagiert. Die finale Feldverteilung ergibt sich durch
eine Fourier-Riicktransformation.

3.1 Das Beugungsintegral

Voraussetzungen: monochromatisches Feld, homogenes, isotro-
pes, absorptionsfreies Medium (7 konstant und reell)

Konfiguration: Objekt- und Bildebene in der x — y—Ebene, Aus-
breitung +z—Richtung, gegebenes Feld u(x, y,z=0) = uy(x, y)

Ansatz: u(x, y, z) =//U(a,ﬁ,z) exp[i(ax+ By)| da dB
RJR

2
i+k2—a -

e B?|U(a, B,2) =

Folgerung aus HHGI: (

- 1)?

Uo(a,ﬁ):(g) //uo(x,y)exp[—i(ax+ﬁy)] dx dy
RJ/R

2 —a?

_ﬁZ

u(x,y,z)z//Uo(a,ﬁ)exp[iy(a,ﬁ)z] explilax+ By)] da df
RJR

Allgemeine Losung mit y(a, ) =

Ubertragungsfunktion: H(a, §, z) = exp( ivkZ—a?-[p2%z )

1 furlx|<d/2

1D-Spalt: ug(x) =
p 0 {0 sonst.

d d

U (a) = —smc( 2 a)
Verbesserung des Auflésungsvermogens:
- Verwendung von Objektiven hoher numerischer Apertur
- Reduktion von A (hochbrechende Immersionsfliissigkeiten)
- Detektion evaneszenter Wellen mittels optischer Nahfeldmi-
kroskopie

(SNOM - Scanning Nearfield Optical Microscopy)

3

3.2 GauBstrahlen in paraxialer Ndherung
x2+y2)
2
0

Anfangsverteilung: uy(x, y) = Apexp (—

- 3 wg
Spektrum: Up(a, f) = Ag—— exp | -—>(a? + f?)
4n 4
2, g2
paraxiale Ndherung: /k? — (a? + %) = k - ¢ Zkﬁ
w2 5 ) .
= Wrz / / dp=2 exp n (a +p ) el@x+py)

kwg  awg ) )
Beugungsparameter: | zg = 5 =1 (Rayleigh-Lénge)

z
komplexe Breite: W2 = W2 + == = Woz(l + i—)
k ZR
) A 2,2
u(x, y, z) = etkz — 0 exp |- Zx 4 , @ =—arctan(z/zg)
1+iz/zg W0 (1+iz/zR)
=elkz e Ao exp |- 2y ii—x2+y2
1+iz/zg W2(1+(z/2R)?) zr W2(1+ (z/2g)?)

\/1+(z/zR)j

Leistung auf der Strahlachse: |A(z) 12 =

Strahlbreite: [W(z)

| Agl?
1+ (z/zp)?

1+ (%Rﬂ ‘

3.3 GauBsche Optik mit g-Parametern

Kriimmungsradius: LR(z) =z

Beschreibung von Gaufistrahlen durch Parameter g = zp —izg

zrp— Abstand zum Fokus/Strahltaille

iAgl 24y
Losung: u(x, y,z) = AoIm(q) exp [1%u exp[ikRe(q)]
1 1 1 A1
inverser g-parameter: — = — = +i—
q(z) zp—izg R(z) 7w W(2)?
Dynamik des q-Parameters:
1. homogener Raum: g(z+ L) = g(z) + L
. . 1 1 1
2. diinne Linse: — = — — —
4+ q- f
. . [A B Ag-+B
3. Optische Systeme mit ( c D) L= Cq +D
Gaussche Moden im Resonator: g, = g- =g
A-D A-DY* B
Strahlparameter: g = +—
2C 2C C
, A-D\* B
g-Parameter ist komplex: +—=<0
2C C
A B
det(C D) =1 =>|A+D|<2
Transfermatrix Laserresonator:
A BY (1 01 L\ 1 0yl L
C D) \2/R, 1){0 1){2/Ry 1){0 1
L L 2L2
Stabilitdtsbedingung: [1+2| —+ — |+ ——| <1
R R RIRZ




L L

Definition: g =1+ —, =1+—

efinition: g R 8 %
Beziehungen: [2g1g, - 1| <1, 0=<gig <1

Phasenkriimmungsradius der Gaullmode ist gleich dem Kriim-
mungsradius des Spiegels (parallele Phasenflachen)

Paraxiale Wellengleichung und hohere Lasermaden:

|

Annahme schnelle Phasenevolution: u(x, y, z) = v(x, y, z) exp (il_cz)

mm = gxmayn 1o

02 2

ox2 " oy

.0 1

l&-'-ﬁ )+IC

ug(x,y,2)=0

Weitere Losungen: u

= beugen wie normaler Gaul3strahl, gleiche Phasenkriimmung

= Modifizierung des rdaumlichen Profils mit Hermite-Polynomen.

= Grundmode favorisiert, weil groRter Uberlapp mit dem Gain-
material des Lasers

3.4 Fraunhofer Beugung

Voraussetzungen: z > Objektbreite, x%+ y2 <« 72 (Paraxialitit)

u:ffR dadp Uplar pexp imz explilax+ By)]
)| [[ dwaponexn] | (a- 2] + (- L)}

= komplexer Gaul der Breite W = v2k/z, wird fiir grof3e Aus-
breitungsldngen beliebig klein.

x2+y?
2z

z
2ki

ik(z+

= exp

Fraunhofer Ndherung: Zum Integral tragt nur die zentrale gaul3-
férmige Komponente mit Amplitude Up(a = k%, f = k%) (Ampli-
tude der Welle in Richtung des Beobachtungspunktes) bei, da
der Gaul$ sehr schmal ist (W < 1) und sich Beitrdge aus zen-
trumsfernen Gebieten aufgrund der schnellen Oszillationen ge-
genseitig kompensieren.

2

) 2
exp
Z

+}’2)]Uo(a:k§,ﬁ:k%].

x2+y?
2z

.. (2
Losung: u(x, y, z) =

ik(z+ al

Entwicklung fiir kleine x, y: r = /22 + x2 + y? = z +

(2”)2 eik

il

Uo

allgemein nichtparaxial: Lu(x, y2) = (a . p= k%)

»
r

ik
explikr) : Intensitétsabfall & Phasenkriimmung (~ Kugelwelle)

Grenzen der Fraunhofer Nidherung:
Breite Gaul’ « Breite Fourierspektrum Objekt: v2k/z < 2/ W
= z > zp (Abstand Objekt-Bild > Beugungsparameter)

2

1
Fresnelzahl: Ng = Z— a: halbe Objektbreite = Ny <« e ~0.1
z 7

Beugungsbilder:
Kreisformiges Feld: uo(x, y) = 1 wenn x? + y> < a®, 0 sonst
2 /%25 V2
Airy-Scheibchen: |u(x, y, 2)|? x M mitn = 271% X Ty
n r

1 /4
Besselfunktion n-ter Ordnung: J,,(x) = p / cos(xsing — ng)de
0

Beugungsbilder periodischer Strukturen: u(x) = up(x + d)

2n

i)

Up(x) =) amexp (imz—nx), To(a) =Zam6(a— m—
m d m

4

Babinetsches Prinzip: Beugungsbilder inverser Feldverteilungen
sind fiir x* + y? # 0 identisch

Y

I

fio (%, ) = 1= g (%, y) o )6(k’—:)5(k%

)—ﬁo(k’—:,k—

3.5 Fourier-Optik

Position des Fokuspunktes (Brennebene): ? = %, ]—JZ = g
Int. Brennebene: | |uf(x, y)|* = 27| - ’ U, (a— o B= kl)'
' o AR T A

Intensitédtsverteilung der Brennebene entspricht Absolutquadrat
der FT der Objektverteilung
= Phasenrichtige FT, wenn Gegenstand im Abstand f

4f-Anordnung: Zweifache FT, fiihrt zur seitenverkehrten Origi-
nalverteilung, Manipulation des Spektrums durch Filter in Bren-
nebene moglich

1.
2.
3.

Begrenzung des Spektrums (Kontrastreduktion)
Ausblenden langwelliger Komponenten (Kontrasterh6hung)

Optisches Differenzieren: Differentiation nach x entspricht
Multiplikation mit a.
Anwendung: Graukeil mit Transmission o< |x| + 7-Phasensprung

A
beim Vorzeichenwechsel durch Phasenplatte d = 0
NFilter — 1

3.6 Auflosungsgrenzen
Teleskope: Rayleigh-Kriterium
Vorauss.: paraxiale ebene Wellen, Blende/Linse mit Radius a

. . Qo _ Bo .
Lichtquelle bildet um xy = * fund yy = = f verschobene Airy-
Scheibchen

Auflosungsgrenze: die Nullstelle des Airy-Scheibchens der zwei-
ten Lichtquelle féllt mit dem Maximum der Ersten zusammen

s

A
Minimal aufzul6sende Winkeldifferenz: ¢ > 0.61—
a

X0 > 1.2271L ] 0.61ﬂ]
ka a

Mikroskope: Abbesche Auflosungsgrenze

Definition: Kleinste, noch abgebildete, periodische Struktur

d=> Ao :&
" nsing NA

A
Gekohlertes Licht (schrige Beleuchtung): d = ﬁ

3.7 Holographie

Durch hohe Frequenz des optischen Feldes ist nur eine Detekti-
on der Intensitidt und nicht der Phase moglich

Losung: Uberlagerung der Objektwelle durch Referenzwelle ug
Transmissionstkt.: T'(x, y) = To — ylup(x, y) + MR|2

T(x, y)ug = [To = Yluo(x, Y)I* — ylugl*lur — yubug —ylurl*uo
2

1
1. Unstrukturierte 0. Beugungsordnung

3

2. Rekonstruierte Objektwelle, 1. Beugungsordnung

3. Phasenkonjugierte Objektwelle, invertierter Strahlengang

Hinweise an: m.beyer@uni-jena.de



