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1 Tutorium

1.1 Wiederholung Indexkalkiil

1 wenni=j

Kronecker Delta: 9,; = {0 oy
wenn i # j

+1 wenn ijk eine gerade Permutation von (1,2,3) ist
Levi-Civita-Symbol: €, = ¢ —1 wenn ijk eine ungerade Permutation von (1,2,3) ist

0 sonst

Einsteinsche Summenkonvention: tber doppelt auftretende Indizes wird summiert.
Beachte: Indizes diirfen nicht mehr als zweimal auftreten.

Wir kénnen nun das Kreuzprodukt auf folgende Art und Weise definieren:
(a x b); = e;jra;bie;. (1.2)
Fiir das Skalarprodukt gilt folgendes:
a-b=a;bo;. (1.3)

Das Kronecker Delta wandelt dabei Indizes um, da bei der auftretenden Summe nur der
Index 7 tibrigbleibt.

Eigenschaften des Epsilon-Tensors: ¢;j;,

Werden die Indizes zyklisch vertauscht, dann dndert sich der Wert des Ergebnisses nicht.
Beim Tausch zweier Indizes wechselt das Vorzeichen

Eijk = €kij = Ejkis Eijk = —Ejik- (1.4)
Weiterhin gilt folgende wichtige Identitét:

Eijk€lmk = 5i15jm - 5im5jl- (1'5)

Differentialoperatoren: ai = Ox;

Fiir Divergenz, Rotation und den Gradienten lassen sich folgende Ausdrucksweisen fin-
den:

Insbesondere gelten folgende Identitaten:

divrot A =0, rotgrad® =0 (1.7)
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Ubung 1: Zeige die Lagrange-Identitit

(axb)-(exd)=(a-c)(b-d)—(a-d)b-c). (1.8)
Beweis der Identitdt:

(@xb)-(cxd) 2 (axb)cxd)
e €ijkAibrEamCdm
= é?jkié‘lmiajbkczdm
(L5)
=" (010%m — 6jmOni)a;brcidy,
= (a;c;)(brdy) — (ajd;)(brc)

"= (a-c)(b-d)—(a-d)(b-c)

1.2 Integralsatze

Der Gaufische Integralsatz stellt eine Beziehung zwischen der Divergenz eines Vektorfeldes
und dem durch das Feld vorgegebenen Flusses durch eine geschlossene Oberflache her.
Der klassische Integralsatz von Stokes besagt, dass das Flachenintegral iiber die Rotation
eines Vektorfeldes gleich der Tangentialkomponente des Feldes entlang des Randes der
Flache ist.

/// dVdivF = dA - F Gaufischer Satz (1.9)
v av

// dArot F = dr F' Stokesscher Satz. (1.10)
A oA

Ubung 2:

Die Integralsatze lassen sich nutzen, um aus der bereits aus Experimentalphysik II be-
kannten integralen Form der Mazwell-Gleichungen die differentielle Form abzuleiten:

#EdA:lff/ng ~divE=2
€0 €o

#BdA:O =divB =0
ygEdr:—//aBdA ot E— OB

ot ot

. OF . 10FE
%Bdr:,uo//]dA—l—soatdA :>rotB:M0]—|—C—2§,
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2 Tutorium

2.1 Diracsche Delta Distribution

Zur Motivation der Diracschen Delta Distribution betrachten wir zunéchst folgende Funk-
tionenfolge:

1 Lol
d {0l 2= =2 2.1
() {O sonst. (2.1)
Im Grenzwert [ — 0 wird daraus formal die folgende Funktion
o =0
lim d 2.2
oo (@) = {O sonst. (22)

Wir betrachten nun die Wirkung der Funktionenfolge d;(x) auf ein Integral. Formal fithren
wir hier eine Faltung einer beliebigen Testfunktion f(x) mit der Funktion d;(z) aus und
bilden anschlieend den Grenzwert [ — 0:

lim [ dj(x — zo)f(x)dr = lim - / dz f(z). (2.3)
=0 1—0 [
—00 :Cofl/Q

Wir kénnen nun den Mittelwertsatz der Analysis benutzen, nach dem das Integral den
Wert [ - f(Z) annimmt, wobei Z ein Element des Integrationsintervalls ist. Es ergibt sich
dann

i (1(2)) = lmy £(2) = f(ao). (2.4)

Wird nun der Grenzwert gebildet, dann schrumpft das Integrationsintervall und es ergibt
sich der Funktionswert f(z). Fassen wir das zusammen ergibt sich:

o0

lim [ di(x —x0)f(x)dx = / Sz — xg) f(z)dx, (2.5)

=0
—0o0

das heiflt, wir definieren die Delta Distribution iiber die Auswertung eines Integrals mit
anschliefender Grenzwertbildung fiir [ — 0. Daher ist §(x) keine Funktion im gew6hnli-
chen Sinn.

Eigenschaften: Im Folgenden wollen wir einige Eigenschaften der Delta-Distribution

zeigen:
d(—z) = d(x)
1
d(kr) = [prola >

)):Z T — ;).

Ig’(af
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Im letzten Schritt bezeichnen die x; die einfachen Nullstellen der Funktion g(x) und
g (z) = g—g. Ein Anwendungsbeispiel fiur diese Regel ist folgendes:

§(z* —a®) = 0[(x — a)(z +a)] = 2|1a|[<5(:v —a)+d(x + a)l. (2.6)

Wir kénnen zudem tiber das folgende Integral eine neue Funktion © definieren:

T

o) = [ o=y 7L &

—00
Diese Funktion wird Heaviside’sche Sprungfunktion genannt. Beachte hierbei, dass der
Wert fiir = 0 nicht bestimmt ist. Konventionshalber wird er meist auf 0,1 oder 1/2

gesetzt. Es ldsst sich mit dem Hauptsatz der Integralrechnung folgern, dass die (unstetige')
Heaviside Funktion als Ableitung die Delta-Distribution besitzt

e

= = (@), (2.8)

2.2 Die Poisson-Gleichung

Wie aus der Vorlesung bekannt ist, lasst sich die Poisson-Gleichung in der Elektrostatik
folgendermaflen formulieren:

Ad =2 = L5 — ). (2.9)

€0 €0

Der zweite Term gilt fiir eine Punktladung im Punkt 7’. Wir wollen nun diese Beziehung
durch Verifizierung des folgenden Ausdrucks herleiten:

A;F?4Mw) (2.10)

Wir einigen uns zunéchst auf die Konvention |r| = r. Der Laplace-Operator A lasst sich
schreiben als A = V - V. Wir benutzen im Folgenden die EINSTEINsche Summenkonven-
tion. Deshalb berechnen wir zuerst folgenden Ausdruck:

1 1 1
V- =9,

o= ——e
T T A /l‘jl‘j
-1 . 1 R
= F&»(xjxj)ei = —ﬁ2xj51jei
Ti A r

'Damit ist die Funktion formal nicht analytisch differenzierbar in = 0
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Nun bilden wir die Divergenz des entstandenen Vektors:

1 —Z; 1
A=Vl = o) = -5 o
=3
3 -3
NR.: 0i(r) = Oi/Tj75 = 5 (220;5) %
3 3 3 3

Es zeigt sich somit, dass A(1/r) = 0 gilt, vorausgesetzt, 7 # 0, denn im Ursprung weif3t
die Funktion eine Singularitdt auf und ist nicht differenzierbar. Wir kénnen die Losung
trotzdem retten, indem wir den im letzten Tutorium eingefithrten Gauflschen Satz benut-
zen. Danach folgt ndmlich fiir eine Integration {iber ein beliebiges Volumen V'

_///Vv.(;)dv:_ﬁgvg.m. (2.13)

Waéhlen wir nun als Integrationsvolumen eine konzentrische Kugel, dann integrieren wir
bei der Auswertung des Fldchenintegrals iiber eine Kugelschale mit konstantem Radius,
damit lasst sich das Integral einfach berechnen:

21

_///Vv. <;>dvo/0/wyzsin19é;;fdl9dg0
_ ///V v - <:3) dV = —27[— cos¥]j = —A4m. (2.14)

Da wir bereits wissen, dass der Integrand fiir alle Werte r # 0 gleich Null ist, konnen wir
die linke Seite als eine Delta-Distribution auffassen, die dann einen Wert liefert, wenn der
Ursprung im Integrationsgebiet liegt. Es folgt dann

Ai = —4nd(r). (2.15)

Allgemein lasst sich das Volumenintegral {iber die Delta-Distribution ausdriicken als

str—vyav = [[ 6 — a6 — s - Hav=1" TV (216
///V ///V 0 eV

Die Poisson-Gleichung lésst sich nun fiir eine Punktladung im Ursprung schreiben zu

AD = —Lg(r). (2.17)
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2.3 Potential einer homogen geladenen Kugel

Variante 1: Poisson-Gleichung Wir wollen nun die Poisson-Gleichung benutzen, um
aus einer gegebenen (kugelférmigen) Ladungsverteilung das Potential im gesamten Raum
zu bestimmen

€0 —£ TSR‘

€0

Ap— P _ {0 r>h (2.18)

Fir Kugelsymmetrische Probleme ®(r) = ®(r) vereinfacht sich der Laplace-Operator in

Kugelkoordinaten zu
10 0
A=—=—(r=). 2.1
r2 or (r 87“) (2.19)

Somit lasst sich die Poisson-Gleichung in den beiden Raumbereichen innerhalb und au-
Berhalb der Kugel durch elementare Integration losen.
Betrachten wir zunachst den Fall r > R:

A®(r)=0= ! d<2d®>=0

e G
da
27 —
=T ar Cl
= B(r) = _C;l oS (2.20)

Fiir den Bereich » < R ergibt sich:

Ad(r) =~ = 1d<f,»2d‘1’> __r

€0 r2dr dr €0
do p
=r— =194 C
T T T 3e 7O
p o GCi
= &(r)= ——r"— —+0C4. 2.21
(T) 6€0r r e ( )

Zur Bestimmung der Integrationsbedingungen werden verschiedene Randbedingungen be-
trachtet. Da die Wahl des Potentialnullpunktes fiir die Feldverteilung keine Rolle spielt,
wahlen wir die ibliche Konvention, dass im Unendlichen das Potential verschwindet

lim &(r) = 0 = Cy = 0. (2.22)

Weiterhin muss ebenfalls die Konstante C'3 verschwinden. Wenden wir auf die Losung
r < R wieder den Laplace-Operator an, ergibt sich

AD(r) = —gﬁ + Codmd(r), (2.23)

Der zweite Summand entspricht hier formal einer Punktladung im Ursprung. Betrachten
wir jedoch fiir unsere homogene Ladungsverteilung die Gesamtladung in einer Kugelschale
mit Radius r, so stellen wir fest, dass im Grenzwert r — 0

lim // o / or'?dr =0 (2.24)
r—0
0
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die Gesamtladung verschwindet. Die Losung einer Punktladung im Ursprung entspricht
daher nicht der gegebenen Ladungsverteilung.

Weiterhin lassen sich Stetigkeitsbedingungen aufstellen fiir das Potential und das elektri-
sche Feld im Punkt R. Es bezeichne ®_(r) das Potential innerhalb der Kugel und & (r)
das Potential auflerhalb der Kugel. Dann gelte

o r
/ / Cl p
® (R) = G 2.2
L(R)=9L(R) ===k (2.26)

Wird jetzt noch die fiir konstante Ladungsdichte p die Gesamtladung ¢ pro Kugelvolu-
men

3Q

= 2.2
eingesetzt, ergibt sich
Q 3 @
Ch=— Cir==-——. 2.28
LT e 17 247e0R (2.28)
Damit lasst sich die allgemeine Losung folgendermaflen formulieren:
« r>R
o(r) = 4”607" . (2.29)
(§ - i) r<R
4dme ()R 2 2K

Variante 2: Losen des Integrals Das Potential der homogen geladenen Kugel lasst
sich ebenfalls durch die Losung des allgemeinen Integrals zur Berechnung des Potentials

angeben:
L p(r)
O(r) = dBr— . 2.30
(r) ///Ra " dreg |r — /| ( )

Wir kénnen uns das Problem durch eine geschickte 2
Wahl des Koordinatensystems vereinfachen. Damit le-
gen wir wie rechts dargestellt unser Koordinatensys-
tem so, dass r in Richtung der z-Achse zeigt. Dann
zeigt sich, dass sich der Betrag |r — /| mithilfe des Ko-
sinussatzes fiir Dreiecke einfach schreiben lasst als

|7 — 7’| = Vr2 4+ 172 — 2r7/ cos V. (2.31)

Damit lasst sich die Integration iiber den gesamten
Raum ausfithren, wobei sich die radiale Integration auf

10
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r < R beschrankt:

P 2 . / 1
O(r) = sinddr’' ddd
() 4meg ///T e S0\/7"2—1—7“’2—27"7“’cos19

omp [ [ 1
= 7Tp//r’zdr’du _
Ameg / Vr2 412 = 2rr'y
1
R
P r \/ 2 2 _ Oyl 71d/
—%/W[ re+r'e — rruL T
0
R
:2;r/r’(!r—l—r'|—]r—r’])dr’. (2.32)
0
0

Zur Losung des verbleibenden Integrals wird wieder zwischen Auflen- und Innenbereich
unterschieden:

2eqr
0
[ Q
P /2 / P 3
= — dr' = —R’ = . 2.33
€oT / rar 3eor dmegr ( )
0

Fiir den Innenbereich der Kugel muss das Integral in zwei Teile aufgespalten werden, um
eine Fallunterscheidung zwischen r >’ und r < 7’ durchfithren zu kénnen:

280T
0
T R
= 2'0 /27"’2 dr/+/7“’(2r) dr
gor
or | /
2
R A
0
2
=5 (57 )
ol
R2 2 3 2
I i N co ). (2.34)
o\ 2 6 dregR\2 2R

Damit stimmen die beiden Ergebnisse mit Gleichung (2.29) tiberein.

11
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3 Tutorium

Wir wollen zunéchst nochmal einen kleinen Uberblick iiber die Elektrostatik geben und die
Ladungsdichte, das elektrostatische Feld und das elektrostatische Potential miteinander
verkniipfen.

Ladungsdichte

O(r) —/E(’r) dr
elektrostatisches |, elektrostatisches

\

Potential A E(r) = -Vao(r) f Feld

3.1 Elektrostatische Energie

Wir wollen im Folgenden den Begriff der elektrostatischen Energie nédher beleuchten. Dafiir
betrachten wir zunéchst die potentielle Energie einer Ladung ¢ im &ufleren Feld ®(r)

W(r) =q-o(r). (3.1)

Dabei wird davon ausgegangen, dass die Ladung ¢ nicht selbst zum Feld ®(r) beitragt.
Nun wird eine Ladungsverteilung bestehend aus N Punktladungen betrachtet und die
elektrostatische Energie der Ladungsverteilung in ihrem eigenen Feld (®eyx, = 0) betrach-
tet. Dafiir riicken wir die Ladungen ¢; der Reihe nach an ihre Platze r. Fiir die erste La-
dung muss keine Arbeit aufgewendet werden, die potentielle Energie einer Punktladung ist
Null. Fiir die Punktladung ¢ ergibt sich die potentielle Energie durch das elektrostatische
Potential aller ¢« — 1 Punktladungen

i—1

Wi(r) = & G (3.2)

47'('60 j=1 |’I"Z‘ — T'j‘

Dabei kann W; als die notwendige Arbeit verstanden werden, um ¢; vom Unendlichen nach
r; zu bringen. Die Gesamtenergie der Ladungsverteilung ergibt sich nun durch Summation
iber alle W;

W:iw B ii = 1% M(l_éij)- (3.3)
=1 47T€0 i=2 j=1 |’rrL —’I"j| 47T€O2k,j:1 |Ir7, _’r]’

12
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Dabei stellt der Term (1 — 9;;) nur sicher, dass nicht iiber die Werte ¢ = j summiert
wird.

Fir eine beliebige Ladungsverteilung lasst sich diese in N Teilladungen der Grofle Ag;
mit Volumen AV, aufteilen. Wird nun der Grenzwert N — oo

wod L [t

T 24n7e lr — 7’|

—5 [ Eromew)

- —%0 &Br AD(r)d(r)

= —?[Vcb.d)]‘ +50/d3r (V)2

- % &3 |E(r)[%. (3.4)

Den Integranden koénnen wir nun als die Energiedichte der Ladungsverteilung identifizie-
ren

w(r) = ZB(r) (3.5)

3.2 Greensche Funktionen

Wir fiithren das Konzept der GREENschen Funktion ein, um eine einfache Darstellung fiir
die Losung von gewohnlichen und partiellen Differentialgleichungen zu gewinnen.

Sei nun L ein linearer Differentialoperator. Dann definieren wir die GREENsche Funktion
G(r,r’) als

A

LG(r, 7)) =0¥(r —r) | (3.6)

Diese Definition erlaubt uns nun einen Darstellungswechsel von einer Differentialgleichung
mit dem Operator L zu dessen Losung

LO(r) = f(r) < ®(r)= /VdgrlG(r,r')f(r'). (3.7)

Wir kénnen diese Beziehung zeigen, indem wir auf die rechte Gleichung den Differential-
operator anwenden und die Definition (3.6) unter dem Integral benutzen.

Die GREENsche Funktion selbst gibt Auskunft iiber die Antwort eines Systems auf eine
d-formige Anregung. G(r,r’) enthélt Infos tiber die Geometrie des Problems (Randbedin-
gungen) und den Differentialoperator, jedoch nicht iiber die Quelle des Feldes f(r).

13
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3.3 Randwertprobleme

Wir wollen uns nun mit der Frage beschaftigen welche physikalischen Randbedingungen
sich ergeben, wenn wir in das Feld ein leitendes Material einbringen. Dafiir definieren wir
zunachst den Begriff des Leiters.

Ein Leiter ist ein Material, in dem sich Elektronen durch Anlegen eines dufleren
Feldes verschieben lassen.

Diese Definition impliziert mehrere fundamentale Eigenschaften von Leitern. Nehmen wir
nun den statischen Fall eines zeitlich konstanten aufleren elektrischen Feldes an. Dann wird
sich ein Gleichgewicht fiir die Ladungsverteilung im Leiter einstellen (Gleichgewichtszu-
stand). Allerdings lassen sich im Leiter Elektronen durch ein anliegendes Feld verschieben.
Wir kénnen somit schlussfolgern, dass in einem Leiter das elektrische Feld verschwinden
muss, da sich sonst die Ladungen verschieben wiirden, was wir zuvor ausgeschlossen ha-

ben?.

Aus dem Verschwinden des elektrischen Feldes folgt weiterhin, das im Leiter das elektrische

Potential einen konstanten Wert aufweist und die Ladungsdichte p = ¢V + E ebenfalls
verschwindet. Somit sitzen Ladungen nur auf der Oberfliche des Leiters.

Elektrisches Feld an Grenzflachen:

Wir iiberlegen uns nun, wie sich das elektrische Feld an der -

t
AuBenseite des Leiters verhélt. Dafiir benutzen wir zunéchst Ey—
die STOKESsche Integralformel und die Bedingung, dass fiir t
eine statische Ladungsverteilung V X E = 0 gilt. Wir in- E,

tegrieren nun tiber eine Fliche AA, die sich zur Halfte im
Metall und zur anderen Hélfte aulerhalb befindet und par-
allel zur Oberflache verlduft.

0—//V><EdA— %Eds
AA

0AA
=1-t(BEy— Ey) =1t E,. (3.8)

Das fithrt zur Randbedingung fiir die Tangentialkomponente des elektrischen Feldes an
der Oberfléache

t-E(r) =0 (3.9)

Rand

2Eine andere Herangehensweise ist folgende: Stellen wir uns vor, in unserem Leiter existiere ein elektri-
sches Feld, dann wiirde auf die Ladungstréger eine Kraft wirken, was die Ladungstréger beschleunigt.
Das Beschleunigen und Abbremsen im Leiter wiirde zu einer Erwarmung des Leiters fiihren, was der
experimentellen Beobachtung widerspricht.

14
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Wir kénnen nun analog die eingeschlossene Ladung in einem Zylinder AV, welcher ein
Oberflachenstiick des Leiters einschliefft, mit dem Gauflschen Satz schreiben als

1
q:///gdv: # EdA=a-n(E, — ). (3.10)
€0 €0

AV a(av)

Dabei bezeichnet a die Deckelflédche parallel zum Leiter. Der Fluss des elektrischen Feldes
verschwindet, da das elektrische Feld keine Tangentialkomponente aufweist. Mit E; = 0
folgt nun fir die Normalkomponente des elektrischen Feldes

_ 1 _“ (3.11)

n-E(r) b

Rand

wobei wir mit ¢ = p/a die Flachenladungsdichte eingefiihrt haben.

15
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4 Tutorium

4.1 Spiegelladungsmethode

Fiir ein paar leitende Platten, die einen Winkel a miteinander einschlielen sind nur fol-
gende Winkel erlaubt:

a = 15°,30°, 45°, 60°, 90°. (4.1)

Alle anderen Winkel sind verboten, da nach der Spiegelladungsmethode virtuelle Ladun-
gen im Auflenraum auftreten wiirden. Fiir den Winkel o = 60° ist die Spiegelladungsver-
teilung beispielhaft dargestellt 3:

3Eine Animation dafiir findet sich unter: http://www.tet.ovgu.de/Lehre/Feldanimationen.html

16
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4.2 Geladener Draht endlicher Lange

Wir betrachten einen homogen geladenen Draht der Lange 2L und Gesamt- z
ladung ¢ und wollen das Potential, elektrische Feld und die Aquipotenti-
alflichen bestimmen. Dann kénnen wir entlang des Drahtes eine Linienla- Ly
dungsdichte A = ¢/2L angeben. Fiir die gesamte Ladungsdichte im Raum
gilt nun

o(r) = %@(L —2)-O(L+2) - 6(x)d(y). (4.2)

Dabei bezeichnet O(x) die HEAVISIDEsche Stufenfunktion.
Wir kénnen das Potential allgemein iiber folgendes Integral bestimmen:

1 Q(’I“/) 3.7
O(r) = d
(r) 47750/|r—7"[ "
1

/ Lo~ ) (L +) - 5(x)5(y)

—00

L

1 1

:4/2qL — 2dz’ u=z—2, du=—dz7
e _ s
0, \/x +y?+ (2 —2)

L

dz’ dy’ d2’

e |r — 7|

—1 q 2 2 2
t p° = ) 4.3
47r502L / Vp? +u? +u2’ mit pr =2ty (43)

Wir berechnen hier an dieser Stelle folgendes Hilfsintegral:
1 1 1 T
/\/mdxa/l_'—(l)zdx, a:u, d:L‘:adu
a
u = sinh( du = cosh(z)dz
o m ) “
/ cosh(z / cosh(z)
dz
1+ Slnh2 cosh(z)
2
= arsmh (:v 14+ (x ) +C
a a

=In (m +Va?+ x2 +C (4.4)

L

O(r) = 4;;;[1 ln(z — 2+ m>

z2—L+4/p*+ (2 —L)?
s+ Lo+ (= +L)2]

—L

47'('60 2L
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Wir kénnen nun das elektrische Feld durch Gradientenbildung E(r) = —V®(r) berech-
nen. In Zylinderkoordinaten ergibt sich

o . 0 .
a—pq)ep — aez, (4.6)

da das Potential nicht vom Azimuthalwinkel abhéngt. Wir geben die Losung im Folgenden
nur an:

E(r)=—

_ L q
 Ameg 2L

E(r)

( z+ L _ z—L )é
\/p2+(z+L)2 \/p2+(z—L)2 g

1 1 5
+<\/p2+(z+L)2 — \/p2+(z—L)2)eZ]' (4.7)

Wir wollen die Losung fiir das elektrische Feld noch diskutieren und auf Plausibilitét
iiberpriifen. In der x-y-Ebene muss aus Symmetriegriinden der z-Anteil des elektrischen
Feldes verschwinden. Tatséchlich ergibt sich

1 gq 1

E(p,z=0) = — —. 4.8
(02 =0 = el VF T 7%, (48)
Betrachten wir nun noch die Grenzfille p > L und p < L. Es ergibt sich
I q,
p>L E(p,z=0) = o ?ep Punktladung
1
p <KL E(p,z=0) = 47r50pqLép unendlich langer Draht. (4.9)

Tatsachlich ergeben sich die beiden Spezialfille einer Punktladung ¢ und die Losung des
elektrischen Feldes eines unendlich langen Drahtes aus der Grenzwertbildung.

Aquipotentialflichen

Wir wollen im Folgenden noch zeigen, dass die Aquipoten- 2
tialflachen dieser Ladungsverteilung konfokale Rotationsel-
lipsoide sind. Dafiir miissen wir nur zeigen, Annahme eines
konstanten Arguments von (4.5)

r—

z2—L+4/p*+ (2 —L)?
2+ L+ /p*+ (24 L)?

T+

T+

= const., (4.10)

folgt, dass die Summe der Groflen r, + r_ eine Konstante
ergibt. Dann ist namlich die definierende Bedingung einer
Ellipse! erfiillt. Um das zu zeigen, miissen wir aus (4.10)

4Eine Ellipse ist der geometrische Ort aller Punkte, der Abstand zu zwei Fokuspunkten in Summe
konstant ist.
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noch die Abhéangigkeit von z eliminieren. Dafiir betrachten
wir zunachst

1
r?—r2=(z+L)?-(z-LP?=4L = z:E(ri—rz). (4.11)
Wird diese Erkenntnis in (4.10) eingesetzt ergibt sich
1
R —AL AL e g2 (9ry2 gy |
1 T2 2 2
E(Ti - T%) + 4L2 + 4L7”+ "+ r=+ (2L) + 4T+L
_ r3 — (r- —2L)?
(7’+ + 2[/)2 — T%
(rp o —2L)(ry + 2L —1_)
C(ry o+ 20)(ry +2L—10)
_—2L
Ao const. (4.12)
ro+r_+2L

Damit der Ausdruck fiir beliebige p, z konstant ist, muss r, + r_ eine Konstante sein.

4.3 Randwertprobleme und Kondensatoren

Dieser Abschnitt dient als Fortsetzung von Kapitel 3.3. Wir fassen das Ergebnis aus
Gleichung (3.9) und (3.11) nochmal zusammen:
=0 n-Er)| =%1=-2 (4.13)

t-E(r) =1
Rand Rand aco o

Aus diesen Ergebnissen lassen sich direkt die Randbedingungen der Elektrostatik ablei-
ten:

®(r)| = konst. Dirichlet Randbedingung (4.14)
R
P
oo — Neumannsche Randbedingung (4.15)
on R €0

Anmerkung: Es lasst sich zeigen, dass fiir gegebene Randbedingungen die Losung ®(r)
(numerisch) existiert und zudem eindeutig ist.

Faraday-Kifig

Die Bedingung der Eindeutigkeit der Losung lasst sich benutzen, um die Eigenschaften
eines Faraday-Kéfigs herzuleiten. Dafiir betrachten wir ein Volumen V| was durch eine
leitende Flache vollstandig umschlossen ist. Innerhalb von V' sollen sich keine Ladungen
befinden. Das Randwertproblem mit der Dirichlet-Randbedingung lautet nun:

Ad(r)=0 O(r)| = . (4.16)
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Eine triviale Losung der Laplace-Gleichung ist ®(r) =konst. Diese Losung erfiillt eben-
falls die Randbedingung eines konstanten Potentials am Rand des Volumens. Da unsere
Losung eindeutig ist, haben wir somit direkt die allgemeine Losung des Potentialproblems
gefunden. Fiir ein konstantes Potential in V' gilt nun

E(r)=0 inV. (4.17)

In einem Faraday-Kafig verschwindet somit das elektrische Feld unabhangig von den Be-
dingungen auflerhalb der Metallumhiillung.

Der Kondensator

Betrachten wir nun das Randwertproblem fiir N Metallkorpern mit den Réndern R;,i =
1,..., N. Zudem sollen wich keine freien Ladungen im Raum aufhalten, diese diirfen nur
auf den Metalloberflichen der Leiter sitzen. Wir erhalten folgendes Randwertproblem

AD(r)=0 d(r)| =&  d(r— oo)=0. (4.18)

Nehmen wir nun an eine Losung ®(r) des Randwertproblems zu kennen. Wir sehen, dass
sie fiir eine Losung ® — a® mit o = konst. folgendes neues Randwertproblem ergibt:

od 0D
d—ad = I NQi%a%NaQi. (4.19)

Somit verdndert sich die Ladung auf den Metallkorpern ebenfalls um den Faktor «. Dies
fithrt auf einen linearen Zusammenhang zwischen ®; und );, den wir folgendermaflen
beschreiben

N
Qi=>_ Cyd;. (4.20)
=

Die Koeffizienten C;; sind dabei nur von der vorliegenden Geometrie bestimmt.

Wir spezifizieren uns nun auf den Spezialfall N = 2 und definieren den Kondensator als
eine Anordnung zweier Metallkorper, die entgegengesetzt gleich grofie Ladungen tragen:

Die Einschrankung )1 = —(@), stellt eine Zwangsbedingung an unser System dar. Somit
ist die Losung unseres Randwertproblems von nur einer einzigen Groéfle abhiangig. Wir
definieren dafiir die Spannung mit U = ®&; — &, als die abhéngige Grofle. Da @); und ®;
linear voneinander abhéngen ergibt sich auch fiir die Spannung

Q=C-U :}C:(C/?v’ (4.22)

wobei wir die Proportionalitdtskonstante C' als Kapazitdt bezeichnen.
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Kapazitat konzentrischer Kugelschalen

Wir wollen nun die Kapazitat einer Kondensatoranordnung
bestehend aus zwei konzentrischen Kugelschalen berechnen.
Um das Potential zwischen den Kugelschalen zu bestimmen
berechnen wir das elektrische Feld mithilfe des Gaufigeset-
zes

0 r<a
1
E(r) = Y a<r<b. (4.23)
47T€0 r
0 r>b

Wir sehen, dass hier auf der inneren Kugelschale im Punkt

r = a die NEUMANNsche Randbedingung auftritt. Das Feld

berechnet sich durch die negative Ableitung des Potentials in radialer Richtung und hat
im Punkt a den Betrag

1

1@ o (4.24)

Y

E pr— p— p—
(r=a) godma? &g

was genau der NEUMANNschen Randbedingung entspricht.

Unter der zusétzlichen Forderung, dass im Unendlichen das Potential verschwindet ®(r —
o0) = 0 lasst sich unter Annahme der Stetigkeit des Potentials im Abstand a und b das
Potential allgemein bestimmen

©_9 .4
®(r) = e é < <ph- (4.25)
47’(‘60 r - b G=T%
0 r>b
Wir kénnen nun die Kapazitat mithilfe von (4.22) berechnen als
Q 1 ab
C = =1 — =4 e — 4.26
By e 1Ty 20
a b

Wir sehen hier ein interessantes Ergebnis. In Gaufleinheiten wird der Vorfaktor 4mey gleich
eins gesetzt. Damit ergibt sich die Einheit der Kapazitit zu [C] = cm, was die Tatsache
widerspiegelt, dass die Kapazitat eines Kondensators nur von der Geometrie der Metall-
flachen abhéngig ist. Es lasst sich mit der Einheit der Kapazitdt ebenfalls ein Ausdruck
fur die Einheit der Dielektrizitdtskonstante ¢ des Vakuums finden

C AZgt C]  A2%st
[C] = @ = kgm? = [e0] = m T kgm®

(4.27)
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5 Tutorium

5.1 Herleitung der Multipolentwicklung

Fiir beliebig komplizierte Ladungsverteilung ist die exakte Berechnung des elektrostati-
schen Potentials oftmals nur mithilfe numerischer Verfahren moglich. Will man jedoch
das Potential nur fir groe Abstédnde zur Ladungsverteilung betrachten, ist eine Taylor-
entwicklung des elektrostatischen Potentials oftmals ausreichend.

Die Multipolentwicklung wollen wir nun im Folgenden fiir das kartesische Koordinaten-
system explizit herleiten. Dafiir nechmen wir an, dass die Ladungsverteilung o(r) raumlich
lokalisiert ist. Wir konnen also eine Lange Ry finden, fiir die gilt:

) 5.1
0 r > Ry ( )

beliebig r < Ry
o(r) =
das heifit, die Ladungsverteilung verschwindet vollig fir » > Ry. Fiir geniigend grofle
Abstande r > Ry konnen wir das Potential in Potenzen von ' um den Wert ' = 0
entwickeln. Die mehrdimensionale Taylorentwicklung lautet dabei im Allgemeinen

) = )+ 2

> g ) =)

+ ...
T0

(5.2)

1 3 3 0 0
S -

70 i=1j=

Fiir konnen nun den im Potential auftretenden Integrationsterm ‘TEM in eine mehrdimen-
sionale Taylorreihe entwickeln. Dabei ergibt sich (|r| = r)

1
=

1

! e — |

1 3 3
Tt 520 g
r'=0 z:l 7=1

0 1 0 8 1

~Owifr — 7| Oz, Oz |r — 7|

3

=1

S~

Hierbei wurde die Ableitung nach den gestrichenen Koordinaten x) durch die Ableitung
nach z; ersetzt. Das hat den Vorteil, dass der Wert 7' = 0 direkt eingesetzt werden kann.

3 01 128 w0 0 01

_ / - - / /_ -

N sz ox; r +2 ;; (x’xj ) Ox; Ox;r

—— N—_———

X
Ox; \r3 ro
1 xZ 13 y ,2513 3x; i

il — 5.3
=7 7"+Z 2;]2(”5’% 3) ® (5:3)

Wir bedienen uns hier eines hilfreichen Rechentricks. Da wir uns aulerhalb des Koordina-
tenursprungs befinden r > Ry kénnen wir (noch bevor wir die Ableitungen nach den ge-
strichenen Koordinaten ersetzen) einen beliebigen Term A% = 0 hinzufiigen. Dies hat den
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Vorteil, dass der in der Klammer stehende Term bei der Summation iiber i = j wegfallt®.

Damit kénnen wir den Term %, welcher der Ableitung von % auftaucht, wegstreichen.

Wir erhalten damit das Ergebnis (5.3).

Nun miissen wir das Ergebnis nur noch mit o(r') multiplizieren und iiber R? integrieren:

’
@(’r) — 1 / Q(T ) dST/
dreg ) |r — 7|
1

! 3 i €T; 5
n a3,/ / 3,0 ’ P N 13 Tilj
_4W50(/Q(T)dr7‘+izl melr) &'y QZ wiwh — 10 )o(r) ' =52
] 1
T . = Pi =: QZ]
Ladung Dipolmoment Quadraporoment
1 q Pi%; 1 3 Qfll‘]
dmeg ( 2 73 - 2 ; Qs o
j=1
1L (¢ pr 1&7Qr
B P2 ‘ 5.4
e (7" 73 2 1:21 r5 (5.4)
j=1

Die dabei eingefithrte Ladung ¢ entspricht hierbei der Gesamtladung unserer Ladungsver-
teilung. In erster Naherung betrachten wir die Ladungsverteilung als eine Punktladung
im Ursprung. Die ndchsthohere Ordnung der Taylorentwicklung beschreibt ein mogliches
Dipolverhalten der Ladungsverteilung und die zweite Ordnung ein Quadrupolverhalten.

Das Quadrupolmoment wird definiert als ein Tensor );; zweiter Stufe mit besonderen
Eigenschaften. Wir erkennen leicht an der Konstruktion, dass er symmetrisch gegeniiber
Vertauschung zweier Indices ¢ <+ j ist. Ebenfalls 14sst sich leicht verifizieren

3
> Qi=0 Spurfreiheit. (5.5)

=1

Somit enthélt das Quadrupolmoment nur fiinf voneinander unabhéngige Eintrige statt
neun.

Wir wollen noch auf eine weitere wichtige Sache aufmerksam machen. Es lésst sich zeigen,
dass das niedrigste nicht-verschwindende Multipolmoment stets koordinatenunabhdngig
ist. Speziell fir die Nullte Ordnung bedeutet dies (nicht iiberraschenderweise) Ladungser-
haltung in allen Koordinatensystemen. Betrachten wir aber einen reinen Dipol mit ¢ = 0
mit zwei Ladungen +q bei r; und —g bei r5. Dann ergibt sich das Dipolmoment zu

p= /r(q5(3) (r—71) + (=)0 (r — 1)) d*r = q(ry — 72). (5.6)

Wir sehen, dass p, nur vom Abstand beider Ladungen abhédngt, welcher wiederum eine
koordinatenunabhéangige Grofle ist. Allerdings ist fiir eine Punktladung das Dipolmoment
sehr wohl vom gewéahlten Koordinatenursprung abhéngig.

5Das ist die Eigenschaft der Spurfreiheit des noch zu definierenden Quadrupoltensors
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5.2 Quadrupolmoment symmetrischer Ladungsverteilungen

Zeige, dass das Quadrupolmoment einer kugelsymmetrischen Ladungsverteilung null ist.

Losung: Fiir eine kugelsymmetrische Ladungsverteilung gilt immer o(7) = o|r|. Damit
ist die Ladungsdichte eine gerade Funktion mit p(—7) = p(r). Das Quadrupolmoment
ergibt sich dann fiir kugelsymmetrische Verteilungen zu

/// (35 25 — 63 1%) dPr (5.7)

Fir alle Elemente auerhalb der Diagonalen (i # j) vereinfacht sich die Gleichung zu

///39 r)zir; dr. (5.8)

Die Funktionen x; und x; sind Jewells ungerade Funktionen der jeweiligen Koordinate
und das symmetrische Integral muss Null ergeben. Somit verschwinden alle Elemente
auflerhalb der Diagonalen. Fiir die Diagonalelemente gilt dann

= /// o(r)(3z? —r?) d®r. (5.9)

Fiir die Komponente ¢+ = j = x ergibt sich das Integral in Kugelkoordinaten mit x =

rsin 1 cos ¢ zu
/// )(3sin? ¥ cos® ¢ — 1)r* sin ) dr dvd dy

/ / r) sin ¥(3m sin? 9 — 27)r* dr do

= /Q(T’)(47T —A4m)rtdr =0, (5.10)

wobei folgende Hilfsintegrale verwendet wurden:
2m

/0082 odp = [g(l — sin ¢ cos @)
0

2
=T
0

m ™

1
/sin319d19:/sinﬁ—sinﬁcos%?dﬁ: — [00519—3005319

™

4
0 3

(5.11)

Wird die Integration iiber v ausgefiihrt, verschwindet das Integral. Da die Verteilung
kugelsymmetrisch ist, sind alle drei Raumrichtungen aquivalent und die Integrale @),,
und (., verschwinden ebenfalls.

Wir erhalten das Ergebnis noch schneller, wenn wir die Tatsache benutzen, dass der
Quadrupoltensor spurfrei ist. Aufgrund der Symmetrie muss @, = Qyy = @.. gelten,
womit direkt Q.. = 0 folgt.
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5.3 Multipolentwicklung des geladenen Drahts endlicher Lange

Wir betrachten analog zu 4.2 abermals einen homogen geladenen Draht der z
Lange 2L und Linienladungsdichte A und wollen das Potential mithilfe der
Multipolentwicklung approximieren. Analog zu (4.2) lasst sich die Ladungs- Lyt
dichte angeben als

o(r) = XO(L — 2) - O(L + 2) - §(x)d(y). (5.12) 1
Wir bestimmen nun im Folgenden die einzelnen Ordnungen der Multipol- —L 4
entwicklung und beginnen mit der Ladung ¢
q= /// o(r)d’r = /// AO(L —2)-O(L+2)-0(x)d(y) dedydz
R3 R3
L
= /)\dz = 2L\ (5.13)

—L

Nun betrachten wir komponentenweise das Dipolmoment p; und beginnen mit

Dz = ///xg(r) dPr == ///x)\@(L —2)-O(L+2)-0(z)d(y)dedydz=0. (5.14)

Die Delta-Distribution liefert uns sofort den Integralwert Null. Das gleiche Ergebnis erhélt
man fiir p, = 0.

Fiir die z-Komponente ergibt sich

L L
A
D: = ///zQ(T) d’r = /z)\ dz = 522 = 0. (5.15)
R3 —L —L

Damit verschwindet das gesamte Dipolmoment p = 0.

Betrachten wir nun das Quadrupolmoment dieser Ladungsverteilung zunachst fiir den Fall

i # g
Qij = é[/?ﬁximjgd%. (5.16)

Egal fiir welche Kombinationen das Integral berechnet wird, eine der zwei Komponen-
ten xy,xz,yz enthilt entweder x oder y, wodurch die im Integral auftretende Delta-
Distribution sofort den Wert Null liefert. Es gilt also

Qi =0, Vi # j. (5.17)
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Fiir den Fall i = j betrachten wir exemplarisch Q..

Rz = ///(322 — )N (2)d(y) do dy dz

= [ e -~ Prswi araya:

= /222/\ dz =\ [§z3

—L

L 4

=251 (5.18)

—L

Die anderen beiden Komponenten @), und )y, lassen sich nun mithilfe der Spurfreiheit
des Quadrupoltensors bestimmen. Aus Symmetriegriinden miissen beide Komponenten
gleich sein @, = @y, womit dann folgt

2
2@1:1: + sz = 07 = Qxaz = _)\§L3- (519)

Damit kénnen wir die kartesische Darstellung des Quadrupoltensors in Matrixschreibweise
angeben

a2 00
Q:)\gL?’ 0 —% 0]. (5.20)
0 0 1

Wir kénnen nun das Potential mithilfe von Gleichung (5.4) in Multipolentwicklung ange-
ben

1 r 13 rT0r
(1537)
T

”
(B At o
CAdweg \ 3 rd ’
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6 Tutorium

6.1 Kugelsymmetrische Losung der Laplace-Gleichung

Der Laplace Operator taucht in vielen Gleichungen in der Physik vor. Wir haben ihn
bereits bei der Poisson-Gleichung kennengelernt, aber auch aulerhalb der Elektrodynamik
spielt er eine grofle Rolle beispielsweise in der Schrodinger-Gleichung, der klassischen
Wellengleichung oder der Warmeleitungsgleichung.

Wir suchen daher nach einer allgemeinen Losung von
A¥(r)=0 (6.1)

in Kugelkoordinaten. Dafiir stellen wir zunéchst den Laplace-Operator in Kugelkoordina-
ten auf. Es ergibt sich hierbei

10(,0 1 a(. 0 1
A = 71287“<T‘ 87"> -+ 7712 Sinﬁ@ﬁ(sul 19819) -+ 7’7’2 Sin21987()02. (62)

Wir nehmen nun an, dass sich die Losung der Differentialgleichung (6.1) schreiben lésst
als ein Produkt von drei Funktionen:

U(r,9,¢) = R(r)0(0)®(p). (6.3)

Dieser Ansatz schriankt zunédchst die Form der Losung ein. Die allgemeine Losung kann
jedoch aus einer Linearkombination aller Losungen aufgebaut werden, die wir mit dem
Ansatz (6.3) erhalten. Die Laplace-Gleichung lasst sich ausdriicken als

lg rQQ _i_;g sinﬁg _i_;iz U =0
r2or\ Or r2sind 0V o r2sin? 0 0p? )

2
@c1>d<2dR> R® d( d@>+ RO &o 6.4)

bl T ging—2 o 2T
2 ar\" ar 2sinddd \" Y dY r2sin? 9 dp?

Beide Seiten kénnen mit 72 sin? /¥ (r, 9, ) multipliziert und durch R(r)©(9)®(y) divi-
diert werden:

sin®d d 72@ +sinﬁi “in de +ld27<1>_
R dr\ dr e dv dv o dy?
sin?0 d [ ,dR\ sin® d de 1d2®
— (== —(sinv— ) = —==— . 6.5
R dr (r dr) 6 v (Sm dz?) ® dp? (6.5)
Funktion von r,9 Funktion von ¢

Da die linke Seite der Gleichung nur von r, 9} abhéngt und die rechte Seite nur von ¢,
miissen beide Seiten (da die Gleichheit fiir alle beliebigen Werte r, 9, ¢ giiltig sein muss)
gleich einer Separationskonstanten sein, die wir mit m? bezeichne wollen. Dies fithrt auf

»_1d%0
D dy?

O(p) = A - exp(imyp). (6.6)
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Weil ®(p) = ®(¢ + 27) periodisch ist, folgt

exp(imyp) = exp(im(p + 27)) = exp(imy) exp(im27) = m € Z. (6.7)
=1

Die Funktion ®(¢p) lasst sich auf folgende Weise normalisieren:

21

/@(gp)@*(gp) dp =A% 21 =1, (6.8)

was auf folgende Losung fiihrt.

D(p) = ¢127 exp(img) | (6.9)

Die linke Seite von (6.5) ldsst sich wieder in zwei unabhéngige Teile separieren, die nur
von r oder ¥ abhéngen, in wir durch sin®+ dividieren

1d/(,dR 1 d e\  m?

— () = - ~(sin¥— | + —o . 6.10

Rdr (T dr) O sin Y dv (Sm dﬁ‘) + sin? 9 (6.10)
Funktion von r Funktion von 9

Beide Seiten der Gleichung werden wieder einer Separationskonstanten gesetzt, die wir
durch folgenden Ausdruck definieren: A = [({ + 1).

Betrachten wir zunéchst die lineare Differentialgleichung fir R(r)

1d /[ ,dR

dR
2r- r*®Rr =1l +1)R. (6.11)

Die Losung dieser Differentialgleichung lasst sich mithilfe eine Potenzreihenansatzes fin-
den. Wir nehmen dabei an, dass sich die Losung auf folgende Weise darstellen lasst
(FrROBENIUS Methode)

R(r) =Y a,r™ (6.12)

Wir erhalten damit die allgemeine Losung fiir den Radialteil der Laplace-Gleichung zu

R(r)=A-r'+ rB (6.13)

welche durch einsetzen in (6.11) leicht verifiziert werden kann.

Fiir die Losung der Polargleichung ©(?) schreiben wir (6.10) um, indem wir mit © mul-
tiplizieren und alle Terme auf die linke Seite bringen.

1 d(. ,dO m?
sinﬁdﬁ(smﬁdﬂ> + (l(l +1)— sin219>@ = 0. (6.14)
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Eine einfache Variablensubstitution mit z = cos und folglich

d 1 d

29 g2 4 _ el
sin“ = 1 — cos* 1, o R (6.15)
fiihrt auf die Form (1 — 2% = sin®¢J)
d de m?
1-— 1) — —— =0. q
d:c<( w)dx>+<l(l+ ) 1_1:2)@(3:) 0 (6.16)

Diese Differentialgleichung entspricht exakt der LEGENDRE-Gleichung®. Hier wird auch
klar, warum die Wahl der Separationskonstanten A = [(I 4+ 1) sinnvoll ist. Die Losung
dieser Differentialgleichung sind die zugeordneten Legendrepolynome

dzm 2! da!
(=)™ pym A", !
= (= (2> 1), (6.17)

wobei Pj(x) die Legendrepolynome bezeichnet. Die Losungen sind nur dann nicht singulér,
wenn fiir die Separationskonstanten [, m die Bedingung 0 < m < [ mit [ € Z gilt. Die
Normierungskonstante der Losung ergibt sich durch die Orthogonalitéitsrelation

1
/Pl ()P, (x)dx = NE1(= m)!élk' (6.18)

-1

Somit ergibt sich die Losung der Polargleichung zu

o™ (1) = J 2! ; ! g . Z;ip,m(cos 9) | (6.19)

Die Gesamtlosung der Laplace-Gleichung lésst sich nun folglich durch Linearkombination
aller Losungen R(r)O(19)®(y) schreiben als

U(r, 0, p) Z Z (almr + bim )P,m(cos(ﬁ))eim@ : (6.20)

=0 m=—1

wobei die Normierungskonstanten von ®(¢) und O(¢) in die Konstanten ag, und by,
gewdlzt wurden.

Shttps://de.wikipedia.org/wiki/Zugeordnete_Legendrepolynome
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6.2 Die Kugelflaichenfunktionen

Interessieren wir uns nur fiir die Losung der Winkelanteile der Laplace-Gleichung, dann
erhalten wir durch Kombination von (6.19) und (6.9) direkt die Kugelflachenfunktionen:

Yim (9, ) = \J 2:; ! Eg _T_ Zi;le(cos ) exp(imp) | (6.21)

Da die Kugelflichenfunktionen in der Physik sehr haufig auftreten (besonders in der Quan-
tenmechanik), wollen wir im Folgenden ohne Beweis einige Eigenschaften diskutieren. Die
Kugelflaichenfunktionen sind nach Konstruktion normiert und stehen orthogonal aufein-
ander:

/ Y (9, 0) V0 (9, o) sin @ A0 dip = GG (6.22)

Weiterhin gelten fiir die Kugelflichenfunktionen bestimmte Paritdtsregeln » — —r. Bei
einer Punktspiegelung transformieren sich die Kugelkoordinaten folgendermafen:

r r
r— —r: I (6.23)
% p+m
Dann ergibt sich folgende Beziehung:
V(0,6 +m) = (=1)V" (0, ). (6.24)
Fiir eine Transformation m — —m ergibt sich aulerdem folgendes:
v = (-ymy, (6.25)

Wir wollen im Folgenden noch eine die ersten Kugelflachenfunktionen auflisten:

Tabelle 6.1: Liste der ersten Kugelflichenfunktionen fiir [ = 0,1, 2.

m=1 —1/ 3 sin Ye ¥ —\/?Sin 9 cos Je P
8 81
1 3 5
0 —— [ cos® 2 (3o’ — 1
m=0 T 1. 8 Ton (3 cos )

. 1 .
m=—1 \/ i sin ve™'% \/ —5 sin ¥ cos Je™¥
8 81
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6.3 Spharische Multipolmomente

Wir kénnen die Kugelflachenfunktionen nutzen, um die Multipolentwicklung ebenfalls fiir
Kugelkoordinaten zu berechnen. Dabei lautet die Taylor-Entwicklung des Potentials in
Kugelkoordinaten folgendermaflen:

O = =3 Y |G i), (6.26)

wobei die spharischen Multipolmomente gegeben sind als

4m «(m
Q=517 [ Er ey @), (6.27)

Mithilfe von Tabelle 6.1 konnen wir die sphéarischen Multipolmomente ausrechnen. Begin-
nen wir mit Qo

Ovo — VT / &r or) Ye O (9, ) = / &ror) = g. (6.28)
1
47

Wir sehen, dass fiir die Nullte Ordnung, kartesisches und sphérisches Multipolmoment
iibereinstimmen.

Berechnen wir nun die erste Ordnung, also (19, Q1 +1:

Quo = )% / dr o(r)r Y700, 0) = / d*r o(r) rcosd = p. (6.29)

=z

g cos v

4 1 .
Qr+1 = \/7/d37“9 7“Y1 e (19 ©) = :F72 d*r o(r)r sin Je™?
3 .
2 T
o
1 1
=5F—= | & in o isin @) = /d3 i
:Fﬂ/ r o(r)rsin¥(cos ¢ F isin p) :F\/§ ro(r)(z F iy)
L
= E(lpy F Px)- (6.30)

Wir sehen also, dass die Multipolmomente nicht mehr gleich sind, sondern sich die spha-
rischen Multipolmomente als Linearkombination der kartesischen Multipolmomente erge-
ben.
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Berechnen wir zum Schluss noch Q99

(47 "
Q20 = 5/d37” Q(T)T2 }/2(0)(19; 90)
—_———

) 9
A - 1
16 (3cos® ¥ — 1)

_1 3 2 .2 oy _ 1
= 2/d ro(r)(3rfcos”d —r7) = iQZ’Z' (6.31)

=22

Wir kénnen uns die Frage stellen, warum wir tiberhaupt sphéarische Multipolmomente
ausrechnen wollen?

Es zeigt sich, dass sphérische Multipolmomente besonders fiir héhere Multipolordnun-
gen einfacher zu berechnen sind, als kartesische Multipolmomente. Auflerdem liefert die
Darstellung in Kugelkoordinaten eine minimale Anzahl an Komponenten fir die jeweilige
Multipolordnung. Fiir eine Multipolordnung [ gibt es in Kugelkoordinaten

—1<m<l — 20+ 1 Komponenten. (6.32)

Es ergeben sich damit fiir die zweite Multipolordnung fiinf unabhéngige spharische Kom-
ponenten, wahrend das kartesische Quadrupolmoment neun Komponenten enthéalt. Auf-
grund der Symmetrie und Spurfreiheit des Quadrupoltensors reduziert sich dies auf 5
unabhéangige Komponenten.

Fiir einen Oktupol besitzt der kartesische Tensor bereits 32 = 27 Komponenten, wobei
davon nur 2 -3+ 1 = 7 Komponenten unabhéangig sind. Die spharische Darstellung liefert
direkt unabhéngige Multipolkomponenten.
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7 Tutorium

7.1 Magnetostatik - Einfithrung

Wir gehen nun iiber von dem Modell der Elektrostatik, welche Systeme stationarer La-
dungsverteilungen beschreibt, zur einem Modell von stationdren Stromen. Dafiir definieren
wir zunéchst erstmal den Begriff des Stroms I als die zeitliche Anderung der Ladung und
die zugehorige Stromdichte 3

d@ . Strom  AJ

4 _ _ Al
at’ 77 Fliche AA

(7.1)

In der Magnetostatik gehen wir nun davon aus, dass sich die Ladungen mit einer zeitlich
(nicht rdumlich) konstanten Geschwindigkeit v bewegen. Damit legen die Ladungen in der
Zeit At eine Strecke Al = vAt zuriick. Nutzen wir noch AQ = pAV = pAA - Al, dann
ergibt sich fiir die Stromdichte

. 0AV oAl
VYN NN

j(r) = o(r)v(r). (7.2)

Wollen wir Ladungsdichten und Strome auf mikroskopischer Ebene beschreiben, dann
konnen wir dies auf folgende Weise tun:

N
Omik = Z%fs("‘ - ”“z‘)
i=1

N
Jmik = > (T — ;). (7.3)

=1

Dabei setzt sich die Stromdichte als Summe des Produkts aller mikroskopischen Ladungen

und ihrer Geschwindigkeiten zusammen”.

Kraftgesetz Analog zur Elektrostatik konnen wir den die Kraft auf einen Strom mithilfe
eines Vektorfeldes definieren. Dieses Feld nennen wir das B-Feld. Fiithren wir nun ein
Experiment durch und messen, wie sich diese Kraft auf einen Leiter mit Stromdichte 3 ~
dl auswirkt stellen wir fest, dass die Kraft senkrecht zu dl gerichtet ist und proportional
zum angelegten Strom [ wachst. Wir konnen diese beiden Fakten direkt in die Definition
der Kraft einbauen:

dF (r) =1 -dl x B(r). (7.4)

Das ist das allgemeine Kraftgesetz der Magnetostatik. Fir eine Punktladung ergibt sich
dann]dl:q%:q-v

F(r)=q-v(r) x B(r), LORENTZkraft. (7.5)

"Beachte hier wieder, dass die Delta-Distributionen selbst noch inverse Volumeneinheit besitzen, wo-
durch diese Formulierung gerechtfertigt wird.
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In einem weiteren Experiment ldsst sich untersuchen (Orsted-Versuch), dass ein strom-
durchflossener Leiter seinerseits ebenfalls ein Magnetfeld erzeugt. Wir sehen im Expe-
riment folgende Zusammenhénge zwischen B-Feld und den anderen Groéflen des Ver-
suchsaufbaus:

dBocIdl,l 4B L (r— "),
dBoc ——— dB L di.

lr — /|2

(7.6)

Wir konnen aus den experimentellen Erkenntnissen direkt eine Gleichung fiir das Diffe-
rential dB aufstellen:

o
dB=Mrqi <« ="

4 lr — /|3 (7.7)

o 10T N auf. Integrieren wir nun tiber den ge-

Dabei taucht noch eine Konstante Az

T
samten Raum, erhalten wir mit / dl = 3 dAdl

_ !/
B(r) = %; /d3r’j(r’) % \:—:’F’ Gesetz von Biot-Savart. (7.8)

Wir weiBen an dieser Stelle darauf hin, dass (7.8) eine grofie Ahnlichkeit zur Definition
des elektrischen Feldes in der Elektrostatik aufweist:

1 r—r'
B(r) = g [ 4 o) =, (7.9

wobei das Kreuzprodukt durch ein Skalarprodukt ersetzt, die Konstante getauscht und
an die Stelle des Stroms die stationdre Ladungsverteilung tritt.

7.2 Die Feldgleichungen der Magnetostatik

Ausgehend von dem Gesetz von BIOT-SAVART mdéchten wir nun die Quellen und Wirbel
des B-Feldes beschreiben. Dafiir formen wir (7.8) auf geeignete Weise um:

Ho : r—r
B(r) = 47T/d3r’g(r’) X 7|r e
———

1

jr — 7|
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Wir wollen nun den Gradienten (der nur auf die Koordinate r wirkt) aus dem Integral
herausziehen. Wir begriinden diesen Schritt durch folgende Rechnung;:

J(r') x Vf(r—r") = cipjr(r)0s, f(r —7')é;

é
== 5il<:la:cl (]k(r,)f(’r - T/) éz
= —ukOx, (Ju(r") f(r — 1'))é;
=-Vx({g[flr—7") (7.10)
~ B(r) =V x ﬁ/d3r/j(r,) - 1 o (7.11)

=: A(r) Vektorpotential

Wir nennen das Vektorfeld, auf das die Rotation wirkt das Vektorpotential. Auffallig ist
hier wieder die Ahnlichkeit zum elektrostatischen Potential. Es ldsst sich fiir das Vektor-
potential direkt folgender Zusammenhang ablesen:

V X A(r) = B(r) | (7.12)

Wie beim elektrostatischen Potential ist die Wahl von A(r) bei vorgegebenen B-Feld
nicht eindeutig. Allerdings lassen hier nicht nur additive Konstanten das Feld unverdndert.
Betrachten wir die Transformation

A= A+ VA(r), (7.13)

wobei A(r) eine beliebige skalare Funktion ist, dann ergibt sich aufgrund der Vektoriden-
titdit VX VA =0

VXA =VX(A+VAr) =V xA+V X VA(r)=B(r) (7.14)

das gleiche B-Feld. Eine solche Transformation wird als Eichtransformation bezeichnet.
Die Invarianz der Potentiale A, ® unter Eichtransformationen ist eine fundamentale Ei-
genschaft der Elektrodynamik.

Wir kénnen uns diese Eichfreiheit zu Nutze machen, um das Vektorpotential bestimmte
Eigenschaften erfiillen zu lassen. Ein Beispiel dafiir ist die CouLoMB-Eichung. Hierbei
wahlen wir A(r) so, dass V - A’ = 0:

V-A=V-A+V-(VA)=0 =AA=-V-A (7.15)

Es lasst sich zeigen, dass wir immer ein A(r) finden kénnen, das diese Bedingung erfillt.

Mithilfe des Vektorpotentials kénnen wir nun ganz leicht die Quellen und Wirbel des
B-Feldes bestimmen:

V-B=V-(VXA) =0
VXB=VX(VXxA)=V(V-A)—(V-V)A=-AA
——

=0

Ho 31 e/ 1 Ko 3 1 e 1
=—-A—= | d =—"—[d A
47r/ TJ(T)|T—7°’| A i) lr — 7|
—_————
—47é(r—r')
— o [ & 50)8(r ~ +') = (). (7.16)
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Damit ergeben sich die Feldgleichungen der Magnetostatik zu

divB =0 rot B = ugJ | (7.17)

Wir kénnen die Feldgleichungen nun nutzen, um auf einfache Art und Weise die Konti-
nuitatsgleichung herzuleiten. Dafiir wenden wir die Divergenz auf das Wirbelfeld von B
an und erhalten

0=V-@otB)=V-(uj) = |[V-5=0] (7.18)

7.3 Magnetfeld eines geladenen Drahtes

Wir wollen nun das Magnetfeld berechnen, was durch einen un- .
endlich langen und infinitesimalen Draht mit Stromdichte 3 = jé,

erzeugt wird. Aufgrund der Zylindersymmetrie des Problems j
kann das Magnetfeld nur vom senkrechten Abstand zum Draht

abhangen und nicht vom Polarwinkel ¢ oder z. Wir werden das B(r)

Problem auf zwei verschiedene Art und Weisen losen:

Feldgleichung: Die erste Moglichkeit ist die inhomogene Feld-
gleichung der Magnetostatik in integraler Schreibweise zu benut-
zen. Dafiir wahlen wir als Integrationsfliche einen konzentrischen g
Kreis um den Draht herum. Dann ergibt sich fiir den Flachenvek-

tor dA || 7. Wir erhalten nun

2T
//rotB-dA 8@68953. ds :/Brdgo
~—~
A 9A rde

0
—_———
27 Br

// poj - dA = 2w Br. (7.19)
A

Das linke Integral ergibt den Gesamtstrom I multipliziert mit po. Somit folgt fiir das
B-Feld

_ Mol

B(r) = Sy (7.20)

Die Richtung lasst sich dadurch begriinden, dass 3 o« rot B 1 B, damit zeigt B in
é.-Richtung. Das Vorzeichen lasst sich durch die rechte Hand-Regel bestimmen.

Vektorpotential: Wir konnen alternativ das B-Feld auch mithilfe des Vektorpotentials
bestimmen. Daftir benutzen wir AA = —pugj(r) und betrachten A jeweils innerhalb und
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auBlerhalb des Drahtes. Aufgrund selbiger Argumentation wie fir B(r) ist das Vektor-
potential nur von r abhangig. Wir verwenden zur Losung den Radialteil des Laplace-
Operators in Zylinderkoordinaten:

10 0

Wir kénnen nun die Differentialgleichung fiir das Vektorpotential innerhalb und auflerhalb
des Drahtes angeben

. ) hal
Ay = L (LAY _ [—po(r) immerbal> 722
rdr dr 0 aulerhalb

Losen wir zunéchst den Teil aulerhalb des Drahtes ergibt sich nach kurzer Rechnung;:

A ©

dr

A(r)=Cln (r)) C, ry = konst. (7.23)

To

Die Integrationskonstante C' kénnen wir nun durch Integration des Innenteils von (7.22)
und Forderung von der Stetigkeit des Vektorpotentials am Ubergang erhalten. Es ergibt

sich zunéchst
d [/ dA .
dr (T dr ) - o (7:24)

Wir kénnten nun einen Ausdruck fiir 3 suchen. Analog zur Ladungsdichte einer Punktla-
dung ergibt sich

j=——" (7.25)

jedoch kommen wir auch ohne diesen Zusammenhang aus, wenn wir fiir das Erste einen
endlichen Radius R des Drahtes zulassen. Eine Integration von (7.24) tiber den gesamten
Draht ergibt

R R

dA

:>dr

dA

T

R

= —hoj 5 (7.26)
0

R
r?

= _NOJE

0 0

Werten wir nun (7.23) ebenfalls am Punkt » = R aus, dann kénnen wir beide Ausdriicke
gleichsetzen und wir erhalten

C R 1ol
— == = C=-"2 2

wobei wir fiir I = mR?j eingesetzt haben. Damit erhalten wir fiir das Vektorpotential

I
A(r) = —’% n (7:))(3 (7.28)

wobei sich die Richtung dadurch ergibt, dass A parallel zu 5 verlauft.
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Wir erhalten das B-Feld nun direkt, indem wir die Rotation auf A(r) anwenden und
beachten, dass fiir ein Feld, welches nur von r abhéngt und in é, Richtung zeigt, von der
Rotation nur folgender Ausdruck tibrig bleibt

DA, 0A.].
rotA:...+[aZ—ar]e¢ (7.29)
Somit ergibt sich B(r) zu
dA, . I,
B(r) = 1ot A(r) = ——2¢, = +%e¢. (7.30)
T

dr
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8 Tutorium

Zunéchst wollen wir wieder analog zu Abschnitt 3 einen Uberblick iiber die Magnetostatik
geben und die Stromdichte, das B-Feld und das Vektorpotential miteinander verkntipfen.

Stromdichte

Vektorpotential ¢ > B-Feld
B(r) =-V x A(r)

8.1 Magnetische Multipolentwicklung

Fiir beliebig komplizierte Ladungsverteilung ist die exakte Berechnung des elektrostati-
schen Potentials oftmals nur mithilfe numerischer Verfahren moglich. Will man jedoch
das Potential nur fiir grole Abstéinde zur Ladungsverteilung betrachten, ist eine Taylor-
entwicklung des elektrostatischen Potentials oftmals ausreichend.

Die Multipolentwicklung wollen wir nun im Folgenden fir das kartesische Koordinaten-
system explizit herleiten. Dafiir nehmen wir an, dass die Ladungsverteilung o(r) raumlich
lokalisiert ist. Wir konnen also eine Lange R, finden, fiir die gilt:

Fiir eine beliebige Stromverteilung kénnen wir meist das Vektorpotential nicht analytisch
losen. Wir konnen allerdings, vollkommen analog zur Elektrischen Multipolentwicklung
das Vektorpotential fiir grofe Abstinde zur Stromverteilung betrachten. Wir leiten die
Multipolentwicklung in kartesischen Koordinaten her unter der Annahme, dass die Strom-
verteilung j(7) rdumlich lokalisiert ist. Analog zu (5.1) gilt
i) = {beheblg r<Ro 51)

0 r> R

Wir geben das Ergebnis (5.3) der mehrdimensionalen Taylorentwicklung fir Terme bis
zur ersten Ordnung nochmal explizit an:

1 1 r-7r
=+ —+... (8.2)

lr—r| 73
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Wir nutzen nun die Definition (7.11) des Vektorpotentials und setzen die Taylorentwick-
lung ein

A(r) = 'uo/d?’r’ USRS M<1/d3r'j(r') + ;/dgr’ (r-rj(r") +.. ) (8.3)

 A4n P — 7| 4m\r

Zunichst wollen wir uns um den ersten Summanden kiimmern. Dafir benutzen wir fol-
gende Vektoridentitédt, die uns noch haufiger niitzlich sein wird:

div(pv) = ¢ dive + v - grad(y), (8.4)

wobei ¢ und v stetig differenzierbare Skalar-, bzw. Vektorfelder sind. Setzen wir fiir p = z;
eine beliebige Koordinate und v = j die Stromdichte ein, ergibt sich

div(z;7) = x; di_vov +7 - grad(y) = Ji- (8.5)

Betrachten wir den ersten Summanden von (8.3) komponentenweise, so ergibt sich

/ & ji(r) & /// BV« (a5) OB # 4% 2§ = 0. (8.6)
R3

OR3

Das Integral verschwindet, da 3 nach Voraussetzung begrenzt ist. Damit folgt direkt
/ d* j(r") = 0. (8.7)

Um einen Ausdruck fiir den zweiten Term zu finden, zeigen wir zunéchst erstmal folgende
Identitéat:

/d?’r’ zi(r') = —/d3r’ xige(r’). (8.8)
Beweis. Wir nutzen wieder Gleichung (8.5) aus und schreiben:
/ & 2 (r) = / &' 2, div(a! (7). (8.9)

Den hinteren Teil konnen wir umformen, indem wir die Verallgemeinerung der partiellen
Integration in mehreren Dimensionen benutzen:

/d37" pdivo c(;;::f / v - d*r — /d3rv - grad(¢p). (8.10)
R3 - oRs R3
= /d3r’ zy div(zig(r')) = / zprlg - v’ —/d37" ) g - grad(z),) . (8.11)
—_——
oR? R® =ik (r")

=0
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Wir tiberschieben (8.8) nun mit » x> €; und erhalten:
k i

/ 1Y el S ilr') = - / 'Y el Y milr)
/d3r’ (r-r)j(r') = —/d3r’r’(r-j(r’)). (8.12)

Wir kénnen nun mit a = —b < a = 3(a — b) die LHS von (8.12) umschreiben zu
. 1
[@riraion =5 [ [ (i) - et )]
' =X (1 x5)

1
= —2/d3r'r X (r' xj)= —g X /d37“/ (r" x j), (8.13)

wobei wir einmal @ X (b x ¢) = b(a - ¢) — ¢(a - b) benutzt haben. Zudem koénnen wir
den Vektor r und das Kreuzprodukt auch aus dem Integral ziehen, da dieses nicht auf r
wirkt.

Wir kénnen nun mit (8.3) das Vektorpotential schreiben als
(A)r) = —Ho T /d37~’ (' X §)+ .., (8.14)

wobei wir nun zur Vereinfachung das magnetische Dipolmoment® p(r) definieren kon-
nen:

1

p(r) = 3 /d3r' (r' x 3) | (8.15)

Somit lasst sich das Vektorpotential schreiben als

o B XT
A = — 8.16
()= B2, (.16)
Analog zum elektrischen Feld in Dipolndherung ergibt sich das B-Feld zu
3r(p-r) — pr?
B(r)=V X A= > : (8.17)

8Mitunter wird der Faktor Z—O in die Definition hineingezogen.
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8.2 Rotierende Kugel homogener Ladungsverteilung

Wir wollen uns im Folgenden eine kugelférmige, homogene Ladungsverteilung (o(r) = o)
vorstellen. Damit kénnen wir beispielsweise Protonen und Elektronen modellieren, aber
dazu spater mehr.

Wir nehmen nun an, dass die Kugel um die z-Achse starr rotiert, somit gilt w = wé,.

a.) Zunéichst suchen wir nach einem Ausdruck fiir die Stromdichte. Es gilt j = ov,
wobei v die Geschwindigkeit der Ladungsdichte o am Ort r beschreibt. Fiir ein rotierendes
System lédsst sich die Bahngeschwindigkeit des Punktes r identifizieren als v = w x r.
Damit gilt:

Jj(r) =ow xr. (8.18)

b.) Wir untersuchen nun die Divergenz der Stromdichte. Daftir nutzen wir die Vektori-
dentitét

div(A x B) = B(rot A) — A(rot B). (8.19)
Damit ergibt sich fiir die Divergenz
divj(r) = odiv(r (rot w) — w (rotr)) = 0. (8.20)
T T

c.) Wir wollen ebenfalls skizzieren, wie sich das Vektorpotential dieser Stromverteilung
berechnen lésst. Dafir setzen wir wieder die Definition (7.11) an

Mo 3 .7 wx 7! 12 sl 3.0 100
A(r) = 47T/d r T r’| / N +r’2 5 cosﬁ’r sin ¢’ dr’ dv' dp
1
= ... l;o(w X T) T/dr' o(r') + /dr’r/g(r') . (8.21)
0 r

Dieser Ausdruck gilt fiir auch fiir eine allgemeine, kugelsymmetrische Ladungsverteilung
o(r). Lass uns nun explizit das Vektorpotential im Aulenraum (r > R) berechnen. Die La-
dungsdichte modellieren wir durch o(r) = ¢ ©(R —r). Damit ergibt sich unter Einfithrung
der Gesamtladung @ der Kugel
1 T [e.e]
A(r) = ,l;o (wx7)o lg/dr’ "O(R — 1) + /dr’ r"O(R — 7’)‘|
r

0

=0

R
1 2
= %(w X T)Qlﬁ/dr’r"l] = ““;gf (w x 7). (8.22)
%0,_/
_r 3
"5 YT R
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d.) Wir wollen nun noch das magnetische Dipolmoment der Ladungsverteilung ausrech-
nen und nutzen dafir (8.15)

o= ;/d3r'r' X (ow x 7')
=4 [@rem- ) (w s - w) 529

" =rlw=1"cos?

wobei wir den Vektor r in Kugelkoordinaten ausdriicken als

cos p sin ¢
r=r|sinpsin?d |. (8.24)
cosv

B= g /@(R —7') (rawéz — 1" cos 19/cuér)r’2 sind’ dr’ dv’ dy’
2
= ?ﬂgw / O(R—1") (éz — cos 19’ér>7“'4 sin ¢’ dr’ do’ (8.25)

Von der Integration tiber den Vektor é, bleibt nur die z-Komponente tibrig, da bei der x
und y-Komponente von €, ein Integral folgender Art auftritt:

o (8.26)

1
/cosﬁsin219d19 = 3 sin® ¢
0

™

R
4 5 2
p= Wgw/(l — cos® ') sin ¥’ dﬁ’/r”‘ dr’ = jj/gzwgi = Q? w. (8.27)
0 0
(5.11) = 4/3 — R/5

e.) Wir wollen nun unsere Kenntnis des magnetischen Dipolmoments nutzen, um das
gyromagnetische Verhéltnis v der rotierenden Kugel zu berechnen. Dieses ist definiert
iiber

u
pw=vL| = ~= ||L|| (8.28)

wobei L = Ow den Drehimpuls der Kugel bezeichnet. Das Tragheitsmoment ist gegeben
als

uge 2
O = /dgr 72 - Omass Kugel 5mR2. (8.29)
Damit ergibt sich das gyromagnetische Verhaltnis zu
_lbl_QF 5 @

= = . = —. 8.30
K |L| 5 2mRw  2m (8:30)

Fir Q = e und m = m, erhalten wir nun genau das gyromagnetische Verhéltnis des
Elektrons fiir den klassischen Bahndrehimpuls.
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9 Tutorium

9.1 Maxwellgleichungen in Materie

Im Folgenden wollen wir die makroskopischen MAXWELL-Gleichungen in Materie moti-
vieren. Wir beginnen zunachst damit, die bisher bekannten MAXWELL-Gleichungen zu-
sammenzufassen:

. Otot OBt
div Eior = t By, =0 9.1
1V Lot £ Iro tot + (‘)t ( )
1 0F:, .
div Bioy = 0 rot Byoy — ) 8; t = HoJtot - (9-2)

Der Index “tot” soll kennzeichnen, dass wir hier alle moglichen Quellen und Felder be-
riicksichtigen, die im System vorkommen.

Stellen wir uns nun vor, dass ein Stiick Materie in
das elektrische Feld eines Kondensators eingebracht
wird, wie in der nebenstehenden Abbildung gezeigt
wird. Wir kénnen nun die Ladungsdichte oy, auf
folgende Weise aufteilen:

Oind —

D |

Qo -

Qext

Otot = 00 + Qext + Oind- (93>

e o R
|

Dabei beschreibt gy die Ladungsdichte der unge-
storten Materie. Im Folgenden nehmen wir ungeladene Medien an und vernachlassigen g
in unserer Diskussion. gy wird als die externe Ladungsdichte bezeichnet und beschreibt
die makroskopisch messbaren Ladungen auf den Kondensatorplatten. Das hierbei erzeug-
te Feld wirkt nun auf das Material und induziert dort Polarisationsladungen, deren lokale
Ladungsdichte durch o;,q beschreibbar ist. Hierbei handelt es sich um eine Reaktion der
Materie auf eine duflere Stérung. Physikalisch beschreibt gy,q die Anderung der Ladungs-
dichte go. Dieses Verhalten lasst sich mithilfe der “Response Theorie” beschreiben (c.f.
Optik und Wellen).

Das auftretende Problem ist nun, dass die Gesamtladung ot zu einer mikroskopischen
Grofle wird, die uns experimentell nicht zugénglich ist. Ebenfalls &ndern sich die daraus
resultierenden Felder auf mikroskopischer Ebene. Wir sind jedoch an den mikroskopischen
Details nicht interessiert und beschreiben die Response des Materials durch eine rdum-
liche Mittelung tiber viele Atomabstidnde. Daher beschreiben wir im Folgenden raumlich
gemittelte Felder E — (E) = E, wobei wir die gewohnte Notation beibehalten.

Charakterisierung der Response:

Wir wollen nun die Response des Materials charakterisieren. Dabei nehmen wir an, dass
ein linearer Zusammenhang zwischen der Storung und Response besteht:

Eind X Eext = E= Eext + Eind X Eext- (94)

44



Kontakt: m.beyer@uni-jena.de Elektrodynamik

Fir das B-Feld nehmen wir einen analogen Zusammenhang. Diese lineare Abbildung
zwischen E und FE,,; schligt folgende Definition vor:

E=c"'E,, B=uB. | (9.5)

Die neuen eingefithrten Grofien bezeichnen wir als Dielektrizitét (¢) und Permeabilitét ()
des Materials. Im Allgemeinen gilt jedoch E }f E., also ist ¢ — ¢;; ein Tensor zweiter
Stufe.

Wir hatten bereits festgestellt, dass die induzierten Ladungen eine Abweichung der La-
dungsdichte gy der ungestorten Materie darstellen. Diese Abweichungen kénnen wir durch
elektrische und magnetische Dipolmomente beschreiben. Fiithren wir nun eine rdumliche
Mittelung durch, dann erscheint es natiirlich, folgende Grofien zu definieren:

elektrisches Dipolmoment
P(r,t) = 9.6
(r,2) Volumen (9:6)

magnetisches Dipolmoment

M(r,t) = (9.7)

Volumen

Wir bezeichnen P(r,t) als die Polarisation und M (r,t) als die Magnetisierung. Fiihren
wir nun die Mittelung der induzierten Ladungsdichte ginq — (0ind) = 0ina explizit aus
(analog Stromdichte), dann ergibt sich nach einer etwas ldnglichen Rechnung:

oP
divP = —0Oind rot M = jind - E (98)
Historisch bedingt fithren wir nun noch zwei weitere Felder ein, welche die gemittelten E-

und B-Felder mit den Response-Funktionen verbinden:

D(r,t) :=¢oE + P = ¢cE (9.9)
1 « 1

H(r,t):=—B—- M = —B. (9.10)
Ho Kol

Dabei gilt die Gleichheit (*) nur fir lineare Medien, wiahrend die Definition allgemeingiiltig
ist.

Herleitung der makroskopischen Maxwellgleichungen

Wir besitzen nun alle Werkzeuge, um die makroskopischen MAXWELL-Gleichungen her-
zuleiten. Dafiir schreiben wir die inhomogene Gleichung von (9.1) als

divE =2t 0nd v E W g —divP
€o
div (€0E + P) = Qext- (911)
=D
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Betrachten wir nun noch die inhomogene Gleichung von (9.2)

1 0F
tB_iiz 'ex 'in
ro CQ at MO(] t—l—«? d)
tB oE . .
TOU — — €0—=7 — Jind = Jex
o Oat Jind = Jext
rotM—l—aa—l:
B 0
ot [ 2 - M) = 2B+ P = jo, (9.12)
Ho ot T
H

dann ergeben sich direkt die MAXWELL-Gleichungen in Materie zu

oD
divD = Oext s rot H — W = jext . (913)

9.2 Energiebilanz des EM-Feldes

Wir setzen uns nun zum Ziel einen Ausdruck fiir die Energiedichte des elektromagnetischen
Feldes zu finden. Dafiir betrachten wir zundchst die Arbeit die das EM-Feld auf geladene
Teilchen austibt

~~ . i

" Lorentz-Kraft v

Damit ergibt sich die Rate, mit der das EM-Feld Arbeit verrichtet

dWw .

Wir wollen nun unter Nutzung der MAXWELL-Gleichungen (9.13) die Rate der verrich-
teten Arbeit konkret betrachten. Dafiir nehmen wir wieder ein lineares Medium (D o
E B x H). Es gilt nach AMPERE

D
j-E:(rotH)-E—Ea—
V- (ExH)=H -rotE—FE - -rot H
= ErotH=H -tot E-V - (E x H)
——
~o.B
_v.(ExH) -8 _g?P

5 B (9.16)

Aufgrund der Proportionalitdt von E und D koénnen wir den letzten Term umschreiben
zu:

oD 190 1 _O0FE 0
= = §§(E D) = 51)5 +E@. (9.17)
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Verfihrt man analog mit dem vorletzten Term, so ergibt sich

i E—-V-(ExH) -2 1(H B+E -D)|. (9.18)
—— &

=wEg
Wir haben hier zwei neue Grofien eingefithrt, S ist der POyYNTINGvektor, welcher die

Energieflussdichte beschreibt. Die Grofle wg ist die gesuchte Energiedichte des EM-Feldes.
Wir erhalten nun mit (9.18)

0
j-E=-V.5— % Satz von POYNTING. (9.19)

Der Satz von POYNTING ist das Analogon der Kontinuitéitsgleichung. Hier tritt jedoch
ein dissipativer Term auf, ndmlich 3 - E, durch den das EM-Feld Energie verliert. Fiir
verlustfreie Medien gilt, dass der Energiefluss durch eine geschlossene Flache gleich der
der negativen Anderung der Energie in dem durch diese Fliache begrenzten Volumen ist:

0=V. S+% & #s dA = — //wEdV (9.20)

9.3 Magnetfeld einer quadratischen Drahtschleife

Wir wollen im Folgenden das Magnetfeld einer qua-
dratischen Drahtschleife im Zentrum der Schleife be- Y
rechnen. Das gesamte Magnetfeld ergibt sich durch Su-
perposition der vier Teile des quadratischen Drahtes.
Somit kénnen wir o. B.d. A. zundchst nur das untere

Drahtstiick betrachten. Fiir die Stromdichte des end- p
lichen Drahtes auf der z-Achse ergibt sich al Y * j A
j= Ié(z)é(y)@(; _ a:) o (‘2‘ + :1:) & (9.21)

Der Punkt P hat die Koordinaten (0,a/2,0). Wir
konnen zur Berechnung des B-Feldes das Gesetz von
BIOT-SAVART ansetzen als

1 . P—r
B(P) =42 [ @rir) % 5t

M/d%m( we(5 - =)o (5 +x)e x y
x? +

a/2
-2 /dxlem x 25071 s e, =0
m a2
—a/2 x4 G
a/2
. 1
Mt e —— 6. 9.22
M; -
T a
—a/2 z?+
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Zur Losung von (9.22) nutzen wir folgendes Hilfsintegral:

1 T
d 3:
2 /72 - 2
va
) 24 2? a?va?+x

Damit ergibt sich B(P) zu

+ const. (9.23)

a/2
Mo - a dx 5
B P - I z
( ) 8 Lz /%4—:172 €
—a/2

ca 42 1
_Hoca V2 “é.. (9.24)
8 a V21 a

Fiir das gesamte B-Feld miissen wir das erhaltene Ergebnis nur noch mit vier multipli-
zieren:

By, =419 “é,. (9.25)

2w a

9.4 Lagrange Funktion des EM-Feldes

Im Folgenden Abschnitt wollen wir die Lagrange-Funktion des elektromagnetischen Fel-
des motivieren und anschlielend verifizieren. Wir versuchen die Lagrange-Funktion so zu
konstruieren, dass die Bewegungsgleichungen

oL d (oL
- alaE) =0 (9.26)

erfullt sind. Wir wiirden £ ad hoc iiber den Ansatz £ = T — U konstruieren und fur die
Energien

T = %a’cQ, und U = ¢® (9.27)

ansetzen. Dieser Ansatz ist nicht falsch, aber jedoch noch nicht vollstdndig, denn es wirkt
zusatzlich auf ein geladenes Teilchen die LORENTZ-Kraft F;, = qu x B. Wir suchen daher
nach einem weiteren Potentialterm, der von der Ladung ¢, Geschwindigkeit & und dem
Magnetfeld abhéngt. Da wir von einem Potentialterm sprechen verwenden wir stattdessen
das Vektorpotential A und verbinden beide Gréfien tiber ein Skalarprodukt (die Lagrange-
Funktion ist skalar). Wir erhalten folgenden Ansatz:

1
L= 5m:ig? +qi-A—qd | (9.28)

Tatséchlich fithrt dieser Ansatz auf die korrekten Bewegungsgleichungen, was wir im Fol-
genden noch zeigen mochten.
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Dafiir berechnen wir die einzelnen Terme von (9.26)

oL 0P .0A

0x; B _qaxi tar ox; (9-29)
oL

— mi; + A .
o = it e (9.30)

Fiir das Bilden der totalen Zeitableitung von A(t,z;(¢)) miissen wir die Kettenregel be-

achten
d [oc d
< ) =mi; + q—(A;)

dt \ 9i; dt

0A; 0A;0x; 0A

_ 04 i9rj 04 | . o
o Vow, o ~ o TV

:mi'i+q<a£i +a'r:-VAi>. (9.31)
Fiigen wir nun Gleichungen (9.29) und (9.31) zusammen, so ergibt sich:
0 0A . 0A; B
—qami —I—qzr:axi —ma:l-—q< By +:1:-VAi> =0
o 04 [0A .

Betrachten wir zunéchst den ersten der beiden Terme. Mithilfe des Induktionsgesetzes
von FARADAY lasst sich zeigen, dass dieser genau dem elektrischen Feld entspricht:

0 0A 0A
rot B = —aB = —rot ((%) = rot (E + 8t> =0. (9.33)
Nach der Integrabilitdtsbedingung existiert nun das Potential ®, sodass gilt
0A 0A
—-Vé=FE+ — E=-Vb—- —. .34
v tor = v T (9.34)

Widmen wir uns nun dem zweiten Term von (9.32). Wir erwarten einen Ausdruck fiir die
LorENTZ-Kraft. Wir untersuchen daher

[a: X (I‘Ot A)]z = ajka'cj[V X A]k = 5ijk5klm a'cjaxlAm
N—_——r
=0310jm—0im0j1

Andererseits formen wir den zweiten Summanden von (9.32) um zu

@ <0A - VAi) = 10w A} €8, —i0r;A; €18,

Ox; ~—— ~——
5jk 6jk

Setzen wir nun die gefundenen Ausdriicke (9.34) und (9.36) in (9.32) ein, so ergibt sich
qE + q(x x B) = ma&, (9.37)

was genau der LORENTZ-Kraft entspricht.
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10 Tutorium

Das MAXWELL-Gleichungen gelten in allen Inertialsystemen, was bedeutet, dass sich ihre
Form unter LORENTZtransformationen nicht d&ndert. Diese Invarianz wird als Kovarianz
der MAXWELL-Gleichungen bezeichnet. Wir wollen eine kovariante Schreibweise einfiihren
und dazu einige Beispiele angeben.

10.1 Eichinvarianz der Maxwell-Gleichungen

Beginnen wir zunachst noch einmal mit der Diskussion der MAXWELL-Gleichungen des
Vakuums:

. 0 1 0FE :
divE = — tB— ——— = 10.1
iv - 1o 2 — Mod (10.1)
0B

Hierbei trennen wir fortan die MAXWELL-Gleichungen auf in einen inhomogenen Teil (10.1)
und einen homogenen Teil (10.2).

Wir haben bereits die Beziehung der Felder E und B zu den Potentialen A und ®
in (7.12) und (9.34) kennengelernt als

Diese Relationen erfiillen automatisch die homogenen MAXWELL-Gleichungen

V. (VXxA)=0, Vx(—V@):Vx<E+%?>:O, (10.4)

wie sich durch Einsetzen von (10.2) in (10.3) leicht verifizieren lasst.

Die inhomogenen Maxwell-Gleichungen sind jedoch nicht trivialerweise erfillt. Fiir das
Gaufigesetz ergibt sich durch Einsetzen des elektrischen Feldes

0A 0 0 o
v. (Vq>+at> 2o aey (VA= -2 (10.5)

Fiir das AMPERE-Gesetz erhalten wir

10 0A
V><(V><A)+<E+ ) toJ

20t ot
8<I> 1 0?A .
10%A 1 0P .
= A - 55 —V(V A+t 28t> = 1] (10.6)
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Wir konnen nun die Eichinvarianz der Potentiale A und ® nutzen:

A A=A+ VA
B, (10.7)

®—d =d— —A.
ot

Durch diese Eichtransformationen bleibt das E- und B-Feld invariant. Wir kénnen unser
A nun so wéhlen, dass fiir die transformierten Felder folgender Ausdruck gilt:

, 109 _
V.-A+ Fhr T 0 | LoreNz-Eichung. (10.8)

Diese Eichung wird als LORENZz-Eichung? bezeichnet. Wir sehen, dass die LORENZ-Eichung
genau dem zweiten Summanden in (10.6) entspricht, wodurch sich die Gleichung zu ei-
ner inhomogenen Wellengleichung vereinfacht. Wir konnen die LORENZ-Eichung ebenfalls
in (10.5) einsetzen und erhalten nun fiir die Bewegungsgleichungen der Potentiale

1 0%® 0
A - G oE T o (109)
162A .

Wir kénnen die Wellengleichungen noch mithilfe des d’Alembert Operators [J = C%g—; —A
vereinfachen zu

00 =2, OA=puj| (10.11)

€0

10.2 Kovarianz der Maxwell-Gleichungen

Wie schon eingangs erwédhnt, sind die MAXWELL-Gleichungen in allen Inertialsystemen
giiltig. Grundlage dafiir bildet die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit in allen Inertialsys-
temen. Dieses Postulat flihrte Einstein zur speziellen Relativitdtstheorie und den LOR-
ENTZ-Transformationen. Dabei handelt es sich um Koordinatentransformationen, die das
vierdimensionale Linienelement invariant lassen

ds? = A dt? — dz? — dy? — d2? = At — da? — dy”* — d2°. (10.12)

Wir wollen nochmal kurz die explizite Darstellung der LORENTZtransformationen ange-
ben. Betrachten wir nun ein Koordinatensystem, welches sich mit einer konstanten Ge-
schwindigkeit v relativ zu einem anderen Koordinatensystem in z-Richtung bewegt. Unter
der Annahme ¢ = ¢ konnen wir folgende Transformationsregeln herleiten:

ct’ = v(ct — B) 5:2

' = ~(x — Bet) ¢ 1 (10.13)

y =y, 2=z T

9Die LORENZ-Eichung ist benannt nach Ludvig LORENZ, der nicht zu verwechseln ist mit Hendrik
Antoon LORENTZ, dem Vater der LORENTZ-Kraft.
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Wir arbeiten im Folgenden in der vierdimensionalen Raumzeit, wobei wir die Koordinaten
in 4-Vektoren zusammenfassen:

ot = (2%, 21, 2%, %) = (ct, z,y,2) € R% (10.14)

Mit diesem Formalismus kénnen wir die LORENTZtransformationen in eine Matrixschreib-
weise liberfithren. Es lasst sich leicht durch Einsetzen iiberpriifen, dass folgender Zusam-
menhang gilt:

v =B 00

W AR ; =B v 00
ot = At x¥ mit A= 0 0 10 (10.15)

0 0 01

Hierbei taucht eine neue Schreibweise mit einem tiefgestellten Index auf. Wir modifizieren
nun die EINSTEINsche Summenkonvention, indem wir festlegen, dass wir iiber hoch- und
tiefgestellte Indizes summieren. Warum dies sinnvoll ist und was z* von z,, unterscheidet,
wollen wir im Folgenden versuchen zu erklaren:

Betrachten wir nochmals das invariante Linienelement der Raumzeit, dann lasst sich dies
mithilfe der Minkowski-Metrik g, schreiben als

ds? = dt® — da? — dy? — d2? L0 0 0

ds* = g, da* da” 9 =g = 0 =10 0 (10.16)
N o0 —100 '
=duz, 0 0 0 -1

Die Schreibweise eines tiefstehenden Index ist nur eine Abkiirzung fiir den Ausdruck

Ty = G’ x, = (ct,—z,—y, —2). (10.17)
den wir als kontravarianten Vektor bezeichnen. Im Gegensatz dazu wird x* als kovarianter
Vektor bezeichnet.

Nun stellt sich die berechtigte Frage, was wir mit dem Formalismus anfangen kénnen. Die
kurze Antwort ist: eine ganze Menge! Wir wollen diese Aussage mit ein paar Beispielen
untermauern.

Beispiel 1.) Kontinuitatsgleichung;:

Bevor wir die Kontinuitétsgleichung betrachten, tiberlegen wir uns noch, wie Ableitungen
im Vier-Formalismus zu behandeln sind. Wir definieren dafiir'®

190 09 0 0

3M — @ - (Cat’ %, @, 82’) (1018)

OWer sich die Frage stellt, warum wir bei der Ableitung den Index unten schreiben, der sei darauf
hingewiesen, dass wir mit dieser Notation Ableitungen kovarianter Vektoren ganz leicht ausfithren
kénnen 0, x* = 4.
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Wir fithren nun den ersten physikalischen 4-Vektor ein, namlich die 4-Stromdichte j#

jﬂ = (CQ7j) = (CQ7jx7jyajz)' (10-19)

Damit konnen wir die Kontinuitatsgleichung direkt schreiben als

)
9,5 =0 |, 8Mj“:a—§+v-j:0. (10.20)

Wir merken an, dass die rechte Seite der Kontinuititsgleichung unabhéngig vom gewahl-
ten Koordinatensystem ist. Ihr Wert ist in allen Inertialsystemen gleich. Damit ist die
Kontinuitatsgleichung LORENTZinvariant.

Beispiel 2.) Maxwell-Gleichungen:

Wir sind nun in diesem Tutorium an einem Punkt angekommen, wo es bequemer ist, sich
vom Internationalen Einheitensystem zu l6sen und stattdessen die MAXWELL-Gleichungen
in GauB-Einheiten anzugeben. Die Grundidee der GaufBleinheiten ist, dass der Vorfak-
tor des CouLOMB-Gesetzes (4me)~! = 1 gesetzt wird. Wir erhalten fiir die MAXWELL-
Gleichungen folgende Ausdriicke:

10E A4n
divE =4 tB———=—J 10.21
iv e, 10 - oJ ( )
10B
divB =0 tE+—-———=0. 10.22
iv rot B + Y ( )

Analog zur 4-Stromdichte kénnen wir nun die Potentiale ® und A in einen 4-Vektor
zusammenfassen:

At = (®,A,,A,,A,), 4-Potential. (10.23)

Wir sehen nun bei der Betrachtung der Wellengleichungen (10.11), dass sich bei Anwen-
dung des d’Alembert Operators auf das Potential ® die Ladungsdichte ergibt, welche die
0-Komponente von j# ist. Daher lasst sich leicht feststellen, dass folgender Zusammenhang
gelten muss:

P = 4mp

4 = OAY* = —j# | 10.24
DA:ij c] ( )
c

Beispiel 3.) Lorenz-Eichung:

Wir wollen nun nochmal die LORENZ-Eichung (10.8) betrachten. In Gau-Einheiten nimmt
sie eine leicht modifizierte Form an
109
V- A+-——=0 = |9J,A"=0| (10.25)
c Ot
Wir sehen ebenfalls, dass die LORENZ-Eichung eine LORENTZinvariante Grofe ist. So-
mit ist sichergestellt, dass wir die Formulierung der MAXWELL-Gleichungen in LORENZ-
Eichung (10.24) in allen Koordinaten wéhlen koénnen.
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Beispiel 4.) Feldstarketensor:

Die Formulierung von 4-Vektoren funktioniert nur fiir Gréflen mit vier Komponenten. Da-
her ist es leicht ersichtlich, dass sich E- und B-Feld nicht als 4-Vektor schreiben lassen.
Jedoch sind die sechs unabhangigen Komponenten perfekt dazu geeignet, eine antisym-
metrische 4 x 4-Matrix zu fiillen, die sechs unabhingige Komponenten enthalt!'®.

Wir definieren nun einen antisymmetrischen Tensor zweiter Stufe
Fr = orAY — 9V A*

0 —-E, —E, —E\"
E., 0 -B. B, (10.26)

wo_
(F) E, B, 0 —-B,| "’
E. -B, B, 0
den wir den Feldstéirketensor nennen. Es sei noch angemerkt, dass 0" = % die kontrava-

riante Ableitung beschreibt. Es ist leicht erkennbar, dass F* in der Tat antisymmetrisch
ist unabhéangig von der Matrixreprasentation.

Wir moéchten an dieser Stelle noch eine kleine Merkhilfe geben, sich die Eintrdge des Feldstarketensors
leicht zu merken. Die erste Zeile besteht aus den elektrischen Feldkomponenten und die 2! Komponente
ist B,. Dann lassen sich alle anderen Komponenten eindeutig konstruieren, indem wir feststellen, dass in

jeder Spalte x,y, z jeweils einmal vorkommt und die B; unterschiedliche Vorzeichen besitzen.

Die erste Zeile der MAXWELL-Gleichungen ergibt sich nun direkt durch die folgende For-
mel

dm
O " = I (10.27)

Wir priifen diesen Zusammenhang nochmal explizit nach:

OFE OFE OE 47
— . F'LLO: d Y Z: 'E:4 :70
v=0: 0 0+ 8m+8y+6z v re=-J
10E 0B 0B AT
=1: = 7% 2 _ Y =4, .
v o F -, +0+ ay P Ja (10.28)
~—_———
= [rot B,

Allerdings liefert uns der Feldstérketensor nur die erste Zeile der MAXWELL-Gleichungen.
Fiir die homogenen Gleichungen fiihren wir einen weiteren Tensor ein

- 1
FHY — igﬂVﬂ)\FH)\’ mit Fn)\ - gl‘i#g”)‘FuV

0 —B, —By —B3\"
. B, 0 E; -—FE,
ny
()" = B, —E; 0 E '
Bs E, —F;, 0

(10.29)

"Durch die Forderung der Anti-Symmetrie sind die Diagonalelemente Null und nur die Elemente ober-
halb der Hauptdiagonalen unabhéangig.
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UUVRA

welchen wir als dualen Feldstdrketensor bezeichnen. Der 4-Tensor e ist einfach der

vierdimensionale LEVI-CIVITA Tensor, der wie folgt definiert ist:

+1 fiir gerade Permutationen p =0,v =1,k =2, A =3

eMfA — ¢ 1 fiir ungerade Permutationen . (10.30)

0 wenn zwei oder mehr Indizes gleich sind

Wir wollen ebenfalls noch eine Merkhilfe zur Aufstellung des dualen Feldstarketensors geben. Zunéchst
lasst sich F,, aus IF'*¥ gewinnen, indem bei den elektrischen Komponenten das Vorzeichen getauscht

wird. Fir den dualen Feldstarketensor ersetzen wir einfach F; — B; und B; — —E;.

Wir erwarten zur Erfiillung der homogenen MAXWELL-Gleichungen, dass der Ausdruck
0, F* immer Null ergibt, analog zu (10.27), wo auf der rechten Seite die Quellen stehen,
die bei den homogenen Gleichungen verschwinden.

Tatsachlich lasst sich mathematisch leicht zeigen, dass aﬂﬁ # tatsachlich verschwindet:

. 1 1
GHF‘”’ _ aﬂigluuﬁ)\FHA — 5 E#VK)\ aﬂ(an A)\ _ aAAH) =0. (1031)
" ——

antisymmetrisch symmetrisch

Die Ableitungen sind unter Vertauschung symmetrisch, wihrend beim e-Tensor das Vor-
zeichen wechselt. Daher ist der gesamte Ausdruck Null.

Als letztes wollen wir nun die homogenen Gleichungen noch explizit verifizieren:

~ 0B, 0B, 0B
=0: M — z y *~-V.-.-B=
v=0: 0, 0+ o + By + 5% 0

- 10B OE, OFE
= 1: F},b]. - — h — z 7y — U. 1 . 2
v O, T +0 8y+8z 0 (10.32)
—_————
= [—rot E],
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11 Tutorium

11.1 Ebene Wellen

Wir wollen im Folgenden eine der wichtigsten Anwendungen der MAXWELL-Gleichungen
behandeln. Dazu gehoren insbesondere elektromagnetische Wellen, wobei wir uns auf ebe-
ne monochromatische Wellen beschranken wollen. Dafiir nehmen wir an, dass sich im
Raum keine freien Ladungen und Stréme befinden o = 0,5 = 0 (Vakuum). Dann lassen
sich die MAXWELL-Gleichungen mit den Potentialen folgendermafien darstellen:

O0(r,t) =0 19

O=A—-——. 11.1
OA(r,t) =0 c2 ot (11.1)
Wir haben diese Wellengleichungen mithilfe der LORENZ-Eichung hergeleitet
109
divA+ —-— =0. 11.2
At 2 ot (11:2)

Tatséchlich lasst sich mit einer geeigneten Eichtransformation noch eine weitere Bedin-
gung an die MAXWELL-Gleichungen stellen. Dafiir nehmen wir zunéachst an, dass die
Felder A und ® die LORENZ-Eichung noch nicht erfiillen

109

Durch eine Eichtransformation der Felder

=P — g/\(’r, t)

ot (11.4)
A' = A+ VA(r,t)
ergibt sich nun folgende Bedingung fiir die LORENZ-Eichung
1 09’ !
divA' + 5 — = t)+0A = 0. 11.5
VA S = )+ (11.5)
Die sich damit ergebene lineare Differentialgleichung COOA = — f(r, ) wird im Allgemeinen
folgende Losungsstruktur aufweisen:
A = Npom. + Apart.- (11.6)

Wir sehen, dass die partikuldre Losung Ap,y. bereits die Bedingung (11.2) erfiillt. Damit
ist die homogene Losung Apom,. noch nicht eindeutig festgelegt. Dies konnen wir nutzen
um zusatzlich noch

O(r,t) =0 (11.7)

als zweite Eichbedingung einzufithren. Damit folgt aus (11.2) die Coulomb-Eichung div A =
0, welche auch als Strahlungseichung bezeichnet wird. Zusammengefasst ergeben sich die
Bedingungen

2o

<A Lo )A(r,t) =0, div A(r,t) =0, O(r,t) =0 | (11.8)
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Die allgemeine Losung dieser homogenen Wellengleichung ist eine ebene Welle. Dabei wird
eine Welle eben genannt, wenn sie nur von einer Raumrichtung abhéangt. Damit folgt, dass
die Phasenflachen (Fliachen konstanter Phase) Ebenen sind, die sich mit einer konstanten
Geschwindigkeit bewegen.

Die Felder B und F sind reell, somit gilt dies auch fiir das Vektorpotential. Nehmen wir
nun auch noch an, dass die Losung A eine monochromatische Welle ergibt, dann lautet
der allgemeine Ansatz:

A(r,t) = Re Age!Fm=+0), (11.9)

Setzen wir den Ansatz in die Wellengleichung ein

1o i(k-r—wt)
(A = 5 55) Re (Apc®770) = 0
2
— (K2 K2+ R _%) Re (Aoei(k~r—wt)) —0. (11.10)
_,_/ C
—k2

Damit ergibt sich die bekannte Dispersionsrelation

2

R=" = k=

w
c? c

: (11.11)

wobei wir annehmen, dass |k| = k und w positiv sind.

Wir kénnen nun die zweite Bedingung div A = 0 verwenden, um eine Beziehung zwischen
der Feldamplitude und des Wellenzahlvektors k zu gewinnen:

0=divA(r,t) = Re (V . Aoei(k'T_“t)) = Re (ik: . Agei(k'r_“’t)). (11.12)

Damit folgt direkt

Ay k=0 = |Ay)Lk]| (11.13)

Wir betrachten nun die physikalischen E- und B-Felder:

0A , .
e : i(kr—wt)) __ i(k-r—wt)
E = 5 Re <1A0we ) = Re (Ege ) (11.14)
B =V X A=Re(V x (Ay)e*m4Y) = Re(ik x Ag)elkm=+1), (11.15)
= g0 Ao’ * T 0e,;

= €ijkik}jz407kei(k-riwt)éi =ik x Aoei(kmiw{/)
Wir erhalten damit folgende Beziehungen fiir die Feldamplituden:

E():lk?A()C |E0| :k’|A0|C

= 11.16
B(]:lk XA(] ‘B0| :k’Aol ( )
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Damit ergeben sich folgende Beziehungen fiir die Feldamplituden und den Wellenzahlvek-
tor:

1
Elk Blk ELB, |B/=-|E|| (11.17)
&

Wir sehen, dass die ebenen Wellen transversale Struktur aufweisen, da die Feldamplituden
senkrecht zur Ausbreitungsrichtung k stehen. Weiterhin bilden die Vektoren k, E, B ein
Rechtssystem mit

1k
B=-—-xE. 11.18
ck ( )

Eine weitere interessante Folgerung ist, dass die Feldamplitude des B-Feldes um den
Faktor ¢ gegeniiber E reduziert ist. Von daher wird beispielweise in der Betrachtung
der Wechselwirkung des elektromagnetischen Strahlungsfeldes mit geladenen Teilchen das
B-Feld oftmals nicht betrachtet. Erst fiir relativistische Geschwindigkeiten v ~ ¢ der
geladenen Teilchen ergibt sich in der LORENTZ-Kraft eine dhnliche Wirkung von E- und
B-Feld

(%
FL=q(E+vxB), |F|=q(El+_|E|). (11.19)

Im Vergleich von (11.14) und (11.15) fallt weiterhin auf, dass B und E phasengleich sind
und ebenfalls die Wellengleichung erfiillen.

Herleitung der Wellengleichung fiir £ und B

Wir kénnen die Wellengleichung fiir B- und E-Feld mithilfe der MAXWELL-Gleichungen
gewinnen, indem wir auf die Wirbelgleichungen die Rotation anwenden. Fiir das Faraday-
Gesetz ergibt sich dann exemplarisch

OB 0 1 9
V X (VX E)=V X (—m> ——E(VXB)_—gﬁE
19
2ot
=V(Y-E)-(V-V)E=-AE. (11.20)
=0
Fiir das AMPERE-Gesetz folgt analog
1 0F 10 1 02
B) = ) A E)=-"
Vx(VxB)=Vx <c2 8t> Y XE) =G
_0B
ot
=V(¥:B)-(V:-V)B=-AE. (11.21)
=0
Der Vergleich von linker und rechter Seite ergibt dann
1 9? 1 9?
A———|E= A———|B=0]| 11.22
( 2 8152) 0 < 2 8t2> 0 ( )
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Weitere Bemerkungen

Wir wollen abschlielend noch einige weitere Eigenschaften ebener Wellen anmerken. Be-
trachten wir die Definition der Phasengeschwindigkeit, so ergibt sich direkt

w (11.11)

Uph 1= ¢, (11.23)

dass sich elektromagnetische Wellen im Vakuum mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten.

Wir betrachten nun den Energiefluss des EM-Feldes. Dafiir betrachten wir den Poynting-
Vektor S, fiir den gilt:

S = i(E x B) | k. (11.24)
o

Wir sehen, dass der Energiefluss in Ausbreitungsrichtung der EM-Welle gerichtet ist.

Zuletzt wollen wir einen Ausdruck fiir die Intensitét einer ebenen, EM-Welle finden. Dafiir
benutzen wir die Definition mithilfe des POYNTING-Vektors

1 1
[:=(8S)); = — (|E x B|); = — (|Eo| - |Bo| cos*(k - 7 — wt))_. 11.25
(187 = - (1B x Bl)y = — (Bl Bl cos®(k-m —wt)), . (1125
Das zeitliche Mittel ergibt sich durch Integration iiber eine Periode T' = %T geteilt durch
die Periodendauer 7T'. Nutzen wir noch die Beziehung zwischen E- und B-Feld (11.17),
so ergibt sich

E 2 1 E 2 1 1
:| ol T/COSQ(k'T—Wt)dt: |Eo| T/2(1—|—cos(2k'r—2wt))dt.
HoC Hoc
s 0

I

=T/2

E1T
_ BT I

= =By ? | 11.26
e T2 2\ ol ( )

11.2 Bewegter Stab im homogenen Magnetfeld

Zum Abschluss wollen wir nochmal eine Ubungs- ~
aufgabe betrachten mit einem leitenden Stab der
Masse m, der sich in einem homogenen Magnet-
feld B = Bé, mit v(t) = v(t)é, auf einem Draht

entlang bewegt. |:| R

a.) Zundchst wollen wir den in der Drahtschleife y
induzierten Strom zum Zeitpunkt ¢ berechnen.
Dafiir verwenden wir das Faraday-Gesetz in in- ¥ A
tegraler Form: 2(t)

0
%E-ds:—at /B-dA. (11.27)
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Das geschlossene Kurvenintegral liefert uns dabei direkt die induzierte Spannung U (t)
und wir erhalten

0 0 0x(t)
=@QFE-ds=—-—— || B-dA=—-—B8 A=-B-b—*=-B . (11.2
U(t) 515 ds = — / d o // d b bu(t). (11.28)
R-I(t) —
z(t)-b
Damit folgt fiir den induzierten Strom
I(t) = —B';w. (11.29)

Das Minuszeichen ist ein Resultat der LENZschen Regel, nach der der Induktionsstrom
in einer Drahtschleife seinem Ursprung entgegengerichtet ist. Ein Strom entgegen des
Uhrzeigersinns erzeugt ein B-Feld in positive z-Richtung, daher muss der Induktionsstrom
entgegengesetzt, im Uhrzeigersinn, flieflen.

a.) Auf bewegte Ladungstrager im Magnetfeld wirkt die LORENTZ-Kraft. Somit wirkt auf
den stromdurchflossenen Stab eine Kraft, die wir wie folgt berechnen kénnen:

Fo=q-vxB=IlxB'Z1 b x B =—1b-Bé,. (11.30)
~ =~
—bé, Bé.
Wir beachten hierbei, dass die Richtung des Stroms bereits bei b beachtet wurde und
deshalb der Strom als positiv in die Gleichung eingesetzt werden muss. Damit folgt fiir
die wirkende Kraft:
B%b?
R

F, = u(t)é,. (11.31)

c.) Zuletzt wollen wir noch fiir eine gegebene Anfangsgeschwindigkeit v(t = 0) = vg be-
rechnen, wie der Bewegungsablauf des Stabes aussehen wird. Da die Lorentz-Kraft der
Bewegungsrichtung entgegenwirkt, kommt der Stab irgendwann zum stehen. Die zugeho-
rige Differentialgleichung

dv B%p?
F = = — t 11.32
m = ==() (11.32)
kann mit Trennung der Variablen gelost werden, womit sich folgende Losung ergibt:
1dv B2b? B2b?
B, = 1 =— t t. 11.33
v dt Rm n(v) Rm +oons ( )
Unter Verwendung der Anfangsbedingung ergibt sich
B2b?
t) = — t] >0 Vt. 11.34
v(t) = vgexp ( jo ) ( )

Der Stab kommt also erst im Unendlichen zum Stehen. Die zuriickgelegte Strecke lasst
sich durch Integration einfach bestimmen zu

[ B
z(t — 00) = /vg exp (— t) dt = fim (11.35)
0

Rm B2
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12 Tutorium

12.1 Klausurvorbereitung

Aufgabe 1: Elektrostatik

FEine Kugel vom Radius R trage eine homogene Ladungsdichte o. Die Gesamtladung sei
Q. Was ist die elektrostatische Energie der Ladungsverteilung ausgedriickt durch ) und
R?

Aufgabe 2: Multipolentwicklung

a) Berechne fiir die folgenden Ladungsverteilungen die kartesischen Dipol- und Qua-
drupolmomente und die sphérischen Dipolkomponenten und schreibe jeweils den
fithrenden Term in der Entwicklung des elektrostatischen Potentials fiir r > a/2
auf.

b) Welche Aussagen kann man aufgrund von Symmetrieeigenschaften der Ladungsver-
teilung in beiden Féllen beziiglich héherer Multipolmomente (I > 3) machen?

Aufgabe 3: Verstandnisfragen

a) Ist das Magnetfeld B = bz mit b konstant sowie r = |r| eine Losung der Maxwell-
gleichungen? Begriinde deine Antwort!

b) Argumentiere, ob es im statischen Fall ein elektrisches Feld E konstanter Richtung
gibt, bei dem der Betrag der Feldstéirke in einer zu E senkrechten Richtung streng
monoton zunimmt.

Aufgabe 4: Magnetostatik

Wir betrachten einen langen, geraden zylindrischen Leiter vom Radius b entlang der z-
Achse, der homogen von einem Strom I durchflossen wird. In diesem Zylinder befinde
sich eine zylindrische Ausbohrung vom Radius a, deren Achse um den Abstand d von
der Leiterachse verschoben sei. In dieser zylindrischen Ausbohrung fliefle kein Strom.
Bestimme das Magnetfeld der zylindrischen Ausbohrung.
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Aufgabe 5: Spiegelladungsmethode

Gegeben sei eine geerdete unendlich ausgedehnte leitende Metallplatte in der yz-Ebene
sowie ein elektrischer Punktdipol mit Dipolmoment p im Abstand a tiber der Metallflache
am Ort ro = (a,0,0) mit a > 0.

a) Wie lautet die Randbedingung die an das elektrostatische Potential ® zu stellen ist?

b) Berechne mit der Spiegelladungsmethode das Potential!
Hinweis: Bei der Spiegelladung handelt es sich ebenfalls um einen elektrischen Dipol
mit Dipolmoment p’. Wo befindet sich die Spiegelladung? Bestimme p'.

c) Gibt eine Formel an, wie aus dem elektrostatischen Potential die auf der Metallplatte
induzierte Oberflachenladungsdichte berechnet werden kann. Die explizite Rechnung
ist nicht gefordert.

Aufgabe 6: Kontinuitatsgleichung

Leite mithilfe der Maxwell-Gleichungen einen Ausdruck fiir die Kontinuitétsgleichung her
und interpretiere das Ergebnis.

Aufgabe 7: Ebene Wellen
Wir betrachten im Folgenden die mikroskopischen Maxwellgleichungen im Vakuum.

a) Zeige, dass das komplexifizierte elektrische Feld
E(t,r) = Eeel®*™  nit E, e C? (12.1)
die Wellengleichung erfiillt. Wie lautet die Dispersionsrelation?
b) Nun betrachten wir auch noch ein komplexifiziertes B-Feld
B(t,r) = Byel®*™%)  mit By e C>. (12.2)

Zeige, dass die Maxwellgleichungen nur dann ertiillt sind wenn die elektromagneti-
sche Welle transversal ist, d. h. k, Ey und B, paarweise senkrecht zueinander sind.
Leite einen Zusammenhang zwischen |Ey| und |By| her.

c) Wie lautet die Energiedichte und der POYNTING-Vektor? Berechne die zeitlich ge-
mittelte Energiedichte und den zeitlich gemittelten POYNTING-Vektor.
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