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Einleitung

Thermodynamik und Statistische Physik sind nicht zwei Vorlesungen in einer, sondern zwei
Seiten derselben Medaille. Historisch stand die Thermodynamik am Anfang. Sie wurde ent-
wickelt, um Warmekraftmaschinen zu verstehen. Sie hat dabei eine weitreichende, wenn
nicht sogar universelle Wirkung entfaltet, die in viele physikalische Bereiche hineinreicht,
weil sie sich nicht um die mikroskopischen Vorgidnge kiimmert, sondern Systeme mit sehr
vielen Freiheitsgraden makroskopisch in den Blick nimmt. Konzeptionell findet die Thermo-
dynamik allerdings in der Statistischen Physik ihren Ursprung, d. h. die Eigenschaften ma-
kroskopischer Zustdnde konnen auf die statistischen Eigenschaften ihrer mikroskopischen
Realisierungen zuriickgefiihrt werden. In dieser Vorlesung sei mit der Thermodynamik be-
gonnen, nicht um den historischen Weg nachzuzeichnen, sondern um die Stiarke der Ther-
modynamik bei der Beschreibung von Systemen zu verdeutlichen, ohne, dass sie Bezug auf
die mikroskopischen Bausteine nimmt. Die Thermodynamik wird auf drei Axiomen, den
Hauptsdtzen, aufgebaut, die Erfahrungstatsachen widerspiegeln. Mit diesen Hauptsédtzen
kann die Thermodynamik den Energieaustausch zwischen physikalischen Systemen mit vie-
len Freiheitsskalen und ihrer Umgebung beschreiben. Dies gelingt mit Hilfe von Zustands-
groBen, die als makroskopische Eigenschaften solcher Systeme messbar sind, z. B. als Tem-
peratur, Druck, Volumen oder Teilchenzahl. Zustandsgréen haben in der Regel in der mi-
kroskopischen Beschreibung keine Anwendung, so ldsst sich fiir ein einzelnes Atom keine
Temperatur oder kein Druck angeben.




1 Phanomenologische Thermodynamik

1.1 Begriffsbildung und Nullter Hauptsatz

Bereits in der Einleitung war allgemein und abstrakt von physikalischen Systemen die Rede.
Ein solches System ist ein wohldefinierter Ausschnitt der Natur, der von seiner Umgebung
abgegrenzt werden kann, aber ggf. dennoch einen definierbaren Austausch mit der Umge-
bung zulésst.

Mit der mikroskopischen Natur ihrer Systeme kniipft die Thermodynamik Kontakt durch
den Begriff der Stoffmenge. Diese bezeichnet die Anzahl der Teilchen eines Systems. Sie wird
in Mol angegeben, was der Avogadro-Zahl entspricht:

N4 = 6,022 14076 - 10?3 Teilchen/mol. (1.1)

Die entsprechende Stoffmenge 7 eines Systems aus N Teilchen ist also

N

n=—.
Na

(1.2)
Der Begriff der Temperatur fasst die alltdgliche Erfahrung von Wérme/Kélte in einer Aquiva-
lenzrelation auf der Menge aller Systeme zusammen.

Nullter Hauptsatz der Thermodynamik

Makroskopischen Systemen wird eine Temperatur zugeordnet. Zwei Systeme sind im thermi-
schen Gleichgewicht, wenn sich ihre Temperaturen im gegenseitigen Kontakt angeglichen ha-
ben.

Der Nullte Hauptsatz bringt auf diese Weise eine Messvorschrift mit. Thermometer vermes-
sen Temperaturen von Systemen, indem sie:

1. mit den Systemen in thermischen Kontakt gebracht werden und ihre Temperaturen
sich angeglichen haben

2. die Temperatur in eine geometrische Eigenschaft iibersetzen (Volumenausdehnung
einer Fliissigkeit)

Zustandsgrofen kennzeichnen den Zustand von Systemen, allerdings ist nicht jede denkba-
re Observable eine Zustandsgréfe. Zur Prazisierung dieses Begriffs wird eine infinitesimale
Anderung der Temperatur eines Systems dT betrachtet, die sich durch entsprechend kleine
Anderungen zweier weiterer Variablen x und y ergebe:

dT = Xdx+Ydy (1.3)
x=9L und v=% (1.4)
“ox ~ay’ '

Unter Voraussetzung des Satzes von Schwarz gilt:

0X 0°T  0°T _dY

— = = =—, 1.5
0y 0yox 0x0y O0x (1-5)




1.1 Begriffsbildung und Nullter Hauptsatz Thermodynamik

Gleichung (1.5) ist notwendig und hinreichend dafiir, dass dT ein vollstindiges Differential
ist. Dies bedeutet, dass Linienintegrale der Ebene wegunabhingig sind

P P
/ dT = (Xdx+Ydy)=T(P)—-T(Py). (1.6)
Py Py

Entsprechend folgt fiir jeden beliebigen Kreisprozess

§£(de+ ydy) =0. (1.7)

Dies stellt das Besondere der Zustandsgréen dar. Sie kennzeichnen Systeme unabhéngig
davon, wie das System in seinen Zustand gelangt ist. Zustandsgrof3en entsprechen mathe-
matischen Funktionen, von denen vollstdndige Differentiale gebildet werden kénnen.

Es wird zwischen intensiven Zustandsgrofen, die nicht von der Stoffmenge des Systems
abhidngen (Temperatur, Druck) und extensiven Zustandsgréfen, die proportional zur Stoff-
menge sind (Volumen, Energie, Entropie), unterschieden.

Der kleinstmogliche Satz von Zustandsgréen, der zur kompletten Beschreibung eines Sys-
tems notwendig ist, heilst vollstindig. In der Regel gibt es verschiedene Méglichkeiten einen
vollstdndigen Satz von Zustandsgroflen zu wihlen. Die verbleibenden Zustandsgrof3en sind
dann abhéngige Funktionen der Zustandsgrée des vollstindigen Satzes. Die Werte der Zu-
standsgréBen lassen sich als , Koordinaten im Raum aller Zustdnde“ auffassen.

Zustandsgleichungen

Das ideale Gas kann Zustdnde annehmen, die durch Druck p, Volumen V, Temperatur T
und Teilchenzahl N charakterisiert werden konnen. Nur drei der Gré68en sind unabhéngig.
Der Druck lésst sich als Funktion von T, V, N bestimmen. Allgemein lassen sich solche Ab-
hingigkeiten in der Form

f(p,V,T,N)=0 (1.8)

zum Ausdruck bringen. Diese Zusammenhinge werden als Zustandsgleichung bezeichnet.

Prozessgrolien

Nicht alle GréLen sind vollstdndige Differentiale. Ein offensichtliches Beispiel stelle eine pe-
riodisch arbeitende Warmekraftmaschine dar, die entlang eines geschlossenen Weges im
Zustandsraum Warme aufnehmen kann und Arbeit verrichtet. Das geschlossene Weginte-
gral verschwindet nicht. Im Allgemeinen wird der Wert solcher GréRen wegabhéngig sein,
welche als Prozessgrifsen bezeichnet werden. Zur Unterscheidung von vollstdndigen Diffe-
rentialen werden fiir infinitesimale Warmemengen 6 Q und fiir infinitesimale Arbeit 6 W ver-
wendet.

Systeme und Zustandsianderungen

Die Umgebung wird in der Regel als praktisch unverdnderlich angenommen, selbst wenn
eine endliche Warmemenge ins System geflossen ist (Warmebad oder Reservoir). Ein System
heil3t:

e offen: alle Austauschprozesse erlaubt
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e geschlossen: kein Teilchenaustausch, dN =0

abgeschlossen: weder Teilchen- noch Energieaustausch, dN,dE =0

(adiabatisch) isoliert: kein Warmeaustausch, 6Q =0

thermisch isoliert: weder Warme noch Arbeit ausgetauscht, 5Q,6W =0

anergisch: keine Arbeit ausgetauscht, 6W =0

Eine Zustandsidnderung 7, — Z, heildt quasistatisch, wenn die duleren Bedingungen sich
so langsam dndern, dass das System zu jedem Zeitpunkt ndherungsweise im Gleichgewicht
ist (Zustandsgleichungen der Form (1.8) bleiben bei der Anderung immer erfiillt). Eine Zu-
standsdnderung heilt reversibel, wenn die zeitliche Umkehr der Anderung der dufleren Be-
dingungen der Umkehr der Folge der Zustandsdnderungen entspricht. Nicht jeder quasi-
statische Prozess ist reversibel, jedoch ist jeder reversible Prozess quasistatisch. Ein Prozess
71 — Z, heil’t irreversibel, wenn bei der umgekehrten Anderung Z, — Z; die Umgebung
verdndert zurtiickbleibt.

Gay-Lussac-Versuch

T

quasistatische Schnelles Heraus-
Expansion: ziehen und Hinein-
Arbeitsabgabe, schieben der Trenn
Wirmeverlust T wand

istatisch
quasista I?C © Nichtgleichgewichts-
Kompression: .

. zustand geht ins
Arbeitsaaufnahme, . .

. . Gleichgewicht
Wiarmegewinn
—

Fig. 1: Links: Reversible Zustandsdnderung eines Gases, quasistatische Expansion (oben) oder quasi-
statische Kompression (unten).
Rechts: Irreversible Zustandsdnderung. Das Gas dehnt sich plétzlich aus und geht dann in
einen neuen Gleichgewichtszustand {iber.
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1.2 Arbeit und Warme

Durch Verschiebung der Trennwand verrichtet das Gas die Arbeit
OW = pAdx = pdV. (1.9)

Die Gleichung gilt fiir beliebige Volumendnderungen. Fiir negatives dV (Kompression) wird
0 W negativ, es wird gegen den Druck p Arbeit am Gas verrichtet. W ist im Allgemeinen kein

vollstdndiges Differential
5]55(1) = 515 pdV #0.

Solch ein Kreisprozess ist fiir Dampfmaschinen im pV —Diagramm darstellbar. Nach einem
Umlauf kann der Arbeitsbetrag nur auf Kosten der zugefiihrten Warme zustande gekommen

sein
¢5Q:¢6W. (1.10)

Die Wiarme, die ein Kérper pro Masseneinheit bei einer Temperaturdnderung AT aufneh-
men kann, heilst spezifische Wirmekapazitét c. Wird Warme bei konstantem Volumen zuge-
fiihrt, bewirkt sie eine Temperatur- oder Druckerh6hung. Wird sie hingegen bei konstantem
Druck zugefiihrt, kann der Korper expandieren und die Warme z. T. einsetzen um Arbeit an
der Umgebung zu verrichten. Deshalb wird sich die Temperatur bei fester Warmezufuhr bei
konstantem Druck weniger dndern als bei konstantem Volumen. Daher miissen die spezi-
fischen Warmen bei konstantem Druck ¢, und bei konstantem Volumen cy unterschieden
werden (insbesondere bei Gasen)

AQy = mcyAT,  AQ,=mcyAT. (1.11)
Es folgt nun fiir ein Gas/Fliissigkeit der Masse m, dass
Cp>cCy. (1.12)
Ebenso gebrduchlich sind die auf die Stoffmenge bezogenen spezifischen Warmen
AQy = nc”AT,  AQp=ncyAT. (1.13)

Spezifische Warmen sind Beispiele fiir ,Response“-Funktionen, die charakterisieren, wie ein
System auf Anderung der ZustandsgroRen reagiert.

1.3 Ideales Gas

Experimente zeigen, dass sich Gase sehr dhnlich verhalten, wenn sie stark verdiinnt wer-
den. Mikroskopisch werden in diesem Limes die Eigenschaften und Wechselwirkungen der
Atome oder Molekiile immer unbedeutender. Der Limes, in dem die thermodynamischen
Eigenschaften gar nicht von der Art des Gases abhédngen, wird als ideal angesehen und zum
Prinzip erhoben. Die Zustandsgleichung des idealen Gases ergibt sich experimentell aus den
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Befunden von BOYLE (verifiziert und quantifiziert von TOWNLEY) um 1660 und MARIOTTE
1676,

pV = const. bei T = const. (1.14)
sowie den Experimenten von GAY-LUSSAC um 1808:

p~T  beiV =const.
V~T  beip=const. (1.15)

Diese Befunde (zusammen mit der Extensivitiat des Volumens) lassen sich zusammenfassen
als

pV =nR(T-Ty). (1.16)

Hier tritt als Proportionalitdtsfaktor die allgemeine Gaskonstante R auf. Ihr Wert hingt of-
fensichtlich von der Wahl der Temperaturskala ab. Im Folgenden wird die Kelvin-Skala ver-
wendet, bei der der Nullpunkt 7, = 0K gewédhlt wird und als Skalenmal$ die Einteilung zwi-
schen Gefrier- und Siedepunkt des Wassers bei p = 1,013 bar in 100° verwendet wird. In Cel-
sius gemessen betrédgt Tp = —273,15°C. Mit der Kelvin Skala lautet die Zustandsgleichung des
idealen Gases

p-V=n-R-T|. (1.17)

Nebenbemerkung: Bei T = 0 verschwindet pV'. Dies ist als Pathologie des idealen Gases zu werten.
Jedes reale Gas verfliissigt sich bei einer Temperatur T > 0, sodass (1.17) nicht mehr anwendbar ist.
Die oben beschriebene historische Festlegung der Kelvin-Skala wurde mittlerweile ersetzt durch die
Definition des Temperaturwerts des Tripelunkt des Wassers bei T =273,16K.

Die Gaskonstante hat den empirischen Wert

d 3
] _ 1,013 bar-22,41 miol
mol K 273,15K

R=8,3145 , (1.18)
d. h. ein Mol eines idealen Gases nimmt bei T = 0°C und P = 1,013 bar ein Volumen von
22,4 L ein. Wird statt der Stoffmenge n = NﬁA die Teilchenzahl N verwendet, lautet die Gas-
gleichung

pV=NkgT (1.19)
mit der Boltzmann-Konstanten
R eV
kg:= — =1,380649-10"%3 I 8,62-107° —. (1.20)
Ny K K

Nebenbemerkung: Die BOLTZMANN-Konstante erméglicht die Umrechnung von Temperatur in Ener-
gieeinheiten. Da die Temperaturdefinition eine willkiirliche Skalenwahl ist, wird ab dem 20. Juni 2019
das Kelvin von nun an durch die exakte Festlegung von kg definiert.
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1.4 Erster Hauptsatz

Jedem thermodynamischen System wird die Zustandsgrofse der inneren Energie U
zugeordnet. Nimmt ein geschlossenes System die Wéirme 6 Q aufund verrichtet die
Arbeit W, so gilt

dU=6Q-6W. (1.21)

Da der erste Hauptsatz differentiell formuliert wird, ist die innere Energie nur bis auf eine ad-
ditive Konstante bestimmt. Wie die Notation andeutet, ist die innere Energie eine Zustands-
grofle und dU somit ein vollstdndiges Differential. Es gilt somit fiir Kreisprozesse

ygdU =0. (1.22)

Spezialfille
e abgeschlossenes System: 6Q = 0,0 W =0 = dU = 0. Die innere Energie ist erhalten.

¢ adiabatisches System: 6Q = 0,dU = —6W. Prozesse, die schneller ablaufen, als ein
Wiarmeaustausch stattfinden kann.

e anergisches System: §W =0 = dU = 6 Q. Das Differential der Warme ist vollstandig.

Fiir einen Kreisprozess gilt nach (1.22) fiir geschlossene Systeme

¢6Q:y§6w, (1.23)

das heillt die vom System verrichtete Arbeit muss als Warme zugefiihrt werden. Aus dem
ersten Hauptsatz folgt unmittelbar:

Es gibt kein perpetuum mobile erster Art, d. h. es gibt keine periodisch arbeitende Maschine,
die wéihrend eines Umlaufs Energie abgibt und in den Anfangszustand zuriickkehrt, $ dU = 0.

Im Folgenden sei die innere Energie am Beispiel des idealen Gases diskutiert. Es wird ein
System mit fester Teilchenzahl N betrachtet, sowie Volumen V und Temperatur T als voll-
stdndigen Satz von Zustandsgrof$en verwendet. Damit ldsst sich das vollstdndige Differential
der inneren Energie schreiben als

ou ou
dUu=|—| dV — dT. 1.24
(aV)T +(0T)v (.24

Die Notation (...)7 bedeutet, dass bei der partiellen Ableitung die Temperatur T als konstant
betrachtet werden soll. Es soll nochmal das in Abschnitt (1.1) besprochene Beispiel betrach-
tet werden, in dem ein Gas in einem adiabatisch isolierten System durch Herausziehen einer
Trennwand von V auf V + AV expandiert. Das System nimmt weder Warme auf (6Q = 0),
noch verrichtet es Arbeit (6 W = 0), sodass AU = 0 gelten muss.

Eine Messung zeigt empirisch, dass sich die Temperatur des Gases nicht dndert (AT = 0),
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unabhingig von der Volumendnderung AV. Mit (1.24) folgt somit, dass U nur von der Tem-
peratur abhdngen kann:

U=U(T) bei festem N fiir ideale Gase. (1.25)

Es wird das Resultat nun mit Hilfe der Molwarme betrachtet. Dafiir wird zundchst die Tem-
peratur des Systems um d7T bei V = const. erhoht

dU =6Q =n-choldr. (1.26)

V=const.

Fiir die gleiche Temperaturerh6hung bei p = const. geht der Zustand mit (V, T) nun iiber in
(V+dV,T+dT), d.h. das System verrichtet Arbeit

dU=6Q — pdV = n-cy°'dT - pdV. (1.27)

p=const.

Nach dem idealen Gasgesetz (1.17) gilt bei festem p und n

pdV =nRd4T (1.28)
=dU=n(cy® -R)dT  bei p =const. (1.29)

Da die innere Energie nur von T abhdngen kann, folgt aus (1.26) und (1.29)

el =Pl =R|. (1.30)

Dies verkniipft die materialabhdngigen Response-Koeffizienten auf der linken Seite mit ei-
ner universellen Grof3e (rechts) im idealisierten Limes.

1.5 Adiabatische Prozesse

Fiir einen adiabatischen Prozess gilt 6 Q = 0, sodass dU = -6 W. Es wird sich zudem aufrever-
sible Prozesse beschridnkt. Hier bedeutet dies, dass die Arbeit, welche das System verrichten
kann, voll ausgenutzt wird. Fiir ein ideales Gas gilt dann

n-coldT = —pdv. (1.31)

Aus der Zustandsgleichung (1.17) ergibt sich (bei fester Stoffmenge)

1
nRAT = pdV + Vdp::»ndT:E(pdV+ Vdp). (1.32)

mol
= —‘;{ (pdV + Vdp) = —pdV
= (e +R)pdV +c°'Vdp =0. (1.33)

Mit Gleichung (1.30) folgt: cg“’l = c$°1 +R.

d dv cmol
| P +y— =0| mitdem Adiabatenindexy = L (1.34)
p oV el

10



1.5 Adiabatische Prozesse Thermodynamik

Da U =U(T), konnen CI‘}“’l = %g—g und cpmo1 = cgl"l + R auch nur Funktionen der Temperatur

sein. =y =y(T)
Tatsachlich ldsst sich fiir eine Reihe von Gasen beobachten, dass y nur schwach tempera-
turabhéngig ist. Im Bereich von 0...1000°C variiert yp,s nur um wenige Prozent: yyygloe =

1.4, Yrustlioooe = 1.365
Fiir y = const. folgt aus (1.34) die POISSON’sche Gleichung des adiabatischen Zustands

pV7? = const. (1.35)

Mithilfe der Gasgleichung (1.17) folgt unmittelbar:
TVY~! = const. Tp(l_w” = const. (1.36)

Verglichen mit dem BOYLE-MARIOTTE’schen Gesetz pV = const. fiir isotherme Prozesse, sind
die adiabatischen Kurven im pV-Diagramm fiir y > 1 steiler nach unten geneigt

av isotherm 4

dv adiabatisch

d d
ar __r < —_Y‘B/, (1.37)

Ausdehnungs- und Verdichtungsvorginge, die sehr rasch verlaufen, sind in guter Naherung

—— Isothermen
—— Adiabaten

Druck p

Volumen V

Fig. 2: Isothermen und Adiabaten (y = 1.5) fiir ein ideales Gas.

adiabatisch, da die Zeit fiir einen Warmeaustausch zu kurz ist.

Reicht die Warmeisolation nicht aus, um den Austausch zu verhindern, handelt es sich um
polytrope Zustandsdnderungen. Im pV-Diagramm liegen die Polytropen ,zwischen“ den
Isothermen und den Adiabaten, kénnen also durch die polytropen Gleichungen

pV®=const. = TV*!=const. Tp'~®%=const. (1.38)

mit dem Polytropenindex 1 < a <y beschrieben werden.

Bei adiabatischen/polytropen Prozessen kommt die Energie, mit der die Expansion des Ga-
ses Arbeit an der Umgebung verrichtet, aus der inneren Energie des Gases, dass sich entspre-
chend abkiihlen muss:

dv 1 dT
0=dTV@® D 4 (@-1NTVOE Iy — = ———— (1.39)
174 a-1T

11
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Thermodynamik

Va V2
AW = pdV = nR/ —dV
V1 Vl V

nR I nR
(139 _ / dT = — (T — Ty).
a-—1

a—1 Ti -

Bei der Expansion des Gases AW > 0 kiihlt das Gas also ab T, < T;.

1.6 Carnot’scher Kreisprozess 1824

(1.40)

Gegeben sei ein warmes Reservoir mit Temperatur 77, sowie ein kaltes mit 7> < T;. Das Ar-
beitsmedium fiir eine Warmekraftmaschine sei ein ideales Gas. Im pV-Diagramm lautet der

Kreisprozess im Detail:

Q1,11

Druck p

3

V1 V4 V2 VS

Volumen V

Fig. 3: Der Carnot’sche Kreisprozess im p — V Diagramm.

* 1 — 2:isotherme Expansion bei T; von V; — V,, gemdl Zustandsgleichung gilt: pV =
nRT = const. weil T = T} = const.
Die Maschine verrichtet die Arbeit

Vs
AWz =nRTyIn 2. (1.41)
1

* 2 — 3: Das Gas wird von seiner Umgebung isoliert. Bei abnehmendem Druck dehnt es
sich adiabatisch aus gemifll pV?" = const. (Adiabate).
Es verrichtet dabei die Arbeit (Vergleich (1.40))

nR
AW23: m(Tl—Tg), Y > 1 (1.42)

und kiihlt dabei von T7 nach T» ab.

* 3 — 4: isotherme Kompression bei T = T, = const. von V3 — V,. Es muss folgende
Arbeit aufgewendet werden:

1A Vs
AW34:I’ZRT21H—:—HRT21H—<O. (1.43)
V3 Vy

12



1.6 Carnot’scher Kreisprozess 1824 Thermodynamik

e 4 — 1:adiabatische Kompression V; — V) des isolierten Systems bis das Gas von T; auf
T, aufgeheizt ist

nRkR
AWy = yTl(TZ —T1) = —-AWhss. (1.44)

Die wihrend eines Umlaufs abgegebene Arbeit ist die Summe aller Teilbeitrdge, wobei bei
der Expansion 1 — 2 — 3 das System Arbeit verrichtet AW;2, AW,3 > 0 und bei der Kompres-
sion 3 — 4 — 1 mit AW34, AWy < 0 Arbeit aufnimmt. Es folgt:

AW = AWio + AWo3 + AWsy + AWy

Vo Va
=AW+ AW34s=nR Tlln—+T21n— . (1.45)
1 V3
Da 2 — 3 und 4 — 1 auf Adiabaten liegen, gilt
nv) " =1V und TV =1V (1.46)
Daraus folgen die Verhéltnisse
Vo V
2_23 (1.47)
w W
(1.45) V)
> AW:nR(Tl—Tg)an>O. (1.48)
1

Der CARNOT’sche Kreisprozess verrichtet also Arbeit. Dies wird ermdoglicht durch die Wir-
meaufnahme auf der Isotherme 1 — 2, AQ;», bei Temperatur 7 und eine entsprechend ge-
ringere Warmeabgabe auf der Isotherme 3 — 4, AQs4, bei Temperatur 7> an das kéltere Bad.
Entlang der Adiabaten 2 — 3 und 4 — 1 wird keine Wiarme ausgetauscht, da das idealisierte
System hier isoliert ist

AQ23 =AQq41 =0. (1.49)

Nach dem 1. Hauptsatz gilt fiir jeden vollstindigen Umlauf

AW = AQq2 + AQsg. (1.50)

Ublicherweise wird die bei T; aufgenommene Wirme mit AQ; := AQ;2 und die bei T, abge-
gebene Warme mit AQ, := —AQ34 > 0 bezeichnet, sodass die Energiebilanz lautet:

AW =AQ; —AQ, (1.51)

Das heil3t, nur die Differenz AQ; — AQ> kann in Arbeit umgewandelt werden. Entsprechend
wird der Wirkungsgrad nc des CARNOT-Prozesses durch das Verhiltnis aus der insgesamt
gewonnenen Arbeit und der insgesamt dafiir zur Verfiigung zu stellenden Warmemenge de-
finiert

AW AQ,

Nnc=-—7=1-—.

AQy AQ:
Die CARNOT-Maschine durchlduft vier reversible Teilprozesse, kann also im Prinzip auch
riickwirts durchlaufen werden. In diesem Fall arbeitet sie als Kédltemaschine, die unter Auf-
wendung von Arbeit Warme aus dem Kalten ins warme Reservoir pumpt.

(1.52)
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1.6 Carnot’scher Kreisprozess 1824 Thermodynamik

Bislang wurde als Arbeitsmedium ein ideales Gas verwendet. Angenommen, es gidbe zwei re-
versibel arbeitende Maschinen M und M’, die mit den gleichen Warmereservoiren T} und T5
arbeiten, die gleiche Ausbeute an Arbeit AW liefern, aber z. B. durch die Verwendung ande-
rer Arbeitsmedien unterschiedliche Warmemengen aufnehmen oder abfiihren (AQ; # AQy).
Dadurch ergében sich unterschiedliche Wirkungsgrade n¢ und 7. Seinun 0. B.d. A. - <7c.
Dann werden die Maschinen so gekoppelt, dass M als Warmekraftmaschine arbeitet und mit
AW die Maschine M’ als Kéltemaschine antreibt. Es gilt nach Voraussetzung

n= AW AW _
T AQ, TAQ
= AQ; > AQ.

nc (1.53)

Dem heiffen Reservoir bei 77 muss also durch M’ mehr Wirme zugefiihrt werden, als M ihm
entnimmt. Insgesamt wird also die Warme AQ| — AQ; > 0 dem kilteren Reservoir entnom-
men und ins Heille gepumpt. Dies geschidhe reversibel, ohne, dass Netto Arbeit verrichtet
werden miisste.

Dies ist zwar nicht offensichtlich im Widerspruch zum 1. Hauptsatz, widerspricht aber der
Erfahrungstatsache, dass Wdérme nicht von selbst von einem niedrigeren zu einem hoheren
Temperaturniveau iibergeht.

Diese Erfahrungstatsache hat CLAUSIUS zum ersten Mal zum Postulat erhoben. Die Konse-
quenz ist, dass

Ne =1c¢ (1.54)

fiir alle reversibel arbeitenden Warmekraftmaschinen mit gegebenen 7; und 75 gelten muss.
Aus (1.52) folgt, dass

A
A _ ey (1.55)

AQ>

gelten muss, wobei f eine universelle Funktion ist, die vom Arbeitsmedium, der Konstrukti-
on der Warmemaschine, etc. unabhéngig ist. Es gilt

AQ1 _AQ1AQo _
AQz  AQyAQ
wobei eine beliebige Referenzskala T, eingefiihrt wird. Die rechte Seite entspricht einer ge-

eigneten Kopplung von CARNOT-Maschinen mit Referenzwidrme/-kédltebad bei Ty. Fiir T» =
Ty gilt nach (1.55): f(T1, T1) = 1 und entsprechend nach (1.56)

f(h,Ty) = f(T, Ty) f (To, T»), (1.56)

f(T T)——1 (1.57)
O f(1h, To) ’
(1.56) f (T, To)
T, 1)) = —. 1.58
=> f(T1,T2) F(To, To) (1.58)

Da Tj beliebig ist, kann die rechte Seite defacto nicht von Ty abhédngen, d. h. es ldsst sich
abkiirzend schreiben

(T, Ty) = ST (1.59)

f(1)
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1.7 Entropie Thermodynamik

Die Funktion f(T) muss streng monoton mit T steigen, um das Verhiltnis der Wirmemen-
gen in (1.55) richtig zu beschreiben.

Der Einfachheit halber liegt es nahe f(T) selbst als den Zahlenwert einer neuen Tempera-
turskala beziiglich einer Referenztemperatur Ty zu identifizieren T = f(T) Tp.

Damit wird die Warmemenge, die an ein Reservoir abgegeben oder daraus entnommen wer-
den kann, proportional zur Temperatur selbst

A T
A _n (1.60)
AQy T
Fiir den Wirkungsgrad der CARNOT-Maschine bedeutet dies.
_1-k (1.61)
Nc= i .

Nebenbemerkung: Es handelt sich hierbei um den maximal méglichen Wirkungsgrad. Weil in der Pra-
xis die Teilprozesse nur ndherungsweise reversibel ablaufen, sind die tatsdchlich erreichbaren Wir-
kungsgrade in der Regel viel kleiner.

1.7 Entropie

Inspiriert durch den CARNOT’schen Kreisprozess wird nun eine allgemeine Zustandsidnde-
rung des idealen Gases betrachtet. Aus dem 1. Hauptsatz und der (idealen) Gasgleichung
ergibt sich fiir die Anderung der Wiarme reversibler Prozesse

dv
8Qrey =dU + pdV = n-cI‘}IOIdT+n-RT7. (1.62)

0 Qrey ist kein vollstdndiges Differential. Eine Division durch T ergibt

) dT dv
Qrev _ n-CI‘}IOI— +n-R— (1.63)
T T 4

ein vollstdndiges Differential (~ % entspricht einem ,integrierenden Faktor“), welches mit

— 6Qrev
T

ds

(1.64)

bezeichnet wird. Die Integration des Differentials von einem Zustand Zy nach Z liefert

VA VA
S(Z)-S(Zy) = / 5QT“*V= / ds, (1.65)

Zy Z

eine Grolle, die unabhingig vom Weg ist, also eine Zustandsgrolle, die nach CLAUSIUS Entro-
pie (Kunstwort fiir ,Verwandelbarkeit“) genannt wird. Die Integration von (1.63) liefert die
Entropie des idealen Gases

T 1%
S(T,V)=n-c'In—+n-RIn—+S, (1.66)
To Vo

wobei die Integrationskonstante zu Sy = S(Tp, Vp) gewdhlt wurde. Die Proportionalitidt zur
Stoffmenge zeigt, dass S eine extensive GroRe ist. Fiir allgemeine Arbeitsmedien muss bei
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1.7 Entropie Thermodynamik

der Integration beachtet werden, dass c“}“’l von der Temperatur abhidngen kann (was nichts
an der Tatsache dndert, dass dS ein vollstdndiges Differential ist, da cr‘}“’l volumenunabhin-
gig ist).

Fiir adiabatische Zustandsdnderungen (reversibel) bleibt S konstant, da keine Warme aus-
getauscht wird 6 Qrey = 0. Diese wird daher auch ,isentrop“ genannt. Fiir ein ideales Gas gilt
dann der Zusammenhang zwischen Temperatur und Volumenédnderung

T v
c$°‘1n7 = -RIn (1.67)
0 0

was dquivalent zu TV?~! = const. ist.

Es wird nun ein beliebiger reversibler Kreisprozess der pV-Ebene betrachtet. Diese konnen
durch viele beliebig schmale CARNOT-Prozesse gendhert werden.

Dabei ist die Temperaturdifferenz in der Regel endlich, d.h. AT = T} — T ist nicht infinite-
simal, wihrend die ,Breite“ der CARNOT-, Scheiben“ infinitesimal gew&hlt werden kénnen.
Entsprechend wird der Warmeiibertrag infinitesimal: AQ;,AQ2 — 6 Q1,0 Q-. Aus (1.60) folgt

1.68
T T (1.68)
Die Integration von 5Q—Trev entlang der beliebigen geschlossenen Kurve kann nun durch die
Summe der schmalen CARNOT-Prozesse gendhert werden. Es ergibt sich
0
51{ Qrev _ (1.69)
T

fiir jeden Kreisprozess im pV-Diagramm. Gleichung (1.69) ist notwendig und hinreichend
dafiir, dass (1.70) ein vollstindiges Differential ist

ds= 6Qrev. (1.70)
T

= Fiir einen reversiblen Kreisprozess ist die Summe aus aufgenommener und abgegebener
Entropie immer gleich Null
§£d8 =0. (1.71)

Gemidl AQ, = T»ASist die an das kéltere Reservoir wieder abzugebende Arbeit umso kleiner,
je kleiner AS ist.
Da die Entropie wegunabhéngig als Zustandsgrofe ist

226 rev
S(Zz)—S(Z1)=/ < ) (1.72)

z T

konnen Entropieunterschiede zwischen Zustdnden Z; und Z, entlang eines beliebigen Pfa-
des im Zustandsraum berechnet werden, unabhédngig davon, wie das System tatsdchlich von
Z1 nach Z, gelangt. Es wird von ,reversiblen Ersatzprozessen“ gesprochen.

Wichtig ist die Betonung auf die Reversibilitdt. Ist die Zustandsdnderung irreversibel, kann
sich die Entropie dndern, selbst wenn keine Warme ausgetauscht wird, d.h. §Q = 0.
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1.8 Der zweite Hauptsatz Thermodynamik

Das beste Beispiel stellt der GAY-LUSSAC Versuch dar, das System ist isoliert, beim Heraus-
ziehen der Trennwand wird keine Warme tibertragen, sodass bei der VolumenvergréRerung

von V] — V; gilt ,

/ 2 6—Q =0. (1.73)
z T

Zur Berechnung der Entropiednderung muss aber nach (1.72) ein reversibler Ersatzprozess

betrachtet werden. Wird als solcher die Volumenédnderung entlang einer Isotherme gewéhlt,

folgt mit (1.66)

Vo
AS=n-Rln—. (1.74)
%1

Die Entropie eines abgeschlossenen Systems ist also nur fiir reversibel gefiihrte Prozesse
konstant. Der GAY-LUSSAC Versuch ist ein Beispiel fiir Entropieerzeugung durch einen ir-
reversiblen Prozess.

1.8 Der zweite Hauptsatz

Ein Teil des 2. Hauptsatzes wurde in (1.70) und (1.71) bereits gezeigt:

Fiir reversible Prozesse ist das Differential dS = % vollstindig. Es definiert eine
Zustandsgrifse, die sich entlang eines reversiblen Kreisprozesses nicht cindert:

as=o

Der 2. Hauptsatz geht aber noch entscheidend weiter und trifft eine Aussage tiber irrever-
sible Prozesse. Dazu wird wieder ein gekoppeltes System aus Warme- und Kéltemaschine
betrachtet, wobei M nun irreversibel arbeite. Die Annahme 7 > 1’ fiihrt in gleicher Weise zu
einem Widerspruch mit dem CLAUSIUS’schen Postulat. Da der Prozess allerdings nun zeit-
lich nicht umkehrbar ist (irreversibel), diirfen Warmekraft- und Kéltemaschine nun die Rol-
len tauschen. Der Fall n < 7’ ist also zuléssig, weil M irreversibel arbeitet. Damit stellt der
Carnot-Prozess eine obere Schranke an den Wirkungsgrad aller Warmekraftmaschinen dar.
Aus

T, AQ; A
2= Qf:l—n’<1—n:—Q2 (1.75)
I AQl AQ,
A A
folgt A% < & (1.76)
T T
Wird der irreversible Prozess in ,schmale Bédnder“ im pV-Diagramm zerlegt, so folgt mit
AQ, <0 (Wdarmeabgabe)
6Q
— <0. (1.77)
T

Sei der Kreisprozess in zwei Teile geteilt, Zy — Z, Z — Z; und sei angenommen, dass die
zweite Zustandsdnderung reversibel durchgefiihrt wird, so folgt

Z Zo Z
0>/ 5—Q+/ 5Q“’V=/ 6—Q+S(Zo)—S(Z)
o2 T Jz T T

Zy

Z(SQ
= S(Z2)-S(4) > e (1.78)
z T
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1.8 Der zweite Hauptsatz Thermodynamik

Fiir den Fall adiabatisch abgeschlossener Systeme ist §Q = 0 und es gilt fiir solche irreversible
Prozesse, dass die Entropie zunimmt

S(Z) > S(Zy). (1.79)

Fiir reversible, adiabatische Prozesse gilt das Gleichheitszeichen.
Im Folgenden werden zwei Beispiele fiir Entropiezunahme betrachtet:

Warmeleitung

Gegeben sei ein abgeschlossenes System mit zwei zundchst getrennten Untersystemen der
Volumina V; und V, und Temperaturen 77 > T5. Im thermischen Kontakt geht Warme von
System 1 auf System 2 {iber, ohne dass sich das Volumen @ndert. Der Vorgang ist irreversibel
(CrausIiusS’sches Postulat), nach dem 2. Hauptsatz wird eine Entropiezunahme erwartet. Zu
dessen Berechnung wird ein reversibler Ersatzprozess betrachtet. Dieser ldsst sich so vorstel-
len, dass die Teilsysteme jeweils mit einer Folge von infinitesimal benachbarten Warmeba-
dern in Kontakt gebracht werden, mit denen ein reversibler Warmeaustausch stattfindet.
Im ersten Schritt wird beispielsweise das heilere System bei 77 mit einem Warmebad der
Temperatur T; —dT in Kontakt gebracht, analog dazu fiir das kéltere System bei 7> und ei-
nem Warmebad bei T, + dT. Dabei wird d T so klein gewdhlt, dass der Vorgang als reversibel
gendhert werden kann. Im Ersatzprozess muss das heilere System bei 7; die gleiche Wir-
memenge 6 Qrey abgeben, die das kéltere System aufnimmt. Die Entropiezunahme ist damit

) )
dS=dS; +dS, = — Qrev + Qrev (1.80)
Ty T,
0Qrev
= T, — T») > 0. 1.81
T, (Th —T3) > (1.81)

Sei nun die Entropiedifferenz zwischen Endzustand Sy und Anfangszustand S; explizit fiir
ideale Gase betrachtet. Hier hidngt die innere Energie nur von der Temperatur ab. Fiir das ge-
samte System éndert sich die innere Energie nicht. Die Endtemperatur T ergibt sich daher
aus den anteiligen Stoffmengen

m o
Te=—T1+—T>, n=n;+ny, (1.82)
f n n

wobei angenommen wurde, dass die spezifischen Wérmekapazititen der Gase gleich sind.
Nach (1.66) gilt dann fiir die Entropiedifferenz

S S = mol Tf mol Tf
r=Si=nmcy In—+mcy In—. (1.83)
T T
Weil der Logarithmus eine konkave Funktion ist, gilt
T n T T n T
ln—fz “n=2 und ln—fz—lln—1 (1.84)
T1 n T1 T2 n TZ

und somit Sy > ;. Das Gleichheitszeichen gilt nur fiir Ty = T>.
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1.8 Der zweite Hauptsatz Thermodynamik

Mischung von Gasen

Gegeben sei eine Stoffmenge eines Gases n; in einem Volumen V; und eines anderen Gases
ny im Volumen V5 bei gleichem Druck p und gleicher Temperatur 7. Zunéchst seien die Gase
getrennt, dann wird die Trennwand entfernt, sodass beiden Gasen das Volumen V; + V, zur
Verfiigung steht.

Zur Berechnung der Entropieerzeugung dieses irreversiblen Prozesses wird einem durch
PLANCK formulierten Vorschlag fiir einen Ersatzprozess gefolgt: Die Gase seien in jeweils
einem Zylinder, die ineinander geschoben werden konnen. Die inneren Béden seien jeweils
durchléssig fiir die Gasart des jeweils anderen Zylinders. Durch vollstdndiges Ineinander-

Gas 1 Gas 2

Fig. 4: Mischung von Gasen

schieben werden die Gase gemischt, durch vollstdndiges Herausziehen wieder entmischt.
Dieser Prozess ist offensichtlich reversibel. Zum tatsdchlichen Prozess besteht jedoch ein
wesentlicher Unterschied: Beide Gase behalten ihre Volumina, wihrend im tatsdchlichen
Mischprozess am Ende das Volumen V; + V; zur Verfiigung steht. In dieser Anderung des Vo-
lumens steckt die Entropieerzeugung. Dazu werden gedanklich beide Zylinder auf V; + V,
vergroflert (entlang einer Isothermen) und dann ineinandergeschoben. Die Entropieerzeu-
gung ist folglich

Sf—SiZA51+ASZ

n+V +V
=n-RiIn———2 4+, -RIn——2>0 (1.85)
1 Vs
fiir ideale Gase, bzw. fiir p, T = const.
n+n ny+n
Sf=Si=R|mIn L 2 +n,In L 21, (1.86)
n no

Wird dieses Resultat auf zwei gleiche Gase angewendet, entsteht das GIBBS’sche Parado-
xon: Auch fiir gleiche Gase gilt nach (1.86) vermeintlich Sy — S; > 0. Allerdings entspricht
der Prozess makroskopisch dem Herausziehen einer Trennwand, die ein Gas in einem Volu-
men V; + V5 willkiirlich in die Untervolumina geteilt hat. Dadurch wird offensichtlich keine
Entropie erzeugt (0 Qrey = 0).

Nach klassischer Vorstellung ist die Entropiezunahme dennoch korrekt, da es klassisch vor-
stellbar ist, die Gasmolekiile/Atome aus dem linken/rechten Zylinder zu unterscheiden.
Tatsdchlich tritt die Entropiezunahme jedoch nicht auf, da die richtige mikroskopische Be-
schreibung durch die Quantenmechanik geliefert wird, nach der die einzelnen Teilchen tat-
sdchlich ununterscheidbar sind.

Konkavitat
Der Abschnitt wird abgeschlossen mit einer grundsdtzlichen Betrachtung einer Eigenschaft
der Entropie, ndmlich ihrer Konkavitdt: Eine reelle Funktion f ist konkav im Intervall I € R,
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1.8 Der zweite Hauptsatz Thermodynamik

wenn ihr Graph nicht unter der geraden Verbindung zweier beliebiger Punkte x;, x, € I liegt:
fuxi+A=-0Dx) = tf(x)+A—-0f(x) mit 0<r<I. (1.87)

Ist f auf I zweimal differenzierbar, dann ist sie konkav, wenn V x € I : f”(x) < 0. Da der Lo-
garithmus konkav ist (f"(x) = —x~2 strikt konkav auf R"), ist die Entropie als Funktion von
T und V nach (1.66) strikt konkav.

Die Konkavitdt von S ist allerdings noch weitergehend. Dazu wird der Zustandsraum als
Funktion der inneren Energie U, des Volumens V und der Teilchenzahl N aufgefasst. Sei
X = (U, V,N) eine ,kollektive Koordinate“ im Zustandsraum.

Nun werden 2 Systeme gleicher Substanz der Zustdande X; (U, V1, Ny) und X»(Uz, Va2, N») be-
trachtet. Die zugehorigen Entropien seien S; = S(X;),S2 = S(X2). Werden die Systeme in
Kontakt gebracht, so stellt sich ein neues Gleichgewicht ein. Fiir das abgeschlossene Ge-
samtsystem gilt: X = X; + X,. Nach dem zweiten Hauptsatz gilt:

S(X7) +S(Xp) = S(X;7 + Xo). (1.88)

Da S ebenso wie U, V und N extensiv ist, gilt zudem

(1.89)

1 X1+Xp
E(S(X1)+S(X2))SS( )

Dies entspricht der Konkavitédtseigenschaft (1.87) fiir ¢ = % Da Xj, X> beliebig sind, lassen
sich alle anderen Zwischenpunkte durch Iteration erreichen, beispielsweise fiihrt X, — % (X;+
X,) auf

s + 18(X)<S(3X + 1X) (1.90)
R /R i '

Auf diese Weise lassen sich alle rationalen Werte von ¢ konstruieren. Aus der Stetigkeit der
Zustandsgrof3en folgt dann die vollstindige Konkavitét.
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2 Statistische Grundlagen der Thermodynamik

2.1 Das Grundpostulat der statistischen Physik

Die HAMILTON’sche Formulierung der Mechanik beschreibt die Dynamik von Teilchen mit
Hilfe von Trajektorien im Phasenraum I" gegeben durch die Menge aller Orts- und Impuls-
koordinaten g; und p; mit i = 1,...,F. Hierbei ist F die Zahl der Freiheitsgrade. Fiir einen
Massepunkt ist z. B. F = 3 im Raum. Der Phasenraum I' hat entsprechend 2F-Koordinaten.
Da die Hamiltonischen Bewegungsgleichungen

_0H . oH
opi’ 0qi

qi pi =
erster Ordnung in der Zeit sind, gentigt die Kenntnis aller 2F-Koordinaten zu einem Zeit-
punkt, um die ganze zukiinftige Evolution vorherzusagen.

Die Kenntnis aller (q;(?),...,qr(t); p1(2),..., pr(t)) bestimmt also den Mikrozustand eines
klassischen Systems zum Zeitpunkt ¢.

Fiir makroskopische Systeme von vielen Teilchen tibersteigt F in der Regel die Avogadrozahl,
sodass der Phasenraum entsprechend hochdimensional ist. Fiir die Fahigkeit makroskopi-
sche Systeme zu beschreiben ist die genaue Kenntnis des Mikrozustands offensichtlich un-
wesentlich, sonst hitte es das erste Kapitel nicht gegeben.

Es sollte also eine Makro-Zustandsbeschreibung geben, die die genaue Kenntnis des Mikro-
zustands nicht benétigt. Insbesondere sollte z. B. der Makrozustand nicht vom genauen Zah-
lenwert einer der Phasenraumkoordinaten abhédngen. Das heilst der Phasenraum I" kann sich
auch grob ,gepixelt” vorgestellt werden. Die Pixelgroe ist dabei willkiirlich

Aq;-Ap; = hy, 2.1)

wobei hyg in der klassischen Physik beliebig klein sein darf.

Im 2F-dimensionalen Phasenraum I" hat also eine Phasenraumzelle das Volumen hg .Je klei-
ner hy, desto genauer wird der Phasenraum aufgeldst. Durch die Verpixelung wird der Pha-
senraum in Form seiner Zellen abzdihlbar.

Wihrend die Festlegung von hy in der klassischen Mechanik willkiirlich ist (und der Ma3-
genauigkeit angepasst werden konnte), erhilt mit hy — h, dem PLANCK’schen Wirkungs-
quantum die , Verpixelung“ in der Quantenmechanik eine konkrete Bedeutung im Zusam-
menhang mit der Unschérferelation. Anstelle des Zustandsraumes I" kann zunéchst auch der
Einteilchen-Zustandsraum p eingefiihrt werden, der in d-Dimensionen durch die 2d Koor-
dinaten ¢;, p; eines Teilchens gegeben ist. Auch dieser Einteilchenraum p kann sich als ver-
pixelt gedacht werden. Die Zellen werden durchnummeriert, wodurch angegeben werden
kann, in welcher Zelle sich das Teilchen befindet.

Im Einteilchenraum u kann die Information, welches Teilchen in welcher Zelle ist gezielt auf-
gegeben werden und lediglich angegeben werden, wie viele Teilchen in einer Zelle sind.

Dies entspricht einer Besetzungszahldarstellung (dhnlich der Quantenmechanik).

Wird der Zusammenhang zwischen dem N-Teilchenzustandsraum I' und dem Einteilchen-
Zustandsraum p am Beispiel eines idealen Gases, d. h. mikroskopisch einem System von N-
Teilchen (nicht wechselwirkend, punktf6rmig) im Volumen V mit Gesamtenergie U konkre-
tisiert. Die Zustandsgrollen {U, V, N} beschreiben das System makroskopisch.
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Mikroskopisch besitzt das i-te Teilchen den Impuls p;, die Ortskoordinate g; und muss im
Volumen V liegen. Neben letzter Einschrinkung an g; ist p; in seiner Richtung nicht einge-
schrinkt, es gilt lediglich fiir die Gesamtenergie

U=) —. 2.2)

Der Einteilchenraum p ist also das Produkt aus V und demjenigen Teil des Impulsraums,
der kompatibel mit (2.2) jedem Teilchen zur Verfiigung steht, d. h. u ist 6-dimensional und
p kann sich unterteilt in Zellen des Volumens h; vorgestellt werden. Jedes Teilchen besetzt
also eine solche Zelle in y, alle N-Teilchen sind auf die Zellen in p verteilt (wobei jede Zelle
mehrfach besetzt sein kann).

Der N-Teilchenzustandsraum I' ist mathematisch nun das direkte Produkt aus N Einteil-
chenrdumen p, wobei jeder Faktor p nur einmal besetzt ist. I besteht aus Zellen des Volu-
mens th .Jedes durch {U, V, N} bestimmte System wird genau eine Zelle in I" besetzen.
Eine (gedachte) Menge mikroskopischer Systeme, die alle zum gleichen makroskopischen
Zustand {U, V, N} gehoren, wird Ensemble genannt.

Das Entscheidende in der Thermodynamik ist nun nicht mehr nach den Details des Mikro-
zustands zu fragen, sondern nur noch danach, welche Zellen mit den makroskopischen Zu-
standsgrofien (allgemein {y;}) vertréglich sind. Es ldsst sich nicht fragen: ,In welcher Zelle
von I sitzt das System?“, sondern: ,In welchen Zellen von I' kann das System bei gegebenen
{y;j} sitzen?*.
Wihrend die Antwort auf die erste Frage genau eine bestimmte Zelle sein muss, erfiillen in
der Regel eine sehr grof3e Zahl von Zellen das Kriterium fiir die zweite Frage. Es wird dabei
von den zugdnglichen Mikrozustdnden gesprochen.
Letztere bilden ein Ensemble von makroskopisch gleichartigen Systemen, die durch Mes-
sung von {y;} nicht unterscheidbar sind.
Ohne weitere mikroskopische Messung ldsst sich allenfalls versuchen, Wahrscheinlichkeiten
pn fiir den Aufenthalt in einem bestimmten Mikrozustand n anzugeben, bzw. die mittlere
Anzahl

N,=pn-N (2.3)

von Mikrozustidnden 7 in einem Ensemble aus N Systemen. Es gilt1 =3, p,.
Diejenigen Systeme, bei denen sich die p, zeitlich nicht &ndern werden Systeme im Gleich-
gewicht genannt.

Grundpostulat der Statistischen Physik Die statistische Physik wird nun axiomatisch
auf folgendem Grundpostulat aufgebaut:

Abgeschlossene Systeme im Gleichgewicht, deren innere Energie konstant bleibt, halten sich
mit gleicher Wahrscheinlichkeit in jedem der ihnen zugdnglichen Mikrozustinde auf.

Die zu einer inneren Energie U gehorige Anzahl von zugédnglichen Mikrozustdnden wird mit

QU) (mikrokanonische Zustandssumme)
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2.1 Das Grundpostulat der statistischen Physik Thermodynamik

bezeichnet. Fiir eine gegebene HAMILTON-Funktion H(q, p) gilt

1 F
QWF—?/HmM%5W%m—m
h() i=1
::/dF6[H(q,p)—U] (2.4)

mit dem Phasenraum Integralmald

1 F
dr = _Fl_[dqldpl (2.5)
ho i=1

Hier gibt es einen Widerspruch zur Diskretisierung im Phasenraum. Diese Diskretisierung durch
Zellen mit Volumen hy pro Freiheitsgrad bedeutet streng genommen auch eine implizite , Verpixe-
lung“ der Energie U. Um dieser induzierten Unschérfe gerecht zu werden, kann anstelle der Dirac-6-
Funktion in (2.4) eine um U herum ,verschmierte“ §-Funktion verwendet werden, die der Diskreti-
sierung im Phasenraum angepasst ist. Notation: d sy um 6 U ausgeschmiert.

Wahrscheinlichkeit und Erwartungswert In (2.4) wurde bislang nur die innere Ener-
gie vorgegeben. Nun kann noch die Wahrscheinlichkeit dafiir angegeben werden, dass eine
weitere Zustandsgrole y; des makroskopischen Zustands einen bestimmten Wert annimmt.
Der Einfachheit halber werden die moglichen Werte von y; (z.B. Volumen, Teilchenzahl)
durch einen diskreten Index k als abzdhlbar gedacht. Mit dem statistischen Grundpostulat
folgt dann, dass die Wahrscheinlichkeit, dass der Werte y; » angenommen wird, gegeben ist
durch

QU; yj,k)
P(yi) = ———— 2.6
(¥j,k) Q) (2.6)
wobei Q(U; yj «) die Anzahl der Zustédnde mit gegebenen U und y;  angibt.
Wegen QU) =)_QU; yj ) (2.7)
k
folgt ) P(yjx) =1. (2.8)
k
Entsprechend folgt fiir den Erwartungswert der Zustandsgrole
_ Vik2U;yi k)
Ji= L VikPy0 =2 = (2.9)
k

= Q)

Im Folgenden soll das Verhalten von Q(U) am Beispiel des idealen Gases abgeschéitzt wer-
den. Es gilt
- Pi

U = Exin + Epot = Exin =
kin pot kin i:12m

(2.10)

Das Gleichheitszeichen bei (*) setzt voraus, dass keine Wechselwirkungen zwischen den
Teilchen auftreten. Die Anzahl der zugédnglichen Mikrozustdnde ist nach (2.4)

mm:/ﬁ%MM%m4n (2.11)
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2.2 Aspekte phdnomenologischer Thermodynamik - mikroskopisch betrachtet

wobei sich die § Funktion um 6 U ausgeschmiert gedacht wird. Die Ortsraumintegration in
dr = % Hﬁ\i ,dqgidp; liefert fiir jedes Teilchen
0

/dqldquqg =V, (2.12)

d.h. fiir N-Teilchen den Faktor VN, Q(U) steigt also fiir makroskopische Teilchenzahlen ex-

trem steil mit dem Volumen V an.

Wird nun als Hilfsgroe ®(U) als die Anzahl der Zustdnde mit Energie < U betrachtet, dann

gilt

0d(U)
ou

Mit Blick auf (2.10) definiert die Energie U einen maximalen Impuls

N p?
Do = Zzp—r;l-\/Zm:\/ZmU. (2.14)
i=1

Trage ein Teilchen die gesamte Energie (alle anderen wéren in Ruhe), hétte es diesen maxi-
malen Impuls.

Im Raum aller moglichen Impulse miissen die Zustdnde innerhalb einer Kugel um den Ur-
sprung mit Radius pmay liegen. Im N-Teilchenraum hat diese Kugel ein Volumen o pZ .., (F =
3N). Wegen des Grundpostulats sind alle Zustdnde innerhalb der Kugel gleichwahrschein-
lich, wenn die Energie < U sein darf, d. h.

QU)=dU+0U)-d(U) = SU+a(6U?). (2.13)

o) VNpE =vNemu)t', (2.15)

Es folgt mit (2.13)

F
Q) VNEZm(ZmU)§_16U 2.16)

= 3N
=4 VN72m(2mU)%‘15U.

D.h. Q(U), die Anzahl der zugéinglichen Mikrozustidnde ist proportional zum verallgemei-
nerten Flacheninhalt einer Kugeloberfliche im Phasenraum, bzw. zum Volumen der ent-
sprechenden Kugelschale mit Dicke dU, proportional zu Teilchenzahl « F und nimmt fiir
grol3e Teilchenzahlen extrem steil mit U zu.

2.2 Aspekte phanomenologischer Thermodynamik -
mikroskopisch betrachtet

Die mikroskopische Betrachtungsweise erlaubt eine neue Art der Unterscheidung von Wir-
me und mechanischer Arbeit im ersten Hauptsatz.

Dazu wird nochmals (2.10), d. h. die Energie eines idealen Gases betrachtet. Bislang wurde
das System rein im zur Verfiigung stehenden Volumen V betrachtet. Innerhalb gilt fiir die
potentielle Energie Epoc = 0. Allerdings kann die Einschrinkung auf das zur Verfiigung ste-
hende Volumen auch als Potentialstufe unendlicher Hohe verstanden werden.

0 firgeV
Epot = . (2.17)
oo firqgeV.
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2.2 Aspekte phdnomenologischer Thermodynamik - mikroskopisch betrachtet

In dieser globalen Betrachtung wird V' zum Parameter in der HAMILTON-Funktion.
Allgemein kann die HAMILTON-Funktion, die die mikroskopische Bewegung steuert, abhin-
gig von dulleren Parametern sein, die im Folgenden mit a bezeichnet werden sollen (z. B.
a = V|volumen, 0der Starkeparameter von elektrischen, magnetischen oder gravitativen Fel-
dern etc.). a kann also Parametern entsprechen, die keine Zustandsgrof3en sind, kann aber
auch ZustandsgroBen entsprechen wie a = V, sofern sie die HAMILTON-Funktion direkt be-
einflussen. Es ist wichtig festzuhalten, dass es jedoch auch Zustandsgro3en gibt, die keine
Parameter der HAMILTON-Funktion sind, wie z. B. Temperatur T und Druck p. Letztere kom-
men erst als kollektive Eigenschaft eines Systems mit vielen Freiheitsgraden zustande.

Im Allgemeinen fiihrt eine Anderung eines solchen Parameters a nicht nur zur Anderung
der mikroskopischen Dynamik (da H = H, von a abhingig ist), sondern auch zur Anderung
makroskopischer ZustandsgréRen. Dies ist unmittelbar einsichtig fiir den Fall a = V und
entsprechenden Volumendnderungen des makroskopischen Systems: Eine Volumenvergro-
Berung verrichtet Arbeit an der Umgebung, entsprechend @ndert sich die innere Energie. Fiir
ein adiabatisch isoliertes System gilt

AU =-AW (2.18)

fiir den Fall a = V, wobei A,U die Anderung von U bezeichnet, die mit der Anderung von a
einhergeht.

Nach dem 1. Hauptsatz ist bereits bekannt, dass (2.18) fiir jedes adiabatisch isolierte System
gilt, d. h. die Anderung der inneren Energie ist mit der vom System verrichteten Arbeit ver-
kntipft. Gleichung (2.18) gilt also fiir beliebige Parameter a, nicht nur fiira=V.

Damit ist also die vom System verrichtete Arbeit verkniipft mit einer parametrischen Ande-
rung der mikroskopischen HAMILTON-Funktion.

Wird nun die Einschrankung auf adiabatisch isolierte Systeme aufgegeben, kann sich die in-
nere Energie durch Zufiihrung von Warme dndern

AU = AU +AQ. (2.19)
Mit (2.18) folgt der erste Hauptsatz in seiner bekannten Form
AU =AQ—-AW. (2.20)

Damit kann aber nun die Wirmednderung AQ als der Teil der inneren Energie identifiziert
werden, dessen Anderung nicht mit der Anderung von duferen Parametern der Hamilton-
Funktion einhergeht.

Nun wird nochmals die Anderung der HAMILTON-Funktion durch einen dueren Parameter
betrachtet

OHq,p)
dHgp = ———da. 2.21
(@,p) 9a ( )
Das System reagiert auf die (quasistatische) Anderung, in dem es die Arbeit
0Hq,p)
SW = -—"da:= X(qpda (2.22)

verrichtet. Hier wurde die verallgemeinerte Kraft X4, eingefiihrt (,Arbeit = Kraft x Weg").
Wihrend die linke Seite eine makroskopische (Prozess-)GroRe ist, bezieht sich die rechte Sei-
te auf die mikroskopische Beschreibung, die im Detail nicht bekannt ist. Um nun auch rechts
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2.2 Aspekte phdnomenologischer Thermodynamik - mikroskopisch betrachtet

zu einer effektiv makroskopischen Beschreibung zu gelangen, wird sich ein Ensemble vieler
gleichartiger Systeme mit gleichen bzw. sich in derselben Weise &ndernden Zustandsgréen
vorgestellt und der Erwartungswert

1
X:=(Xg,p» = ﬁ /dré[H(q,p —UlXg,p) (2.23)

betrachtet. Das heif3t, es wird {iber alle mikroskopisch méglichen Realisierungen von X4, )
mit gleicher Wahrscheinlichkeit gemittelt (Grundpostulat). Der Erwartungswert ist mit dem

1 —
Faktor o auf 1 normiert:

1
1) = ﬁ\/dra[H(q,p ~Ul=1. (2.24)

J/

Q)

Mit anderen Worten: ﬁ ist die Wahrscheinlichkeitsdichte im Phasenraum. Es ergibt sich
fiir die gemittelte verallgemeinerte Kraft

X=-(—)=— dr “ O6[H, -U 2.25
< da > Q) / oa CMHap Ul (2.25)

= | @Pg, 2.26
/ 0a H ( )

r

wobei im letzten Schritt das Wahrscheinlichkeitsmafs du im Phasenraum als Abkiirzung ein-
gefiihrt wurde, bei dem fiir abgeschlossene Systeme iiber ,Flichen“ konstanter Energie in-
tegriert wird.

Als Beispiel wird das ideale Gas in einem wiirfelformigen Kasten mit Seitenldnge L, d.h.
V = I3 betrachtet. Mikroskopisch ist das ideale Gas durch wechselwirkungsfreie Massepunk-
te definiert. Um die Zustdnde leichter abzdhlen zu kénnen, wird eine quantenmechanische
Betrachtungsweise fiir Teilchen im Potentialtopf mit unendlich hohen Wéanden verwendet.
Die Energieeigenwerte sind dann:

h2k?

. /2 3
E, = 2mn mit k,, = T ne NG- (2.27)

Mit Blick auf (2.22) bis (2.25) wird berechnet, wie sich die Energieeigenwerte dndern, wenn
sich das Volumen V(= a) dndert:

OE, O, dky 0L _(hzkn)( kn)( L) (2.28)
oV ok, 0L aV _\ m L J\3v '
2 E,
__2En (2.29)
3V

Da E,, bereits die Energieeigenwerte bezeichnet, gilt

/dFEn5[H—U]:U/dF5[H—U],
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2.2 Aspekte phdnomenologischer Thermodynamik - mikroskopisch betrachtet

sodass fiir die verallgemeinerte Kraft

o0H 20 1
X:—<—>:+——— dT' 6[H - U] (2.30)
oV 3V QW)
Q(U)
2U
N (2.31)
3V

folgt. Die physikalische Bedeutung dieser verallgemeinerten Kraft folgt aus der Uberlegung,
dass es diejenige Grolle sein muss, die das System einer Volumendnderung entgegenhilt,
niamlich der Druck p. Somit ergibt sich aus dieser mikroskopischen Uberlegung der makro-
skopische Zusammenhang

2U
=——, (2.32)
3V
Bei Verwendung der Zustandsgleichung folgt
3 3
Uzsz:ENkBT , (2.33)

was bereits dem Gleichverteilungssatz (siehe spdter) fiir ein System mit 3 Freiheitsgraden
entspricht.

Wie iibersetzt sich (Ir-)Reversibilitdt in die mikroskopische Betrachtung?

Betrachtet werden dazu zwei Teilvolumina V; und V> eines mit Gas gefiillten Volumens, die
durch eine thermisch isolierende Wand getrennt seien und sich separat im Gleichgewicht
befinden.

%1 %)

Alle Winde, Isolierungen, etc. stellen Zwangsbedingungen an das System dar (,Hemmun-
gen"). Diese schranken die Zahl der moéglichen Mikrozustidnde ein. Wird nun die Arretierung
der Trennwand gel6st, so entféllt eine Hemmung und die Zahl der méglichen Mikrozustdnde
des Gesamtsystems kann sich nur erh6hen,

Qfinal = Qinitials (2.34)

weil das System durch den Wegfall von Hemmungen sicher nicht eingeschréankt ist. (Haben
die Teilvolumina unterschiedliche Driicke, wird sich die Wand verschieben. Die Zahl der Zu-
stdnde in einem Teilsystem mag sich ggf. verkleinern, die des Gesamtsystems plausibler Wei-
se nicht.)

Nachdem durch den Wegfall der Hemmungen sich das System gedndert hat (z. B. Trenn-
wand verschoben), wird es nicht mehr von selbst in den Anfangszustand zuriickkehren. Da-
zu miisste es sich spontan aus den neu zuginglichen Mikrozustdnden zuriickziehen.
Gleichung (2.34) erlaubt so eine mikroskopische Klassifizierung von (ir-)reversiblen Prozes-
sen:
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2.2 Aspekte phdnomenologischer Thermodynamik - mikroskopisch betrachtet

Eine durch Wegfall von dufSeren Hemmungen veranlasste Zustandsdnderung ist reversibel,
wenn sich die Zahl der zugdnglichen Mikrozustdnde nicht éindert, und irreversibel, wenn die-
se Zahl zunimmdt.

Um dies quantitativ zu fassen, wird das Phasenraumvolumen fiir Zustdnde mit innerer Ener-
gie < U betrachtet. Die zugehorige Funktion istin (2.13) bereits mit ®(U) bezeichnet worden.
Andert sich U und ein dulRerer Parameter der HAMILTON-Funktion, so dndert sich ®(U) ge-

mald
o) 0D

d=— —da. 2.
d 0UdU+ g da (2.35)
Nach (2.13) gilt
o _ Q) (2.36)
oUu ’ '

d. h. die Ableitung von ® ergibt das Phasenraumvolumen (,,Flicheninhalt“) der Energiescha-
le bei U. Mit Hilfe der Stufenfunktion ©(x) ldsst sich ® schreiben als

®U,a) = /dFG)[U—H(q,p)]. (2.37)
Es folgt (,0'(x) = 6(x)“)
0P _ /dF(S[H U] oH _ Q) <6H> (2.38)
da (@.p) da da/’ ’
bzw. 50 .
(2.36)
—=XQWU) = X—. 2.39
50 ) Y7, ( )
Fiir adiabatische Prozesse ergibt sich nach (2.22) die Beziehung
du = -sw “2? _xda. (2.40)

Einsetzen von (2.39) und (2.40) in (2.35) liefert

0o 0o
dd= — dU +—da=0. (2.41)
ou “—~~ 0a
v (zéo)—Xda \V_.J
(ZﬁG]Q (229)XQ

bei adiabatischen Prozessen.

Diese Uberlegung setzt voraus, dass die Ableitungen g—?} und g% tiberhaupt existieren. Dies ist
bei irreversiblen Prozessen nicht mehr der Fall, wie am GAY-LUSSAC-Versuch deutlich wird.
Das Herausziehen der Trennwand verdndert das zugédngliche Phasenraumvolumen sprung-
haft, d. h. in nicht-differenzierbarer Art und Weise.

= Bei adiabatisch-reversiblen Prozessen bleibt das Phasenraumvolumen konstant, bei adiabatisch-
irreversiblen Prozessen wdchst es an.

Der Abschnitt wird mit einer grundsitzlichen Uberlegung zum Zusammenhang zwischen
makroskopischen Zustandsgrofen und mikroskopischen Wahrscheinlichkeiten geschlossen:
Seien die Zustandsgroflen eines Systems zunéchst auf Werte {y;} = {y o j} eingestellt. Nun
entfalle eine Hemmung, so dass die Zahl der zugédnglichen Zusténde ansteige Q ¢ > Q.
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2.3 Statistische Definition der Temperatur Thermodynamik

Die Wahrscheinlichkeit, fiir eine ZustandsgroB8e y; nun einen bestimmten Wert y; zu mes-
sen, muss nun proportional zur Zahl der zugédnglichen Zusténde sein, bei denen y; den Wert
yj annimmt

Py ~Qplyi =75, (2.42)

weil im Gleichgewicht alle zugédnglichen Mikrozustidnde gleichwahrscheinlich sind.

In einem (gedachten) Ensemble gleichartiger solcher Systeme wird am hdufigsten der Wert
fir y; gemessen, der mit der grofSten Zahl zugédnglicher Mikrozustdnde vertréglich ist. Dar-
aus ldsst sich folgern, dass sich die Zustandsgroflen in einem abgeschlossenen System auf
die Werte einstellen werden, die die Anzahl der zugelassenen Mikrozustdnde maximieren.
Aus dem statistischen Grundpostulat folgt das Extremalprinzip:

Im Gleichgewicht eines abgeschlossenen Systems werden sich diejenigen makroskopischen Zu-
standsgrofsen einstellen, die die Anzahl zugédnglicher Mikrozustdnde maximieren.

2.3 Statistische Definition der Temperatur

Im ersten Kapitel und im 0. Hauptsatz wurde die Temperatur als eine Aquivalenzrelation
zwischen Systemen kennengelernt. In dhnlicher Weise wird die Temperatur auch in der mi-
kroskopischen Betrachtung wiedergefunden.

Es wird ein Gesamtsystem mit innerer Energie U bestehend aus zwei Teilsystemen der Ener-
gie U; und U, betrachtet.

dh U=U;+U, bzw. U, =U-U;.

Beide Teilsysteme seien gegeniiber der Umgebung abgeschlossen. Seien die Teilsysteme zu-
nédchst voneinander isoliert und jeweils im thermischen Gleichgewicht mit den inneren Ener-
gien U; und U — U;. Im Sinne des vorhergehenden Abschnitts ist U; fiir das erste Teilsystem
fest (d. h. eine Hemmung) und bestimmt die Zahl der moglichen Zustédnde fiir dieses Teilsys-
tem Ql (Ul)

Werden nun beide Teilsysteme in thermischen Kontakt gebracht, sodass innere Energie aus-
getauscht werden kann, so entféllt eine Hemmung fiir das erste Teilsystem, d. h. es wird er-
wartet, dass die Zahl der méglichen Zustdnde insgesamt steigt. Um die Gesamtzahl der Zu-
stdnde zu bestimmen, miissen beide Teilsysteme betrachtet werden

QU) =Q(U) -Q(U>)
=QU) - QU - Uy). (2.43)

Nach dem Extremalprinzip wird eine Aufteilung der Gesamtenergie U auf die Teilsysteme
erwartet, dass Q(U) maximiert wird. In (2.16) wurde gezeigt, dass die Zahl der zugédnglichen
Mikrozustinde mit U extrem steil anwéchst. Qualitativ ergibt sich aus (2.43) das folgende
Bild.
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2.3 Statistische Definition der Temperatur Thermodynamik

— Q1 (Uy)
— QU -Uy)
— Q1 (U1) - QU -Uh)

Phasenvolumina Q, Q>

innere Energie U;

Fig. 5: Zwischen zwei gemeinsam abgeschlossenen Systemen stellt sich ein Gleichgewicht ein, sodass
das Produkt der Phasenraumvolumina maximiert wird.

Das Produkt in (2.43) wird also fiir 0 < U; < U ein Maximum haben, das den Gleichgewichts-
zustand charakterisiert. Da Q; und Q, extrem steile Kurven sind wird das Maximum entspre-
chend scharf sein. Da die ; sehr groe Zahlen sind, ist es zweckméallig, den Logarithmus zu

betrachten
InQU) =InQ,(Uy) +1InQ, (U — Uy). (2.44)

Da der Logarithmus eine streng monotone Funktion ist, stimmen die Extrema von (2.43) und
(2.44) tiberein. Der Wert von U; im Gleichgewicht ergibt sich also aus

0lnQ 90lnQ;(U") 0lnQ, (U
0= _ e el , (2.45)
aUl aU/ U'=U1 aU/ U’=U—U1
Mit der Definition:
ﬂwy_mmuW) (2.46)
AU yey '

folgt fiir das Gleichgewicht

p1(U1) = B2(U - Uh). (2.47)

Die GroRe B(U) ist also ein Kandidat fiir eine Aquivalenzrelation. Wird nun diese GréRe am
Beispiel des idealen Gases betrachtet. Nach (2.16) gilt

_0lnQ s Uz FolU _F 0.48)
S oU T oU T2 0U 2U '

‘N 1
. fTﬁ mitF=f-N. (2.49)

p

(*) Faktoren werden im Log zu additiven Konstanten, die beim differenzieren wegfallen.
fallt also mit wachsender innerer Energie, wiahrend fiir die Temperatur phdnomenologisch
das Umgekehrte gilt. Es ist also naheliegend  ~ % zu vermuten. Da [f] = (Energie) !, wird
eine Konversionskonstante bendtigt fiir die Umrechnung von Joule in Kelvin. Eine solche
wurden bereits in Form der BOLTZMANN-konstante in (1.20) formuliert. Es zeigt sich, dass
die Wahl des Zusammenhangs

g= (2.50)
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2.3 Statistische Definition der Temperatur Thermodynamik

nicht nur sinnvoll ist, sondern auch die phinomenologische mit der spater folgenden statis-
tischen Definition der Entropie in Einklang bringt.

Nebenbemerkung: Die mit (2.46) gefundene statistische Definition der reziproken Temperatur bringt
auch eine scheinbares Paradoxon mit sich: Zwar wird in der Regel Q mit U sehr steil zunehmen, so-
dass fund T > 0. Allerdings gibt es auch Systeme mit beschrdnkten Energiespektren, bei denen die
Zahl von zugédnglichen Zustdnden mit U abnimmt (Besetzungsinversionen bei Lasern oder endlichen
Spinsystemen). Typischerweise verhilt sich 8(U) dann wie im folgenden Bild dargestellt.

B T

Fig. 6: Fiir Systeme, wo die Anzahl méglichen Zustdnde mit steigender innerer Energie U kleiner wird,
so ldsst sich eine negative Temperatur definieren.

Negative Temperaturen ergeben sich dann jenseits eines Pols als Funktion von U, d.h. Systeme mit
T < 0 enthalten typischerweise mehr innere Energie als bei T > 0. Werden solche Systeme mit 7 < 0
in Kontakt mit T > 0-Systemen gebracht, flieBt folglich Warme vom T < 0—System ins T > 0—System.

Gleichung (2.49) besagt
Ung@.ﬂ (2.51)

d. h. jeder Freiheitsgrad der einzelnen Teilchen tragt = %kB T zur inneren Energie bei. Diese
Aussage wird spéter im Gleichverteilungssatz nochmal auftauchen.

Nun sollen nochmal die beiden oben angesprochenen Teilsysteme betrachtet werden unter
der Annahme, dass die Systeme schon infinitesimal am gemeinsamen Gleichgewicht sind.
Werden sie in Kontakt gebracht, folgt nach dem Extremalprinzip

0< anﬁnal —1In Qinitial = (h‘lQl,f + lnﬁg,f) — (h‘lQl'i + anZ,i)

_On@y o OmU)
B ou’ Ul,m_l’f __.zl'l ou’ Uz,zx_z’f __.42'1
=6Q =-6Q
=(f1—B2)60Q (2.52)

(weil W = 0 per Konstruktion). 6 Q stellt die Warmemenge dar, die ins System 1 flief3t. Das
System 1 kann also Warme aufnehmen 6 > 0, wenn ; — 8> > 0, also wenn mit 77 < T» das
System kélter System 2 ist.

Wirme flie3t also auch nach der mikroskopischen Definition vom wiarmeren zum kélteren
System, was die Konsistenz mit der phdnomenologischen Thermodynamik verdeutlicht.
Zum Abschluss sollen noch die Eigenschaften des Maximums von Q(U) bei U; = Upax un-
tersucht werden. Am Maximum gilt fiir die , Krimmung“ von InQ

0%InQ

A= ———=
oU? |y,

> 0. (2.53)

Unmax

31



2.3 Statistische Definition der Temperatur Thermodynamik

In der Ndhe des Maximums gilt also mit AU = U — Upax
Ao 3
InQ(U) :an(Umax)+,BAU—EAU +o(AU”). (2.54)

Wird die Entwicklung fiir (2.43) ausgefiihrt, ergibt sich

InQU) =In(Q; (U1) - Q2(U - U1))
=In(Q1 (Umax) - Q2(U = Umax)) + (1 — B2)AU

_h +A2AU2+0(AU3). (2.55)

Im Gleichgewicht gilt 8, = 2. Zudem soll 1:= 1, + A, gelten:
A2 3
In(Q(U, Uy)) =InQ(U, Umax)—EAU +0(AU”)
A
bzw. QU Uy) = Q(U, Upay) €Xp (—E(U1 - Umax)z). (2.56)

In der Ndhe des Maximums hat Q(U, U;) als Funktion von U; eine GAUSS-Form. Die Breite
der GAauss-Funktion ist

_1
o 1 _( Ozan) 2 (2.57)
=" PYie - .
Fiir das ideale Gas folgt mit (2.49)
op F /2
A = - — ~ >0 =< — U . 2'58
Die relative Abweichung der Energie U; vom Maximum Upax ist somit
U - U, o 2
| 1 maxl ~ ~ ) (2. 5 9)
Unmax Unmax F

was bei einer groflen Zahl von Teilchen typischerweise weit jenseits der Messgenauigkeit
liegt.

Im thermischen Gleichgewicht wird ein makroskopisches System mit grofser Genauigkeit die
Energie einnehmen, die dem Maximum von ) entspricht. Im ,thermodynamischen Limes*
F — oo verschwinden maogliche Abweichungen vom Maximum vollig.

Eine weitere Konsequenz ergibt sich aus dieser Betrachtung: Das Extremum ist nur dann ein

Maximum, wenn
0 1 oT
A= _9b >0, d.h. —
ou ks T? 0U
Im Gleichgewicht muss also die Temperatur eines Systems mit der inneren Energie zuneh-
men.

> 0. (2.60)
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2.4 Statistische Definition der Entropie Thermodynamik

2.4 Statistische Definition der Entropie

Das Verhalten der Zahl zugédnglicher Mikrozustdnde , die bei adiabatisch-reversiblen Vor-
giangen gleichbleibt und bei irreversiblen Vorgdngen zunimmt, erinnert bereits an die Entro-
pie. Allerdings ist die Entropie extensiv, d. h. additiv bei Zusammenfiigung von Teilsystemen,
wihrend Q multiplikativ ist.

Dies schlégt die Verkniipfung durch einen Logarithmus vor. Zundchst wird vermutet

5=Fyhna), 26

wobei kg fiir die richtige Dimension % sorgt. Beide in (2.51) steckende Vermutungen,

dass S ~ kg und dass S ~ InQ ist, sollen nun getestet und verifiziert werden.
Gleichung (2.61) macht bereits klar, dass Entropie weniger als Maf3 fiir Unordnung als viel-
mehr als Mal fiir Realisierungsmoglichkeiten (,Gestaltenfiille) betrachtet werden sollte.
Mit Gleichung (2.48) und (2.50) ergibt sich bereits
1 08 1 0lnQ
T U’ (kBT_ oU )
Diese Beziehung ist in der Tat mit dem phdnomenologischen Relationen fiir das ideale Gas,
S(T) = uc‘,,nOl In Tlo, dU = nc‘,}“’ldT, vertraglich und bestétigt somit die Wahl von kg als Pro-
portionalitdtsfaktor in (2.61).
Ebenfalls die Betrachtungen zum Zusammenhang zwischen Irreversibilitdt/reversibilitdt und
der Zunahme/Enthaltung der Zahl der zugédnglichen Mikrozustdnde bedeutet fiir (2.61)

AS =0, (2.63)

(2.62)

im Einklang mit dem 2. Hauptsatz.
Wird nun ein System betrachtet, das mit seiner Umgebung keine Arbeit austauscht 6W = 0.
Bei einer Zustandsdnderung gilt also dU = 6 Q und mit (2.61):

ds = a—SdU = d—U = 6—Q (2.64)

ou T T

Dies stimmt mit dem Zusammenhang zwischen der phdnomenologisch definierten Entro-
pie, der Warme und der Temperatur bei reversiblen Zustandsdnderungen iiberein.
Es soll nun gepriift werden, ob der Zusammenhang auch allgemeiner bestehen bleibt, wenn
ein System auch Arbeit austauscht. Mikroskopisch bedeutet letzteres, dass ein Parameter a
der HAMILTON-Funktion verdndert wird:

B 1 0Hg,p)
SW = Xda, X=-= [ dr—225[H-U] (2.65)
Q 0a

mit der verallgemeinerten Kraft X bei gegebener inneren Energie U, d.h. X = X (U).

Es wird nun die Anderung von Q unter Variation von a betrachtet, d. h. zunéchst wird sich
nur auf den Austausch von Arbeit dU = —6W beschrankt. Wird a gedndert, werden einige
Zustdnde aus der Energieschale zwischen U und U + 6 U austreten, andere eintreten. Die
Anzahl der Zustdnde pro Energieeinheit ist %.

Die am inneren Rand der Energieschale eintretende Zahl der Zustédnde ist folglich

ou ou
__ QX
ou

dQi(U) =+ (g) dU = - (2) X(U)da
(2.66)
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2.4 Statistische Definition der Entropie Thermodynamik

Q
dQ_
dQ.,
U U+dU

Die am dulleren Rand austretenden Zustande sind

Qs
oU
QX
__ ( JWU+8U) da
ouU

dQ_(U):—( )X(U+5U)da

(2.67)

(Nebenbemerkung: Je nach Vorzeichen der Kraft X wechseln die Begriffe ,eintretend“ und
»austretend“ ihre Bedeutung.)
Die im gesamten sich dullernde Zahl der Zustdnde ist

dQ(U) =dQ; —dQ-

_[QX)w+sv) — QX))
= 50 da (2.68)

sU—0 0(QX)(U)
= ———da
ou

Es folgt fiir die Anderung von Q mit a:

oQ = 0(2X) = Xa—Q + QG—X (2.69)
oa ou ou ou
Fiir Systeme mit sehr vielen Freiheitsgraden ist Q ~ U %, d. h. der erste Term in (2.69) isti.d.R.
um einen Faktor % groRer als der zweite. In sehr guter Ndherung (exakt im thermodynami-
schen Limes) gilt:
0 00
da T oU
Die Anderung der Phasenraumvolumens mit a ist also proportional zu der mit der Energie;
die verallgemeinerte Kraft ist der Proportionalitdtsfaktor.

(2.70)

N 10Q L1 0Q
Qda QU

- 0lnQ _ Xaan (2.48)
oa ou

(2.71)

BX

mit der inversen Temperatur g.
Nun sollen allgemeine Anderungen (sowohl Arbeits- als auch Warmeaustausch, bzw. mikro-
skopisch unabhingige Anderungen von a und U) zugelassen werden. Es gilt:

dInG = 61nQdU+ 0lnQ

. 2.72
oU 5a 4 (2.72)
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2.4 Statistische Definition der Entropie Thermodynamik

Unter der Voraussetzung, dass alle Ableitungen existieren folgt

1
dlnQ = BdU + fXda = ——=(dU + Xda)
kgT

bzw. nach Multiplikation mit kg T":
TdS=dU+oW =6Q. (2.73)

Der Zusammenhang zwischen Entropiednderung und ausgetauschter Warme bleibt also auch
in der mikroskopischen Betrachtung bestehen, wenn Arbeit ausgetauscht wird. Die obige
Existenzforderung an die Ableitung ist gleichbedeutend mit der Forderung, dass der Arbeits-
austausch quasistatisch verlaufen soll.

Zusammenfassung Mit S = kgInQ erweist sich die Entropie als ein (logarithmisches) Maf§
fiir die Anzahl der Mikrozustidnde, die einem abgeschlossenen System bei gegebener Ener-
gie und festen makroskopischen Zustandsgréofen zugdnglich sind. Durch den Logarithmus
wird die Entropie additiv (extensiv) und konkav.

Entsprechend erhilt der zweite Hauptsatz eine statistische Deutung:

Physikalische Systeme entwickeln sich spontan so, dass das ihnen zugidngliche Phasenraum-
volumen nicht abnimmt.

Wihrend in der Quantenmechanik eine natiirliche (eindeutige) Wahl fiir die Gro3e der Pha-
senraumzellen mit h( = h existiert, bleibt in der klassischen Betrachtung h eine willkiirliche
Wahl. Damit hidngt auch Q direkt von der Wahl von A ab. Es gilt:

F
[[dq:dp:61U - H]
i=1

F

A
] idp;SlU—-H (2.74)

AN
=22 Q.
(ho) iy

Qp, = —
0 hog

Entsprechend ist die Entropie in der klassischen Betrachtung nur bis auf eine endliche Kon-
stante bestimmt:

/

h
Shy = kg InQp, = kglnQyy + kBgrlnh—O
0

h(’) (2.75)
= Shl + kpFIn—
0 hO
[ —
const.

Da in der phdnomenologischen Thermodynamik nur Entropieunterschiede eine Rolle spie-

len, ist diese Mehrdeutigkeit in der Regel ohne Bedeutung.
Allerdings ist es auch in der klassischen Betrachtung plausibel, dass mit abnehmender in-
nerer Energie und Temperatur nur ein (oder wenige) Zustdnde zugédnglich bleiben, so dass
InQ — 0 streben sollte. Dies schldgt vor, die willkiirliche Konstante in (2.75) so zu wihlen,

dass

|S—0fiir T—0]. (2.76)
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2.4 Statistische Definition der Entropie Thermodynamik

Da dies in der klassischen Betrachtung einer (axiomatischen) Festlegung des Nullpunktes
der Entropie entspricht, wird (2.76) auch 3. Hauptsatz oder NERNSTsches Theorem genannt.
Im Rahmen einer quantenmechanischen Betrachtung ist (2.76) aber eine einfache Konse-
quenz der Eindeutigkeit von ho = h (und ggf. der Eindeutigkeit des Grundzustandes).
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3 Thermodynamische Anwendungen

3.1 Thermodynamische Funktionen

Der Zustand eines Systems wird durch Zustandsgrof3en charakterisiert. Wie bereits im ers-
ten Kapitel diskutiert, geniigt in der Regel die Kenntnis einiger Zustandsgréfen, um das Ge-
samtsystem zu charakterisieren, weil weitere Zustandsgréfen z. B. durch die Zustandsglei-
chung berechnet werden konnen. Es ist also zweckmaélig, jeweils einen vollstindigen Satz
von Zustandsgroflen so zu wihlen, dass die Beschreibung des Systems moglichst einfach
wird (aus Theorie-Sicht) oder den experimentell am leichtesten zugédnglichen Grof3en ent-
spricht (Experimental-Sicht). Im Folgenden soll der damit verbundene Variablen-Wechsel
und die entsprechenden Thermodynamischen Funktionen kennengelernt werden.

Falls beispielsweise von der Mikroskopischen Betrachtung gestartet wird, ist es natiirlich, ein
Volumen V und eine innere Energie U vorzugeben. Daraus ldsst sich die Zahl der Zustdnde
Q bestimmen, woraus schlie@lich die Entropie als Funktion von V und U folgt

S=fU,V). (3.1a)

Unter Verwendung der Zustandsgleichung und des Gleichverteilungssatzes wire es nun mog-
lich S auch als Funktion von U und p auszudriicken

S=fU,p). (3.1b)

Es ist offensichtlich, dass f und f verschiedene Funktionen in ihren Argumenten sind, d. h.
verschieden von ihren Argumenten abhédngig sind. Fiir ein gegebenes physikalisches System
bezeichnen sie dennoch dieselbe Zustandsgrolle S, fiir eine konkrete Realisierung sogar den
selben Zahlenwert.

Traditionell wird in der Thermodynamik die mathematische rigorose Notation aufgegeben.
Stattdessen wird die zundichst mathematisch mehrdeutige Notation

S=SU,V) oder S=S(U,p)

verwendet, um zu verdeutlichen, dass es sich um eine Entropie handelt, auch wenn S(U, V)
und S(U, p) mathematisch verschiedene Funktionen ihrer Argumente sind. Um dieses Mehr-
deutigkeitsproblem zu kurieren, wird bei partiellen Ableitungen sorgfiltig unterschieden,
welche GréRen konstant gehalten werden. Beispielsweise sind

( 0S ) ( oS )
— und — (3.2)
ouly ouj,

in der Regel nicht gleich. Zuerst soll als Beispiel der Ubergang zur inneren Energie U be-

trachtet werden. Dabei wird die bisherige Idealisierung des idealen Gases mit U = U(T) auf-
gegeben und allgemeinere Systeme zugelassen. Aus dem ersten Hauptsatz folgt

0Q=TdS=dU+6W =dU + pdV
=dU =TdS - pdV. (3.3)

Dies legt nahe, U als Funktion von S und V aufzufassen mit dem vollstdndigen Differential

ou ou
dU=|—]| dS+|—| dV. 3.4
(aS)V +(5V)s G4
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3.1 Thermodynamische Funktionen Thermodynamik

Aus dem ersten Hauptsatz folgt

@ ()
s ), v~ P '

Eine interessante Beziehung folgt aus der Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen (fiir
UeC?

0’U _ 0°U
AVaS 0SoV
~(av), (55, ~ (58], (57
ov)s \as ), \as)y \av)s
:(G_T) :_(6_]9) . (3.6)
V) aS)y

Dies ist das erste Beispiel einer MAXWELL-Relation.

Experimentell ist es unter Umstidnden leichter, den Druck zu kontrollieren. Gleichung (3.5)
zeigt, dass sich der Druck als Ableitung des Volumens ergibt. Dies fiihrt auf die allgemeine
Klasse von Transformationen bei der die Information einer Funktion f(x) mit Hilfe einer
neuen Variablen u

_dfx)

U= P (3.7)

und einer geeigneten Funktion g(u) beschrieben wird. Dies fiihrt auf die Legendre-Transfor-
mation.

Das vollstdndige Differential von f(x) ist df = udx. g(x) wird nun so gewdhlt, dass das voll-
standige Differential durch

d%?du:imm (3.8)

dg(u) =

gegeben ist. Das Vorzeichen kann beliebig gew@hlt werden und somit geeignet and die phy-
sikalische Situation angepasst werden. Es gilt

dg = +xdu = +[(xdu + udx) — udx] = £[dux - df]. (3.9)
Gleichung (3.9) ist also erfiillt durch die Wahl
gw) =+(ux—f)==xu -x(uw) - f(x(w)]. (3.10)

g(u) aus (3.10) heildt LEGENDRE- Transformierte von f(x). Aus der Konstruktion wird ersicht-
lich, dass u(x) < x(u) invertierbar ist, also u(x) streng monoton verlduft, bzw. f(x) streng
konvex oder konkav sein muss.

Wird in (3.10) das Minuszeichen gewdhlt, gilt mit

gw+u-x=f(x)

fiir jeden Wert u, dass g(u) genau den Achsenabschnitt der Tangente an f(x) angibt. Nun
wird diese Transformation auf die innere Energie U(S, V) als Funktion des Volumens ange-
wendet. Mit (3.5), ergibt sich die LEGENDRE-Transformierte als

HS,p)=US,V)+p-V]. (3.11)
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3.1 Thermodynamische Funktionen Thermodynamik

— DN W

g(uy) X

g(uy)

-2+

Fig. 7: Veranschaulichung der Legendre Transformation. Die Legendre-Transformierte g(u) der
Funktion f(x) = x* + 1 an der Stelle u wird bestimmt, indem man diejenige Beriihrtangente
an den Graphen von f bestimmt, deren Steigung u ist. Dann ist g(u) = f[x(u)] — ux(u) gleich
dem Achsenabschnitt der Beriihrtangente auf der Ordinate.

H(S, p) heilt Enthalpie. Das Vorzeichen der LEGENDRE-Transformation wurde so gewdhlt,
dass H > 0. Mithilfe des 1. Hauptsatzes ergibt sich

dH=dU+dpv=Vdp+ pdV + TdS - pdV
=TdS+Vdp (3.12)

das vollstandige Differential von H(S, p)

(aﬁ) =T (a—H) =V (3.13)
S )p opls '

Das Volumen ergibt sich also aus der Ableitung nach dem Druck. Wird die Gleichheit der
partiellen Ableitungen betrachtet, ergibt sich eine weitere MAXWELL-Relation

0°H _ 0°H N (aV) _(OT) (3.14)
8Sop  Apds aS)p \op)g| ‘

Nebenbemerkung: Die Enthalpie ist eine fiir die Technik wichtige Zustandsgrée, weil sie mit dH =
0Q — 6 Wiech und 6 Wieeh = —Vdp mit der ,technischen“ Arbeit zusammenhéngt, die die am Kolben
einer Warmekraftmaschine nutzbare Arbeit beschreibt. Sie unterscheidet sich der Arbeit 6 W um die
Arbeitsbetrige, die verrichtet werden miissen, um die Maschine in definierte Ausgangs- und Endzu-
stinde zu versetzen.

Da es in der Regel keine Moglichkeit gibt, die Entropie des Systems einzustellen, aber die
Temperatur geregelt werden kann, ist eine Transformation (S, V) — (T, V) zweckmalig. Mit
T = (%—IS])V ergibt sich als LEGENDRE-Transformierte

\F(T,V)=U(S,V)-T-S)| (3.15)

die HELMHOLTZ'sche Freie Energie (,,frei“ weil sie sich bei vorgegebener Temperatur entspre-
chend den Gleichgewichtsbedingungen selbst einstellt.)

dF(T,V)=dU -d(TS) = TdS— pdV — SdT — TdS
= —pdV - SdT. (3.16)
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3.1 Thermodynamische Funktionen Thermodynamik

:>(0F) = (GF) =-S (3.17)
ov)y P oT)y '
Die entsprechende MAXWELL-Relation aus (ﬁ,z—aFT = f;_aFv lautet

op 0S

—| == | 3.18

(OT)V (OV)T (318

SchlieBlich bleibt noch die LEGENDRE-Transformatierte auf die Variablen (7, p) fiir die Situa-
tion, wenn Temperatur und Druck kontrolliert werden konnen. Mithilfe der Freien Energie
F(T,V)und (3.17) ergibt sie die (GIBBS’sche) freie Enthalpie

G(T,p)=F(T,V)+p-V|. (3.19)

Dabei handelt es sich entsprechend um die ,doppelte“ LEGENDRE-Transformation der inne-

ren Energie:
G(T,p=USV)-T-S+p-V. (3.20)

Fiir das vollstandige Differential gilt

dG=dF+dVP=—-pdV -SdT +Vdp+ pdV

=Vdp—-SdT (3.21)
0G 0G
- (—) - _s (—) _v, (3.22)
oT ), op)r
Es folgt die MAXWELL-Relation
57, (&) 529
or), op)r| '

Zusammenfassend wurden ausgehend von U (S, V) vier thermodynamische Funktionen, bzw.
Potentiale gefunden, die alle die Dimension einer Energie besitzen. Sie enthalten die gleiche
physikalische Information, aber kénnen angepasst an die Situation bzw. das System gewahlt
werden. Die von T abhédngigen Funktionen heiflen ,frei“, die von p abhingigen heiflen Ent-
halpie.

innere Energie: U(S, V) dU =TdS - pdV (3.24a)
freie Energie: F(T,V) dF =-8dT - pdV (3.24b)
Enthalpie: H(S, p) dH=TdS+Vdp (3.24¢)
freie Enthalpie: G(T, p) dG=-S8dT+Vdp (3.24d)

Zudem gelten dle MAXWELL'Relationen
(6&)3 (6 )V (ai’)l (61 )V
= S =

o), =(as), (&), =)
opls \os), \op) \oT),
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3.1 Thermodynamische Funktionen Thermodynamik

Unter welchen Voraussetzungen konnen die thermodynamischen Funktionen durch Mes-
sung bestimmt werden?
Es sei zundchst angenommen, dass neben der

thermischen Zustandsgleichung p = p(T,V) (3.26a)

auch die kalorische Zustandsgleichung U = U(T, V) (3.26b)

bekannt ist. Die natiirliche thermodynamische Funktion zu den Variablen T und V ist die
freie Energie
F(T,V)=U(T,V)-T-S(T,V). (3.27)

Es wird also S(T, V) benétigt. Nach dem 1. Hauptsatz gilt 7dS =dU + pdV

=>T

0S 0S
—| dT+|—| dV
(aT)V +(6V)T

ou ou
=|—| dT —| dV dv. 3.28
(aT)v +(6V)T TP (5.26)

Da dT und dV unabhéngig sind folgt

T ( 68) 3 (OU)
aT)y \oT )y
T(ﬁ) _ ("_U) . (3.29)
v, \av), ™" '
Sind also U und p als Funktion von T und V bekannt, kann die Entropie (bis auf eine un-

erhebliche Konstante) aus (3.29) bestimmt werden und damit auch die freie Energie nach
(3.27).

Tatsdchlich gentigen jedoch bereits weniger starke Voraussetzungen als (3.26a) und (3.26b).
Sei zusitzlich zur thermischen Zustandsgleichung die Warmekapazitdt Cy bekannt (Cy =
mcy = ncl‘}")l). Per Definition gilt

_ a_Q _ a_s U:CQHSL a_U
CV’(@T)V_T(aT)V - (OT)V' (5.30

Damit ist die erste Gleichung in (3.29) bereits bekannt. Fiir die zweite Gleichung gentigt
tatsdchlich mit der Relation (3.18) die Kenntnis der thermischen Zustandsgleichung p =
p(T, V).

= Die Kenntnis von Cy und der thermischen Zustandsgleichung geniigen zur Bestimmung
der freien Energie oder anderer thermodynamischer Funktionen.

Die Rechnung soll etwas konkreter skizziert werden, beginnend mit der inneren Energie

Trou , [V (ou )

U=U(To,Vo)+ | || dT'+ A4
To GT 174 W OV T
——

(329)T(ﬁ) p

ov')r

(3.30) r Y1..(0p

2 U(TO,V0)+/ CVdT’+/ T(—) —pldv. (3.31)
To Y oT )y
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3.1 Thermodynamische Funktionen Thermodynamik

Bei Kenntnis von Cy und p(T, V) ergibt sich damit U(T, V). Es folgt fiir die Entropie

S =S(T, V)+/T(05) dT,+/V(05) dv’ (3.32)
Or L ety v V)7 ‘
(3.30) ey Vi(op
= S(TO,V0)+/ —,dT’+/ (—) dv’ (3.33)
TO T VO aT V/

und damit S(7, V) und folglich F(T, V) nach gleichen Voraussetzungen.
aus den MAXWELL-Relationen ergeben sich auch fiir Cy mit folgender Beobachtung Konse-
quenzen. Es gilt

(acv) _( 0 ) T(GS) . 0°S
ov )y \ov)y| \oT)y| ~ovar
0%S (3.18) 02]9
T2 G Z P 3.34
ATV (OTZ)V (8:34)

das heillt die Volumenabhéngigkeit von Cy folgt ebenfalls aus der thermischen Zustands-
gleichung. Insbesondere gilt, dass jedes System, dessen Druck bei konstantem Volumen nur
linear von T abhingt, ein Cy hat, das nicht von V abhidngt. Allgemein ergibt sich fiir die
Volumenabhéngigkeit von Cy
Va2
0
(—p) dv’. (3.35)
V/

Cy(T,V)=Cy(T, V, T
v( ) v( 0)+/ 372

Vo
Nebenbemerkung: Die in (3.33) benétigte T-Abhéngigkeit von Cy ergibt sich aber nicht rein aus der

Kenntnis der thermischen Zustandsgleichung.

Mit den Warmekapazitdten, bzw. den spezifischen Warmen

C C .
cx=— oder ¢™'==2 mitx=p,V
m n

wurden bereits Responsefunktionen eines thermodynamischen Systems unter Temperatur-
verdnderungen eingefiihrt

C—T(as) x=pV. (3.36)
*="\or), *TP" ‘

Weitere wichtige Responsefunktionen beschreiben die Antwort des Systems auf Temperatur-
, Druck-, oder Volumenverdanderung

1(0
isobarer Ausdehnungskoeffizient a=— (—)
v\er),
. . 1(0
isochorer Spannungskoeffizient B=— (_)
p\oT ]y
. o eTess 1 (oV
isotherme Kompressibilitat KT =—— (—) (3.37)
V\dp)r
. . N 1 (oV
adiabatische Kompressibilitét Ks=——|=—
V\dpJs
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Mithilfe der MAXWELL-Relationen ergeben sich Beziehungen zwischen den Responsefunk-
tionen:

a=p-Pxr
VT-a?
Kt =Kg+ (3.38)
Cp
VT-a?
Cp=Cy+ =Cy+p-VTap

3.2 Gleichgewicht & Stabilitat

Im vorhergehenden Abschnitt wurden die thermodynamische Funktionen konstruiert. Es
soll nun verdeutlicht werden, dass diese nicht nur formal abgeleitet werden kénnen, son-
dern auch die Bedeutung von thermodynamischen Potentialen haben, die analog zu Poten-
tialen in der Mechanik direkte Informationen tiber den Gleichgewichtszustand enthalten.
Es wird mit der Entropie S(U, V) fiir zwei Teilsysteme im thermodynamischen Kontakt be-
gonnen (Warme und Arbeit kann ausgetauscht werden)

Up U,

%1 Vo

S(U, V) =81(U1, V1) + S2(Uz, V2)

(3.39)
=81 (U, V1) +So(U—-Uy, V—-W).

Gemdl der Resultate in der statistischen Betrachtung wird im Gleichgewicht S maximal.
Daraus folgt die Extremalbedingung

0S

0S,
0=dS=(—| dU; +|—| dU:
~—— —~— —-dU;
7 %2
0S; 0S-
— | dV; — | dV. 3.40
(aVl)U 1 (OVZ)U\,.JZ ( )
~—~— —~—~ —-dv;
p1 P2
7 Ty
1 1
- (———)dUl + (ﬂ - ﬁ)dvl.
T T, T T
Hier wird ausgenutzt, dass fiir U = const., dU = 0 gilt
du=0 0S p
TdS=6Q = 6W =pdV — == 3.41
Q pdV = ( av)U T (3.41)

Da dU; und dV; beliebig sind, muss im Gleichgewicht gelten:

Thermisches Gleichgewicht: 71 = T» (3.42)
Mechanisches Gleichgewicht: p; = p» '
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3.2 Gleichgewicht & Stabilitét Thermodynamik

Mikroskopisch folgt der Gleichgewichtszustand also dem Prinzip der Maximierung der Wahr-
scheinlichkeit, und damit der Zahl der Zustdnde bei vorgegebenen makroskopischen Zu-
standsgréBen bzw. mikroskopischen Parametern a

S
p(a) ~Q(a) ~exp (ﬂ) (3.43)
kg
Somit wird sich ein isoliertes System so einstellen, dass die Entropie maximal wird
2
= dS =0 (extremal) — < 0 (maximal). (3.44)

0a? ~

Nun wird ein System betrachtet, bei dem Temperatur und Volumen vorgegeben sind. Sei also
System 1 ein Warmebad mit Temperatur 7, aus dem System 2 die Warme 6 Q; erhalten kann,
ohne das Arbeit ausgetauscht wird. Aus (3.44) folgt:
0
02d82d81+d82 = &+d32
) T (3.45)
=—-—dU,+dS; = —=(dU, - TdS
74Y2 2 T (dU: 2)

= dU2 - TdSz = dF2 =0. (3.46)

Das Extremalwerden der Entropie S des Gesamtsystems bedeutet fiir das System, das aus
Wiarmebad ausgekoppelt die freie Energie extremal wird. Das Minuszeichen in (3.45) bedeu-
tet, dass das System 2 seine freie Energie minimieren mochte (wodurch die Entropie des Ge-
samtsystems maximiert wird).

Bei vorgegebenem T und V stellt sich ein System so ein, dass die freie Energie F(T,V) mini-
miert wird.

Analog sei System 2 nun ans Warmebad gekoppelt, zudem sei aber auch der Druck p vorge-
geben (d. h. es muss sein Volumen ggf. dndern kénnen).

Nach dem 1. Hauptsatz muss also die vom Warmebad abgegebene Wéarme fiir die benotigte
Arbeit aufkommen:

dUz =6Q2— pdV2 = -6Q;1 — pdV>

)
30:d82d51+d82:%+d52

1 (3.47)
= —— (U + pdV, - TdSy)

_ 46,
<

Bei vorgegebener Temperatur T und Druck p stellt sich ein System so ein, dass die freie Enthal-
pie G(T, p) minimal wird.

Der Begriff ,Potential“ ist also in Analogie zu stabilen Gleichgewichtszustdnden in der Me-
chanik fiir die thermodynamischen Funktionen gerechtfertigt. Diese Eigenschaft folgt aus
dem Maximalprinzip fiir die Entropie des Gesamtsystems.
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3.3 Responsefunktionen des idealen Gases Thermodynamik

Die Stabilitdt von Gleichgewichtszustdanden kann auf einfache Eigenschaften der Response-
funktionen abgebildet werden. Betrachtet wird dazu die innere Energie U eines abgeschlos-
senen Systems als Funktion seiner natiirlichen Variablen S und V. Im Gleichgewicht muss
dU = 0 gelten und die Hesse-Matrix

(%), (5),(5)
0\, ), ()
as )y \av)g avZ)g
muss positiv definit sein, d. h. alle Eigenwerte miissen > 0 sein. Mathematisch ist dies dqui-
valent zur Forderung, dass

(OZ—U) >0 und det(D*U) >0 (3.49)
082 )y ' '
Bereits aus der ersten Bedingung folgt
0°U 0T\ @30 T
0<|ZIZ] = (L8] G20 L 3.50
<(682)V (aS)V Co 5:50

Fiir positive absolute Temperatur folgt, dass im Gleichgewicht
C,>0 (3.51)

folgen muss.
Ahnliche Eigenschaften folgen fiir alle Responsekoeffizienten (vgl. Ubungen):
Gleichgewichtszustdnde sind fiir ein abgeschlossenes System gegen kleine Stérungen stabil,
wenn

Cy>0,Cp—Cy>0,k7>0,ks>0. (3.52)

3.3 Responsefunktionen des idealen Gases

Fiir das ideale Gas lassen sich samtliche Responsefunktionen bestimmen. Gegeben sei die
Zustandsgleichung

p-V=n-RT (3.53)
= Vdp+ pdV =n-RdT.
Bei konstantem Druck gilt daher pdV = n- RdT, woraus sich der isobare Ausdehnungskoef-

fizient

1(0V n-R 1
a= ( ) = = (3.54)
p

“vier), pv T
berechnen ldsst. Fiir den isochoren Spannungskoeffizienten wird das Volumen konstant ge-
halten, Vdp = n-RdT. Es folgt

‘R 1
ﬁ:l(a_”) _mR_1 (3.55)
p\aT)y p-v T

Beim idealen Gas sind also Ausdehnungs- und Spannungskoeffizient gleich. Ahnlich ergibt
sich die Isochore Kompressibilitidt, denn bei T = const. gilt Vdp+dV =0

1(0V 1
:>‘KT:——(—) = —. (356)
viop)r p
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3.3 Responsefunktionen des idealen Gases Thermodynamik

Damit ldsst sich die allgemeine Beziehung aus (3.38) verifizieren:

1
a=—=pPxr. (3.57)
T
Nebenbemerkung: Ein Vergleich von (3.54) mit experimentellen Werten fiir Gase, die erst bei sehr
tiefen Temperaturen kondensieren ist sehr instruktiv. Bei 0 °C ergibt sich

1
T~ 273,15K

1
=0,003 GGE (3.58)

Experiment bei Atmosphédrendruck: @y, = 0,0036613 %

Aus den bisherigen Resultaten und (3.38) folgt eine bekannte Beziehung:

%
c,,—cV:p-VTaﬁ:pT“é”n-R, (3.59)

bzw. fiir die spezifischen molaren Wiarmen Cy = nc!
eyl — el =R (3.60)

der universelle Zusammenhang mit der Gaskonstante. Um die adiabatische Kompressibilitét
ks zu erhalten, wird nach (3.38) noch eine absolute Information tiber C,, bzw. Cy benétigt.
Aus der Definition (3.36) ist bekannt, dass

Cy = T(g—;)v 1S (g_l;)v' (3.61)
Mit dem Gleichverteilungssatz
U= ]ECN- kg-T (3.62)
fiir ein ideales Gas mit f Freiheitsgraden pro Teilchen folgt
Cvz(g—(]{)V:gN-kgzgn-R (3.63)
cmol = gR = (ol 20 pmoly p o %R. (3.64)

Die (makroskopischen messbaren) Wiirmekapazitdten hingen direkt mit der Zahl der mikro-
skopischen Freiheitsgrade zusammen.

Als Nebenprodukt ergibt sich eine dhnliche Eigenschaft fiir die adiabatische Kompressibili-
e @3 VTa® 1 2VT f

Ks = Kr—————=—— = .

Cp p (f+2)n-RT? (f+2)p

Besteht das Gas aus strukturlosen Punktteilchen, besitzt es f = 3 Freiheitsgrade der Bewe-
gung im 3D-Raum. Mehr Mdéglichkeiten ergeben sich bei komplexerer innerer Struktur. Bei
2-atomigen Gasen kommen noch 2 Rotationsfreiheitsgrade hinzu. (Fiir punktférmige Atome
nimmt die Rotation um die Achse keine Energie auf) = f =5.
Sind Schwingungen der Atome gegeneinander moglich, erhéht sich die Zahl auf f = 7 (Schwin-
gungen zdhlen , doppelt“, da das Molekiil neben kinetischer auch potentielle Energie auf-
nimmt. Beim harmonischen Oszillator gilt (T) = (V)).

(3.65)
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3.4 Chemisches Potential und Phaseniiberginge Thermodynamik

Rotations- und Vibrationsfreiheitsgrade miissen allerdings erst gezdhlt werden, wenn sie
energetisch angeregt werden konnen. Wegen deren Quantisierung muss dies bei niedriger
Temperatur nicht unbedingt der Fall sein.

Ebenso gilt ein solcher Mikro-/Makrozusammenhang fiir den Adiabatenindex

_Cp @63 f+2

Cy f

Der Adiabatenindex betrédgt fiir trockene Luft bei Normalbedingungen y = 1.4. Dies ent-
spricht f =5, d.h. 3 Translations- und 2 Rotationsfreiheitsgrade (N2,0,). Die Vibrations-
freiheitsgrade werden erst oberhalb mehrerer 100 °C angeregt. So gilt fiir trockene Luft bei
2000°C:y=1.3= f=7.

(3.66)

3.4 Chemisches Potential und Phaseniibergiange

Bislang haben wurde sich auf Anderungen der inneren Energie konzentriert, die mit Ande-
rungen der Warme oder der mechanischen Arbeit zusammenhingen. Dabei wurde bislang
die Teilchenzahl N festgehalten. Es ist allerdings einsichtig, dass sich die innere Energie
ebenso dndern kann, wenn Teilchen aus dem System ab- oder hineingegeben werden. Diese
Anderung wird durch die ,,chemische Arbeit“ beschrieben:

AU = =6 Wenem = +u6 N (3.67)

mit O N der Teilchenzahldnderung. Die hier auftretende verallgemeinerte Kraft  heillt ,che-
misches Potential (vgl.  Winech = pdV). Diese gibt an, wieviel Arbeit aufgewendet werden
muss, um ein Teilchen ins System hinzuzugeben. Bei verschiedenen Teilchensorten hati. d. R.
jede Sorte ein eigenes chemisches Potential

k
8 Wehem = — ) (i6Nj. (3.68)
i=1
Zusitzlich zu Entropie und Volumen ist also die Teilchenzahl NV eine natiirliche Variable der
inneren Energie: U = U(S, V, N) und es gilt
= (GU) (3.69)
STy T.8 '
(wobei rein formell ,infinitesimale“ Anderung der Teilchenzahl zugelassen werden sollen,

um die Methode der Analysis nutzen zu konnen).
Das vollstdndige Differenzial der inneren Energie lautet also

0 0 0
dU = (—U) ds+ (—U) v+ (—U) AN
oS Jvn oV )sn ON /sy (3.70)

=TdS—- pdV + udN.
Das vollstdndige Differenzial der Entropie ist entsprechend

d AV pdN
as= Y, pdV._ pdN (3.71)
T T T
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3.4 Chemisches Potential und Phaseniiberginge Thermodynamik

Auch die weiteren thermodynamischen Potentiale erhalten entsprechende Zusatzterme ~
dN und es kdnnen weitere Potentiale durch Legendre-Transformation mit N — u definiert
werden.

Im Folgenden spielt der Begriff Phase eine wichtige Rolle. Als Phase wird ein chemisch und
physikalisch homogener Bereich bezeichnet.

So sind z. B. Wasser und Wasserdampf chemisch gleich und chemisch homogen, jedoch sind
beide nur fiir sich genommen physikalisch homogen. Gegeben sei nun ein isoliertes System
mit zwei Phasen, die jeweils durch die Zustandsgrélen (U, Vi, Ny) und (Uz, V2, N») gekenn-
zeichnet sind. Die Gesamtgrofen (U, V, N) werden konstant gehalten, so dass

U=U-U,Vo=V-V],N, =N—-Nj. (3.72)

Das Gesamtsystem ist dann im Gleichgewicht, wenn die Gesamtentropie ein Maximum an-
nimmt:

0=dS=dS; +dS,

0S; 0S, 0S; 0S5, 0S; 0S5
=—-—7|dU;+| — - —|dV} + | — — —= |d]V;.
(6U1 OUI) ! (av1 avl) ! (aN1 ONZ) !
11 PL_p2 m_
T T T~ T n T

Da dU;,dV;,dN; beliebig sind, folgen die Gleichgewichtsbedingungen

Th=T1, p1=p2 W =l. (3.73)

Die dritte Bedingung ist neu und beschreibt das Phasengleichgewicht. Neben dem Begriff der
Phase ist der Begriff der Komponenten wichtig. Als Komponenten werden die verschiedenen
chemischen Stoffe aus denen eine Phase zusammengesetzt ist bezeichnet.

Zur besseren Unterscheidung wird im Folgenden das chemische Potential einer Komponen-
te i in einer Phase j mit ,ug.i ) bezeichnet.

Fiir das vollstdndige Differenzial der inneren Energie gilt:

dU = TdS—pdV +_ pVdN{. (3.74)
ij

Fiir ein System mit mehreren Phasen und ggf. mehreren Komponenten muss im Gleichge-
wicht die Bedingung (3.73) fiir jede Komponente in allen Phasen gelten:

uﬁ-” =ul. (3.75)

Existieren gleichzeitig mehr als zwei Phasen im Gleichgewicht, muss (3.75) paarweise gelten
'ugi) = u(zi) == ug;, (3.76)

mit der Anzahl n, der gleichzeitig existierenden Phasen.
Da dies fiir jede Komponente i = 1,..., ni gelten muss, entsteht ein System aus (n, — 1) - ng
Gleichungen:

1) 1 _ 1

L ) = Hnp,
2 2 2
p =p == )
(3.77)
() () (ng)
ﬂlnk ::uznk :"'::un’;,k-
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3.4 Chemisches Potential und Phaseniiberginge Thermodynamik

Die zundchst freien Variablen sind Temperatur 7 und Druck p und die Teilchenzahlen Ny, ..., N,

aller Komponenten. Vom letzteren sind aber wegen der fixierten Gesamtteilchenzahl N nur

(ng — 1) unabhingig. Daraus ergibt sich die Gibbs'sche Phasenregel.

Zur Bestimmung der 2+ ny, (n;—1) Zustandsvariablen (wie z. B. p, T, Ny, ..., Ny, 1) stehen die
————

k

in allen Phasen
(np, — 1)ng Gleichungen (3.77) zur Verfiigung. Es bleiben also

ng=2+ny(ng—1)—(np—ng=2-ny+ nig (3.78)

Freiheitsgrade unbestimmt.

Als direktes Anwendungsbeispiel wird reines Wasser (nj = 1) betrachtet, das in drei Phasen
vorliegen kann, fest, gasformig oder fliissig. Wenn gleichzeitig zwei Phasen vorliegen sollen
ny, =2, gilt fiir die Zahl der verbleibenden Freiheitsgrade: np = 1. Die Forderung nach einem
Gleichgewicht zwischen beiden Phasen legt also nicht alle Variablen eindeutig fest. In einem
p, T-Diagramm kann also die Gleichgewichtsbedingung entlang einer Linie erfiillt werden.
(= Dampfdruckkurve des Wassers). Sollen jedoch alle drei Phasen im Gleichgewicht stehen,
ny, =3, folgt ng = 0. Alle Zustandsgré3en sind damit eindeutig bestimmt. Der Koexistenz-
punkt aller drei Phasen ist also ein Punkt im Zustandsraum (Tripelpunkt des Wassers, vgl.
Temperaturdefiniton).

Nun wird zur inneren Energie als Funktion von Entropie, Volumen und Teilchenzahl U (S, V, N)
zuriickgekehrt. Alle hier auftretenden GréBen sind extensiv, d. h. eine Ver-A-fachung der Ar-
gumente fiihrt zur Ver-A-fachung der inneren Energie

UAS,AV,AN) =AU(S,V,N). (3.79)

Es gilt also fiir U der in den Ubungen diskutierte Eulersche Satz fiir homogene Funktionen
vom Grad k:

kf(x)=x-Vf(x)

ou ou

=l iy = g( Y ou (M)
= UGS VN =8( 55 )0 V(57 et rN (38 )5 (3.80)
—— —— ——
=T =p :“m
Es folgt daraus unmittelbar die Gibbs-Duhem-Beziehung:
U=TS-pV+) pND. (3.81)
i

Mit der Definition der freien Enthalpie (vgl. (3.20)) G=U — TS+ pV ergibt sich
G=Y u"N®. (3.82)
i

Mit nur einer Komponente ergibt sich

G
G=uN oder u= N (3.83)

Daraus ldsst sich ein weiteres wichtiges Resultat der phdnomenologischen Thermodynamik
gewinnen. Betrachtet wird dazu ein Gleichgewicht zwischen zwei Phasen in einem System
mit nur einer Komponente. Es gilt

Y1 =2 = dyy =dus. (3.84)
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3.4 Chemisches Potential und Phaseniiberginge Thermodynamik

Aus dem vollstdndigen Differenzial der GIBBS-DUHEM-Beziehung folgt

1
dy; = — dG;
Hi N, ( l)
O2Vy dp-s;dT+p;dN;
oW,
1 ~0%Wchem (3.85)
(3.81)
= ﬁi(VidP -S5,d7T)
Vi Si
= Ldp-2LdrT.
N; N;
Dabei bezeichnet V’ bzw. JS\'; das spezifische Volumen/ Entropie pro Teilchen.
Mit (3.84) folgt fiir das Gle1chgew1cht von zwei Phasen
1% S V S
Ldp-Ldr=-2dp- 24T (3.86)
Ny Ny Np Np
Si S
dp NN
= d_T = V- (3.87)
N N

Es handelt sich hierbei um eine Form der CLAUSIUS-CLAPEYRON-Gleichung.

Diese soll auf den Fall der Verdampfung einer Fliissigkeit angewendet werden: Sei Phase 1

die Fliissigkeit und Phase 2 das Gas.

Unter Normalbedingungen nehmen Stoffe in Gasform wesentlich mehr Volumen ein als

kondensierte Fliissigkeit, d. h. wird ¥ —1 - %22 ~ - genahert

Im Zahler von (3. 87) findet sich der Entropie- Unterschled pro Teilchen zwischen Gasphase
~2 und Flu551gke1t .MitdS = —Q steckt darin also gerade die Warme, die fiir die Verdamp-

fung pro Teilchen benotlgt wird. Be1 vollstdndiger Verdampfung ldsst sich der Entropieun-

terschied folglich durch die benotigte Verdampfungswirme |Q| ausdriicken:

S Sl vollstandige |Q|

N mit N =N, + N
N, Nl Verdampfung NT 5.88)
d .
_dp_ Qb
dT NT
Fiir ideale Gase folgt (V = &pT)
RT?d
ar="2"0CF (3.89)
QI p

Wird diese Gleichung auf endliche Druckerh6hungen dp — Ap angewendet, beschreibt (3.89),
wie sich der Siedepunkt dndert.

Beispiel: Um 1g Wasser bei Normaldruck p = 1013 bar = 10,13 C% und bei einer Temperatur
von 100°C zu verdampfen, werden 2088] bendtigt. Wasser H,O hat ein Molekulargewicht
von ~ 18u (atomare Masseneinheit).

= n = 15 ~0,06 mol bzw. N ~ 3,35 - 10?? Teilchen.

Die Annahme ldsst sich zunéchst iiber den Volumenunterschied priifen:

1g fliissiges Wasser, V = 1lcm® = V;

1g Wasserdampf, V = 1244cm?® = V,
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3.4 Chemisches Potential und Phaseniiberginge Thermodynamik

Vo >> V).
Nach (3.89) ergibt sich als Verschiebung des Siedepunktes
0,06mol - 8,3145 373K?% A A
AT = 20 UCIEL Y Y el
2088] molK 1013 mbar mbar

Da Wasserdampf direkt oberhalb der Siedetemperatur noch etwas weiter vom idealen Gas-
Limes entfernt ist, liegt der tatsdchliche Wert bei

Ap
mbpar

AT =< 0,022K

= eine Druckdnderung um 45mbar bewirkt eine Siedetemperaturdnderung um etwa 1°C.
Dieses Prinzip wird sich in Dampfdruck-(,,Schnellkoch“-)t6pfen zu nutze gemacht, in denen
bei einem Uberdruck von ~ 0,8bar bei knapp 120° gekocht werden kann. Umgekehrt wird
das Kochen in groBerer Hohe zum Problem. Bei einem Normaldruck von =~ 790 mbar auf
2000m Hohe kocht Wasser bereits bei ~ 95°C.
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4 Ensembles und Zustandssummen

4.1 Ensembles

Der bereits eingefiihrte Begriff des Ensembles soll nun weiter vertieft und das Werkzeug der
Zustandssummen eingefiihrt werden, die als zentrale Objekte zur konzeptionellen Verein-
heitlichung der Beschreibung der statistischen Physik und Thermodynamik betrachtet wer-
den koénnen. In der Tat zieht sich das Konzept der Zustandssummen durch grol3e Teile der
modernen Physik.

Zur Erinnerung: die statistische Betrachtungsweise beruht auf dem Grundpostulat, dass sich
ein isoliertes System mit gleicher Wahrscheinlichkeit in jedem ihm zugédnglichen Mikrozu-
stand aufhdlt. Dies fiihrt fiir die Begriffsbildung des Gleichgewichts zu den mikroskopischen
Zustdnden, die bei vorgegebenen makroskopischen Zustandsgréofen die Zahl mikroskopi-
schen Realisierungen maximieren. Mit anderen Worten: ein System verhdlt sich so, dass es
das Unwissen iiber die mikroskopische Realisierungen maximiert.

Dennoch: die Rede von Wahrscheinlichkeiten scheint auf dem ersten Blick verwirrend, wenn
ein einzelnes konkretes System betrachtet wird, denn zu jeder gegebenen Zeit wird es sich in
genau einem Mikrozustand aufhalten.

Hier sind nun zwei Betrachtungsweisen maoglich. Da bei vorgegebenen makroskopischen
Zustandsgroflen keine Detailkenntnis des mikroskopischen Zustands vorhanden ist, besteht
die Moglichkeit, dass das System in zeitlicher Folge verschiedene mikroskopische Realisie-
rungen durchlduft. Wenn es méglich wire, eine Folge von ,Schnappschiissen® der mikro-
skopischen Zustdnde zu erstellen, konnten sich aus dieser Folge die Wahrscheinlichkeiten
extrahieren lassen, mit denen sich das System in bestimmten Klassen von Mikrozustdnden
aufhalt.

Alternativ ist die Vorstellung moglich, dass nicht nur eins, sondern viele makroskopisch gleich-
artige Systeme prdpariert wurden. Jedem so praparierten System ist also derselbe Bereich
des Phasenraums zugédnglich. Anstelle der zeitlichen Folge kdnnten nun zu einer festen Zeit
alle Mikrozustdnde vermessen werden und so wiederum aus den gemessenen Haufigkeiten
bestimmter Realisierungen die Wahrscheinlichkeiten extrahiert werden.

Wird in diesen beiden Betrachtungsweisen jeweils eine Observable bestimmt, so ergibt sie
sich im ersten Fall als Zeitmittel iiber eine Folge von Messungen. In der zweiten Betrach-
tungsweise wird von einem Scharmittel gesprochen.

Die Gleichheit von Zeitmittel und Scharmittel (fiir grolle Zeitreihen, bzw. eine grof3e Schar
von Systemen) ist Gegenstand der Ergodenhypothese.

Ein System wird ergodisch genannt, wenn Langzeitmittel und Scharmittel (fast) tiberall {iber-
einstimmen. Dies bedeutet, dass ein System im Lauf seiner zeitlichen Entwicklung jedem
Punkt im Zustandsraum beliebig nahe kommt.

Die Ergodenhypothese besagt, dass alle realistischen makroskopischen Systeme ergodisch
seien. Bisher konnte dies aber nur fiir wenige idealisierte Systeme gezeigt werden. Im Fol-
genden wird von dieser Hypothese ausgegangen und nicht mehr zwischen beiden Betrach-
tungsweisen unterschieden. Es wird von Ensembles (oder Gesamtheiten) gesprochen un-
abhédngig davon, ob diese aus einer zeitlichen Folge oder einer Schar identischer Systeme
hervorgehen.

Wahrscheinlichkeiten ergeben sich dann als Grenzwerte relativer Haufigkeiten, mit denen
bestimmte Messwerte gefunden werden. Ublicherweise wird zwischen drei Arten von En-
sembles unterschieden.
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4.2 Kanonische Zustandssumme Thermodynamik

1. Mikrokanonisches Ensemble: abgeschlossenes System, Gesamtenergie E und Teilchen-
zahl N fest vorgegeben

2. Kanonisches Ensemble: kein Teilchenaustausch, aber nicht mehr thermisch isoliert,
sondern im Warmebad ,eingetaucht“ = Temperatur T fest vorgegeben, nur noch ge-
mittelte Gesamtenergie ist konstant (entspricht innerer Energie)

3. Grofskanonisches Ensemble: Systeme im Warmebad, Teilchenaustausch erlaubt, feste
Temperatur, mittlere Energie U und mittlere Teilchenzahl durch Umgebung vorgege-
ben

Das in Kapitel (2) betrachtete Ensemble entsprach dem mikrokanonischen Ensemble, denn
Teilchenzahl, Volumen und Energie waren fest vorgegeben. Die Wahrscheinlichkeit, einen
zugénglichen Mikrozustand i zu finden ist

1
P, = a (Q : Zahl zugédnglicher Mikrozustédnde) (4.1)
falls E; = E, N; = N und P; = 0 sonst.

4.2 Kanonische Zustandssumme

Im folgenden wird zum kanonischen Ensemble tibergegangen. Dazu wird dieses als Teilsys-
tem 2 eines mikrokanonischen Ensembles aufgefasst, bei dem ein groeres Teilsystem 1 als
Wiarmebad dient. Das heil$t, die Gesamtenergie ist vorgegeben, es gilt E = Ej + E,. Die Wahr-

Wiarmeaustausch, kein
Teilchenaustausch

T,N
vorgegeben

Fig. 8: Die Systeme eines kanonischen Ensembles konnen Energie mit einem umgebenden Warme-
reservoir austauschen, sind allerdings beziiglich Teilchenaustauschs abgeschlossen.

scheinlichkeit im Teilsystem 2 den Mikrozustand i zu finden ist proportional zur Zahl der
Zustdnde im ersten Teilsystem mit Energie E1 = E — E»;

P; =CQ(E - E;j). 4.2)
mit Normierungskonstante C. Nach Voraussetzung ist E»; < E, sodass entwickelt werden

darf )
AN Q(E Ey

OlnEX(EY) E2i+a(£) . (4.3)

E E

InQy(E—E>;) =InQq(E) —
n( i) =1nQ; (E) 3E,
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4.2 Kanonische Zustandssumme Thermodynamik

Wird die inverse Temperatur gemal der statistischen Definition verwendet, gilt

ll’lQ] (E- EZi) = lnﬂl(E) - ﬁEgl' (4.4)
bzw. Q; (E - E1) = Q1 (E) - exp(—BEz;). (4.5)

Damit folgt fiir die Wahrscheinlichkeit

E .
pi = C'exp(—PEz) = C'exp (— sz}) : (4.6)

Die Proportionalitdtskonstante folgt aus der Normierungsbedingung fiir Wahrscheinlichkei-
ten (im Folgenden sei der Teilsystemindex ,2“ weggelassen)

pP,=Z exp(

mit 7, = Zexp ( 5 ) (4.7)

i
kBT) kBT

Dies ist die Boltzmann-Verteilung.

Befindet sich also ein System im thermischen Gleichgewicht mit einem Warmebad bei Tem-
peratur T, so féllt die Wahrscheinlichkeit, dass ein Mikrozustand i besetzt ist, exponentiell
mit der zugehorigen Energie E; ab.

Hier taucht bereits die kanonische Zustandssumme Z als Normierungsfaktor auf. Mit ihrer
Hilfe kann die mittlere Energie, die der inneren Energie entspricht (fiir kanonische Ensem-
bles) direkt bestimmt werden. Es gilt

= (Ei) =)_EiP;
i

ZLZEieXp(—ﬁEi), ﬁ:i

Ze 5 kg T

1 0 1 0
= E)=-——7

"7 % op P =z
=""%5 | .

Es wird sich zeigen, dass in der Tat alle thermodynamischen Gleichgewichtseigenschaften
aus der Zustandssumme bestimmt werden konnen. Die Zustandssumme kann daher als fun-
damentale Gro8e der Thermodynamik verstanden werden.

Beispielsweise kann die Zustandssumme zur Berechnung von Mittelwerten genutzt werden.
In Kapitel (2) wurden die verallgemeinerten Krifte aus Mittelwerten von Ableitungen der
HAMILTON-Funktion nach einem dufleren Parameter a definiert:

5W:Xda:—<a—H>da: <6El>da 4.9)
0a oa

Die Mittelwertbildung war dabei iiber das Phasenraumintegral definiert. Im kanonischen
Ensemble hilft die BoLTZMANN-Verteilung:

OE;\ 1 < OE;
<6a>_7 da (=pE:) (.10

c i

Z ——exp( BE;)
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4.2 Kanonische Zustandssumme Thermodynamik

49 1 0 0lnZ,
= — —BE;)da=ksgT da. 4.11
“.10) BZ. 0a ;exp( PEi)da=ky oa “ (@11
Fiir den Druck als verallgemeinerte Kraft unter Volumendnderungen ergibt sich folglich
0ln Z,
=kgT . 4.12
p=ksl— (4.12)

Der Druck p ist also unmittelbar aus der Zustandssumme berechenbar. Zwei bisher gemach-
te Beobachtungen lassen sich nun zusammenfassen durch das Differential der Zustandss-
umme als Funktion von f (inverse Temperatur) und Volumen V:

0lnZ, 0lnZ,

dinZ, = d dv 4.13
nZzc ap B+ PY% ( )
(4.12) p
=" -Ud —dV =-Ud ow
(4.8) p+ kgT prp
——
=pBdV=psW
=—d(UB) +pdU + ps6w (4.14)
1 1us 6Q
d(In Z U)=——=@AU+6W) =" —. 4.15
(InZe+pU) = (- (@U +W) =7 = (4.15)
Mit 6Q = TdS ergibt das Integral von (4.15)
S =kg(nZ; + pU) + const. (4.16)
bzw. —kgTIhZ.=U-TS, (4.17)

wobei die irrelevante Konstante beiseite gelassen wurde. Hieraus folgt der Zusammenhang
zwischen kanonischer Zustandssumme und freier Energie:

F=-kgTInZ,|. (4.18)

Dies ist dhnlich bedeutsam wieder der Zusammenhang S = kglnQ. Analog zu (4.18) wird
das Phasenraumvolumen Q auch als mikrokanonische Zustandssumme bezeichnet. Mithilfe
der kanonischen Zustandssumme lésst sich direkt berechnen, wie stark die Energie eines
kanonischen Ensembles um den Mittelwert U herum fluktuiert. Die Kenngrof3e dafiir ist die
Varianz

SE% = (E—-U)% = (E*>-2EU + U?
=(E*y -2 (E) U+ U?*(1)
—~—
=U
=(B% - U2 (4.19)

Fiir den ersten Term lésst sich folgender Ausdruck finden.

o _ L2, o oy 10°Z
(E%) = ZC;E,- exp(—BE;) = AT
SO (L) (L) (o)
0B\ Z. 0B Z2)\ ap
=-U
(18 _g_lﬁ] + U2, (4.20)
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Mit der Definition der Warmekapazitit folgt

ou dT\ oU
(BB = - Ut = () T2 40
o' Tl aT
=—kgT2 =CV
= kgT?Cy + U? 4.21)
und somit |§E?=kgT?Cy |. (4.22)

Falls Cy nicht von T abhingt, gilt U = Cy - T, sodass fiir die relativen Fluktuationen gilt:

OF _TVksCv _ | ks (4.23)
\ cv '

U CyT

fN-kg
2

3‘5_E_ 2 (4.24)
u \ f-N ’

Fiir ein Mol, N = N, gilt also in etwa %E ~ 10712, d.h. die Fluktuationen sind in der Regel
jenseits aller Messgenauigkeit. Im thermodynamischen Limes N — oo verschwinden die re-
lativen Fluktuationen.

z. B. fiir ein ideales Gas galt Cy =

Die kanonische Zustandssumme erlaubt auch nochmals einen neuen Blick auf den Unter-
schied zwischen Arbeit und Wéarme. In (4.8) galt bereits

exp(—pE;)

U=) P;E; mit Pj=———. (4.25)
i Ze
Das Differential kann entsprechend als
dU =) (E;dP; + P;dE;) (4.26)
i

geschrieben werden. Fiir die Arbeit kam bereits in (4.11) heraus:

1 o0 OE; —-PE;
5W:ﬁZC£Zexp(—ﬁEi)da:—Z( da)M

- ~\ da Ze
| —

=dE; =P;

=-) P;dE;. (4.27)
i
Mit dem 1. Hauptsatz und (4.26) folgt
5Q=ZEidpi . (4.28)
i

Wiéihrend (4.27) besagt, dass Arbeitsiinderungen durch Anderungen der Zustandsenergien bei
gleichbleibender Besetzungs-Wahrscheinlichkeit zustande kommen, fiihrt (4.28) Wérmedin-
derungen allein auf Anderungen der Besetzungs-Wahrscheinlichkeiten (bei gleichbleibenden
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4.2 Kanonische Zustandssumme Thermodynamik

Energien) zuriick.

Mit dem Resultat aus (4.17) folgt des Weiteren noch die kanonische Darstellung der Entropie

S=kpnZ+p-U) "2’ kgnz.+ Y P;Ey). (4.29)
i
Hierbei wird nun folgendes verwendet:
exp(—pE; 1
p; = M = Ei=—=InP;Z, (4.30)
ZC ﬂ

S=ksUnZ,—) P;In(P;- Z))
i

=kg(nZ.—InZ.) P;-) P;InP;)
i i

——
=1

S=—-kg)_ P;InP;|. (4.31)
i

Dieser Ausdruck, welcher erstmals 1929 von SZILARD niedergeschrieben wurde, wird auch
fiir ganz allgemeine Wahrscheinlichkeitsverteilungen auerhalb von Thermodynamik und
Statistik verwendet. Er ist eng verwandt mit der SHANNON-Entropie in der Informations-
theorie. Fiir kontinuierliche Verteilungen wird aus der Summe ein Integral.

Bislang wurde eine Notation verwendet, die annahm, dass die Mikrozustdnde und Energien
diskret durchnummeriert werden kénnen. Bereits in Kapitel (2) wurden Systeme mit konti-
nuierlichen (Phasenraum-)Variablen betrachtet; so war die mikrokanonische Zustandssum-
me gegeben durch

Q) = / dr  SsylH(q,p)-UL. (4.32)
T

——
3N

=% [ [1daidp;
i=1

0

Fiir die kanonische Zustandssumme ist nun die Energie nicht mehr scharf festgelegt. Anstel-
le der 6-Funktion taucht nun der BoLTZMANN-Faktor auf:

Z,= / dTexp(-BH(q,p)). (4.33)

Damit lasst sich die Zustandssumme eines idealen Gases direkt berechnen. Dafiir wird zu-
nachst die HAMILTON-Funktion

>
H(g,p)=) — (4.34)
i-12m
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4.2 Kanonische Zustandssumme Thermodynamik

fiir N Teilchen der Masse m ohne Wechselwirkung bendtigt. Es ergibt sich dann

1 F N pl?

L= — dg;dp;exp|— —_—

c hg/ﬂ qiapi p( ﬁ;Zm)
——

=VF

ZC:

N
|4
FV 2nmksg T3) . (4.35)

0

Gemal (4.12) lasst sich direkt der Druck berechnen

ksNT
== o [pV=ksNT]. (4.36)

Damit folgt die Zustandsgleichung aus der Zustandssumme.
Die Zustandssumme (4.35) soll nun noch einmal betrachtet werden. GemaR (4.18) folgt dar-
aus fiir die freie Energie:

F=—ksTInZ,

3
=—kgTN 51n(2nkaT)+1nV—1nhg : (4.37a)

Wird dies mit dem thermodynamischen Ergebnis verglichen, so findet sich dort insbeson-
dere fiir die logarithmischen Terme

| T (V!
Flioo=—-TCyln—|—
|log \%4 TO(VO)

T V
=—T Cy n—-T Cy(y-1) In—
~—~—~ TO e — VO

3Nkg Cp—Cy=Nkg

3. T 1%
Eln—+ln—

=—kgTN
Tp Vo

) (4.37b)

Durch geeignete Wahl der physikalisch irrelevanten Konstanten Ty, Vy, ho lassen sich (4.37a)
und (4.37b) in Ubereinstimmung bringen. Bei genauerer Betrachtung besteht jedoch ein Un-
terschied:

Bei einer Diskussion der Extensivitdt (Ver-A-fachung) der Stoffmenge, ver-A-facht sich auch
das Volumen als extensive Grol3e. In (4.37b) wird dies berticksichtigt, da sich auch das Refe-
renzvolumen dndert Vy — AV}. Dies wird in (4.37a) nicht berticksichtigt (Die ,Pixel“groRe hy
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4.2 Kanonische Zustandssumme Thermodynamik

im Phasenraum spielt bei einer Diskussion der Extensivitédt keine Rolle).

In (4.37a) ,fehlt “ also ein Term ~ —kgT Nln %, damit F in (4.37a) vollstdndig extensiv ist.
Nach der STIRLING-Formel In N! = NIn N +... ldsst sich dieser als fehlender Faktor im Mal}
von Z. in (4.35) auffassen:

1 3N 11 fﬁ’
dl' = — dqidpi = —=— dqidpi (4.37¢)
h3N i B3N N
Die klassische statistische Physik kann diesen , GiBBS’schen Korrekturfaktor“ nicht erklaren.
Er lasst sich jedoch dadurch motivieren, dass Teilchenkonfigurationen, die sich im Phasen-
raum nur in der Durchnummerierung der Teilchen unterscheiden, als gleich betrachtet und
nur einmal gezdhlt werden. D. h. der Korrekturfaktor ist dann wohlbegriindet, wenn die Teil-
chen auch klassisch als nicht-unterscheidbar angesehen werden. Das gleiche Ergebnis folgt
auch, wenn die klassische Mechanik als Grenzfall der Quantenstatistik abgeleitet wird.
Die kanonische Zustandssumme lautet dann mit GiBBS’schen Korrekturfaktor fiir ununter-

scheidbare Teilchen

N N
1|V 3 1|V
Zc = ﬁ (h_g vV ZﬂkaT ) = ﬁ A_:} (437d)
mit der thermischen Wellenldnge
h
Ap= —o (4.37€)

V2nmkgT

die fiir hy = h auch als thermische DEBROGLIE-Wellenldnge bezeichnet wird. Sie kann als
einfaches Mittel der Abschidtzung von Quanteneffekten benutzt werden. Ist sie vergleich-
bar mit der mittleren freien Wegldnge oder dem mittleren Abstand der Teilchen, werden
Quanteneffekte zunehmend wichtig. Da A+ mit abnehmender Temperatur zunimmt, spielen
Quanteneffekte bei tiefen Temperaturen eine zunehmend wichtige Rolle.

Nebenbemerkung: Die Notwendigkeit des GiBBS’schen Korrekturfaktors wurde bereits beim GiBBS’schen
Paradoxon bei der Durchmischung identischer Gase gezeigt.

Ebenso ldsst sich mit dem kanonischen Ensemble nochmals ein sehr allgemeiner Blick auf
den Gleichverteilungssatz werfen. Anders als bislang werden nun sehr wenige Annahmen
getroffen.

1. Aus einem System mit F Freiheitsgraden wird der i-te willkiirlich herausgewdhlt und
angenommen, dass die Hamilton-Funktion separabel im zugeho6rigen Impuls ist.

H(q,p)=¢€i(p)+ H (G1,-.., GE; P1, -+ Pi-1) Pi+1r++-» PF) (4.38)

2. Diese 1-Teilchen kinetische Energie sei quadratisch in p;:
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Es soll nun die mittlere Energie dieses Freiheitsgrades betrachtet werden.

€=+ / e:exp(~fe; - PH')dT

c

/Eiexp(—ﬁei - BH')dT

. (4.40)
/exp(—ﬁei - BH')dr

Mit dT" = dp;dI" folgt
/dpieiexp(—ﬁei)

[anont s

Mit Annahme 2) wird nun folgende Identitédt benétigt

°° 1 [ =«
ah/izﬁenﬂ—ﬁmpﬂdpizz,/wﬂs (4.42)
—00 l

(€)=

(4.41)

* /2
/_OO exp(~Baip?)dp; = af (4.43)
Es folgt fiir die mittlere kinetische Energie dieses Freiheitsgrades
(€i) = 1 _MT . (4.44)
2 2

Dies ist der allgemeine Gleichverteilungssatz. Es folgt unmittelbar fiir ein System mit N Teil-
chen und jeweils f Freiheitsgraden fiir die Summe der kinetischen Energien

<Z E,-,kin> = ngNT (4.45)

Fiir wechselwirkungsfreie Teilchen ist die gleich der inneren Energie U, wie bisher gefunden.
Da die p; im kanonischen Formalismus auch verallgemeinerte Impulse (z. B. Drehimpulse)
sein konnen, gilt (4.44) entsprechend auch fiir Rotationsfreiheitsgrade. Fiir wechselwirkende
Teilchen muss in U in der Regel noch die Bindungsenergie beriicksichtigt werden.

4.3 Grolkanonische Zustandssumme

Fiir die Analyse des grofkanonischen Ensembles denken wird sich wieder das System von
Interesse (System 2) in ein groBes Warmebad (System 1) eingebettet vorgestellt. Diesmal sind
neben Wirme- auch Teilchenaustauschprozesse zugelassen.

Das Gesamtsystem habe Nges Teilchen, d. h.

Nges =N;+ N, =N;+ N(essei N << Nges)-

Es ist einsichtig, dass die Wahrscheinlichkeit, das System 2 bei einer Energie E; und Teilchen-
zahl N zu finden, geschrieben werden kann als

pi = p(E;IN)p(N). (4.46)
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Dabei ist p(E;|N) die bedingte Wahrscheinlichkeit, das System bei Energie E; zu finden,
wenn es N Teilchen enthilt, und p(INV) die Wahrscheinlichkeit, dass das System 2 tiberhaupt
N Teilchen enthélt.

Fiir ein gegebenes N << Nges gilt das Resultat fiir das kanonische Ensemble

p(E;|N) ~ e PEiN) (4.47)

fiir einen gegebenen Mikrozustand mit Energie E;(/N) mit Teilchenzahl N. Die Wahrschein-
lichkeit p(N) fiir das groBkanonische Ensemble kann dhnlich abgeleitet werden, wie (4.47)
fiir das kanonische Ensemble. Es muss gelten:

P(N) ~ Ql(Nges —N), (4.48)

d. h. die Wahrscheinlichkeit N Teilchen im System 2 zu finden muss proportional zur Zahl
der Zustidnde des ersten Systems mit Teilchenzahl Nges — N sein. Wird nach N << Nges ent-
wickelt, so folgt

0IlnQ; (N)
N Q) (Nges — N) = In.Q) (Nges) - TN, =N
> (4.49)
= p(N) ~e .

Die Bedeutung von A wird sich gleich erschliellen. Das Ergebnis wird schon einmal vorweg-

genommen:
U
A=—Bu=——"—. 4.50
Pu=—27 (4.50)
Damit gilt fiir die Wahrscheinlichkeit (4.46), System 2 bei Energie E; und Teilchenzahl N zu
finden,

pi=ZglePHNe PEN) (4.51)
mit der grofskanonischen Zustandssumme

Zge=Y ePHN Y o= PEN), (4.52)
N i

Die Identitdt A = —Bu bestétigt sich, wenn die mittlere Teilchenzahl betrachtet wird, die sich
im groffkanonischen Ensemble einstellt:

1 0lnZg,

Y Ne MY e FEi = —— (4.53)

(N) =
Zge'N i

Wird nun Zg als Funktion der Parameter 5, A und ggf. a (z. B. V) aufgefasst, lautet das totale
Differenzial

dInZ dInZ InZ
84+ B Gp+ T84
3B an da (4.54)

~UdB - NdA + BSW.

dlnZg. =

.14)

Werden die ersten beide Terme rechts zu vollstindigen Differenzialen ergidnzt, folgt

d(InZgc + BU + AN) = f(dU + 6 W) + AdN. (4.55)
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4.3 Grollkanonische Zustandssumme Thermodynamik

Mit der Identifikation A = —fBu folgt das aus (3.71) bekannte Ergebnis fiir das vollstandige
Differenzial der Entropie auf der rechten Seite:

ds
B(AU +8W) + AdN = B(dU + W — udN) ®L" = (4.56)
B

Integration (mit Vernachlédssigung der irrelevanten Konstanten) liefert aus (4.55):
—kgTInZge =U~-TS—-uN:=], (4.57)

wobei in der rechten Seite die LEGENDRE-Transformierte von U(S, V, N) auf ein neues ther-
modynamisches Potential J als Funktion von (7, V, u) erkannt wurde. Dies ist das grofSkano-
nische Potential J (T, V, u). Mit der GIBBS-DUHEM-Beziehung U — TS — uN = —pV folgt

Die mittlere Teilchenzahl ist mit (4.53) schlieflich durch
- 10InZg,
pdu

direkt aus der grollkanonischen Zustandssumme ableitbar.
Da die thermodynamischen Potentiale durch LEGENDRE-Transformation miteinander ver-
kniipft sind

(4.59)

F(T,V,N)=U(S,V,N)-TS

(4.60)
](T) V,H) = U(S) V)N) - TS—NN)

wird mittels
F=—-kgTInZ;, J=-kgTInZg, (4.61)

auch eine Transformation zwischen den Zustandssummen induziert. In der Tat zeigt die De-
finition der GroBkanonischen Zustandssumme bereits den Zusammenhang (vgl. (4.52))

Zge=Y ePHN Z . (N). (4.62)
N

D.h. Zg. geht als gewichtete Summe aus Z, fiir verschiedene Teilchenzahlen hervor. Der Zu-
sammenhang zwischen kanonischer Zustandssumme und der mikrokanonischen Zustands-
summe Z,,. = Q wird deutlich, wenn sich daran erinnert wird, dass Q2 die Zahl der Zustinde
bei fester vorgegebener Energie (und Teilchenzahl) ist:

Z. =Y e PEi
i
= ) > 1 (4.63)

a{Eq#Ey,a#a'} k,{Ex=Eq}
=3 e PraQ(Ey)
a

(Wobei das erste Summenzeichen alle Zustdnde mit verschiedenen Energien E, und das
Zweite alle Zustdnde mit gleicher Energie E, (= Q(E,) beschreibt).
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Transformationen vom Typ (4.62), (4.63) heiflen LAPLACE-Transformationen. Sie entsprech-
en den LEGENDRE-Transformationen auf der Ebene der Zustandssummen. LAPLACE-Trans-
formationen sind verwandt mit FOURIER-Transformationen mit imaginérer Frequenz. Ent-
sprechend erfolgt die inverse Transformation in der komplexen Ebene. Vollstindige Aquiva-
lenz bedarf allerdings des thermodynamischen Limes.

Alle Zustandssummen lassen sich mit Hilfe von Verteilungsfunktionen bzw. Wahrscheinlich-
keitsdichten p(qg, p) als Phasenraumintegrale schreiben; es muss gelten

1= /dfp(q, p) (4.64)
mit

1
Omc = 555U[H(q.p) - U]

1 —pH,
QC = —e ﬁ (q,p) (4,65)
C
1§ -BHgp-uN)
QgC - e_ (q,p) —H .
ch N=0

Allgemein sind Mittelwerte dann tiber

(Ay = / Ag.pe(q, pdl (4.66)

gegeben. Die Entropie schreibt sich (vgl. (4.31)):
S= —kB/Q(q, p)Inp(q, p)dT. (4.67)

Ideales Gas im Schwerefeld (kanonisches Ensemble).

An diesem Beispiel ldsst sich studieren, wie eine qualitative Verdnderung des Mikroskopi-
schen Hamiltonians Einfluss auf die Thermodynamik nimmt. Nun wird ein homogenes Gra-
vitationsfeld betrachtet. Die Hamilton-Funktion eines Teilchens lautet

2

P
H=—+ . 4.68
2m mez ( )

Zwar wechselwirken die Teilchen mit dem Gravitationsfeld, jedoch nicht miteinander. Daher
faktorisiert die Zustandssumme:
Z.=7ZN. (4.69)

(QM: Tatsdchlich Z¢ = ﬁZlN fiir ununterscheidbare Teilchen. Im Folgenden jedoch irrele-
vant).
Die 1-Teilchen-Zustandssumme lautet

1
Z1=— e_ﬁHd?’xdsp

hy
1 ra
=73 d3x4ﬂ/dl9 p°e ﬁ(2m+mgz) (4.70)
hy
V N v

~
_[2nm

()"
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3/2
i e Pmsgz (ZJI_m) d3x. 4.71)
hy B

\%4

Betrachtet wird nun das Gas in einem Zylinder mit Grundfldche A und Hohe 5.

A
h
Das Volumenintegral ergibt
) e
hy\ B pmg
und somit folgt fiir Z:
5
anC:Nlnzl:N(—Elnﬁ+ln1—e_ﬁmgh)+c, (4.73)

wobei nur die Abhédngigkeiten von  und % im Blick behalten werden. Fiir die weitere Be-
trachtung wird das Verhaltnis zwischen thermischer Energieskala kg 7 und der maximal vor-
kommenden potentiellen Energie eingefiihrt:

mgh

Die innere Energie des Gases findet sich als mittlere Energie im kanonischen Ensemble

0ln Z,
U=-
op
5N —pPmgh
(424)NkBT(§— q )
2 ei-1

Fiir den Fall, dass die thermische Energie dominiert (g — 0, z. B. wegen g — 0), gilt % —1

und
3
U— ENkBT (4.76)

wie nach dem Gleichverteilungssatz erwartet. Im Fall dominierender potentieller Energie
q — oo folgt

5
U-—- ENkB T, (4.77)

d. h. auch die potentielle Energie tragt zur inneren Energie bei. Ahnliche Grenzfall-Eigenschaften
werden an der Warmekapazitdt deutlich:

ou 5 2
C,= Nkg ( q—) . (4.78)

ToT 2 (el-1)2
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4.3 Grollkanonische Zustandssumme Thermodynamik

In einem Gas im Schwerefeld l4sst sich also mehr Warme speichern, da ein Teil der Warme
in die potentielle Energie der Teilchen gesteckt werden kann.
Abschliefend wird noch der Druck berechnet

dln Z,
p:kBT N4

ov (4.79)
_ o pOhoInZ, _ NksT g
"oV on vV ed-1°

Fpr g << 1 entspricht dies der idealen Gasgleichung, wédhrend fiir g >> 1 der Druck ver-
schwindet, d. h. die potentielle Energie wird zu grol3, als dass die Teilchen noch nennenswert
Druck ausiiben kénnten.

Nebenbemerkung: diese Betrachtung erklart nicht, wie der Druck innerhalb des Volumens von z ab-
héngt. In (4.79) ist p ein Mal dafiir, welche Arbeit pdV unter Anheben oder Absenken des Deckels
verrichtet werden muss.
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5 Einfache Modelle fiir magnetische Systeme

Auch Festkorper haben Eigenschaften, die wesentlich von der Temperatur abhidngen kén-
nen. Prominentes Beispiel ist die Magnetisierung von ferromagnetischen Materialien, die
oberhalb einer kritischen Temperatur verschwinden kann.

Im einfachen Bild von elementaren Dipolen, die im geordneten Zustand eine makrosko-
pische Magnetisierung hervorrufen konnen, kann das Verschwinden von Magnetisierung
oberhalb einer kritischen Temperatur als durch thermische Fluktuationen herbeigefiihrte
Unordnung verstanden werden. Der Ubergang zwischen geordneten magnetisierten und
ungeordneten entmagnetisierten Zustdnden kann als Phaseniibergang verstanden werden.
Im Folgenden sollen diese Phdnomene in einfachen Modellen gendhert werden.

5.1 Magnetisierung eines Paramagneten

Es wird mit einem paramagnetischen Material begonnen, bei dem die Wechselwirkung zwi-
schen den elementaren Dipolen vernachldssigt werden kann. Die Dipole ergeben sich aus
den magnetischen Momenten p der Atome oder Molekiile des Materials. Im Folgenden wird
die aus der Quantenmechanik bekannte Tatsache verwendet, dass magnetische Momente
mit Drehimpulsen (auch auf Operatorniveau) verkniipft sind

B g
p=2j=£], (5.1)

wobei o = ze—nflic das BoHR’sche Magneton bezeichnet und g derselbe dimensionslose gyro-
magnetische Faktor (LANDE-Faktor) ist. Die Wechselwirkung jedes Dipols mit einem dufle-
ren B-Feld wird durch den HAMILTON-Operator

A

H=-B-p (5.2)
beschrieben. Aus der Quantenmechanik ist bekannt, dass dieser die Eigenwerte (B = Bé;)
Ep=-guwBm, m=-J,-J+1,....,]-1,] (5.3)

besitzt, wobei J die Drehimpulsquantenzahl, d. h. Eigenwert von J2 — h?J(J+1) ist, die halb-
ganzzahlige Werte annehmen kann.

Da zwischen den Dipolen keine Wechselwirkung besteht, faktorisiert die kanonische Zu-
standssumme in die Zustandssummen der einzelnen Dipole:

1
Ze= ZIN (bzw. ﬁZlN ununterscheidbare Dipole). (5.4)

Die Ein-Dipol Zustandssumme lautet
J J J
Zy= ) exp(-BEm)= ). exp(BguoBm)=: Y exp(qm), (5.5)
m=—] m=—] m=—J
wobei das Verhéltnis der relevanten Energieskalen

8B
kg T

q=pPgHoB = (5.6)
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5.1 Magnetisierung eines Paramagneten Thermodynamik

das heilst der magnetischen und der thermischen Energie eingefiihrt wurde. Es ergibt sich

_sinh[g(J +3)] 57
~ sinh(9) '

Aus Z; lésst sich das mittlere magnetische Moment eines Atoms/ Molekiils in Richtung des
Magnetfeldes berechnen

guomexp(gm) 10Inz
= = — = M 58
<:UZ|HZ> ; 7 5 0B (5.8)
die als Magnetisierung M bezeichnet wird. Es ergibt sich
M = gpoBj(q) (5.9)
mit der Brillouin-Funktion
1 1) 1 g
B;(q) = (]+2)coth(q(]+2)) - coth . (5.10)
2 1By —J=1
—J=15
—J=2

magnetische Energie g = fguoB
05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

Fig. 9: Die Brillouin Funktion B;(q) als Funktion der magnetischen Energie g = fguoB fiir drei ver-
schiedene Werte von J geplottet.

Im Fall g < 1 (kleine Magnetfelder/hohe Temperaturen) verhélt sich die BRILLOUIN-Funktion
wie q
B](q):gj(]+1), qg<l, (5.11)

d. h. die Magnetisierung steigt linear mit dem dul8eren Magnetfeld an, M ~ B.
Fiir g > 1 (groBe Magnetfelder/kleine Temperaturen) gilt

Bi(q)=], qg>1, (5.12)
sodass die Magnetisierung gegen einen maximalen Wert strebt
M= guo, (5.13)

d. h. alle Dipole sind maximal entlang des Magnetfeldes ausgerichtet. Von Interesse ist eben-
so die magnetische Suszeptibilitdt y,,, definiert als Proportionalitidtsfaktor zwischen Magne-
tisierung und Magnetfeld,

M = ymB. (5.14)
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5.2 Das eindimensionale Ising-Modell Thermodynamik

In den entsprechenden Limites ldsst sich finden

gHo
mz{ngT](n ) g<1 (5.15)

gﬂoé—»O qg>1.

Das hier diskutierte paramagnetische Modell zeigt offensichtlich keinen Phasentiibergang zu
einem Permanentmagneten, wie er von ferromagnetischen Materialien bekannt ist. Dafiir
ist eine hinreichend starke Wechselwirkung der Dipole notwendig.

5.2 Das eindimensionale Ising-Modell

Das ISING-Modell ist ein einfaches (und zugleich wegweisendes) Modell fiir ferromagneti-
sche Eigenschaften. Das von ERNST ISING vorgeschlagene und in einer Dimension geltste
Modell beschreibt klassische Dipol-Freiheitsgrade, die entlang einer Achse die Werte o; = +1
annehmen kénnen. Die N Freiheitsgrade mit i = 1,..., N seien der Einfachheit halber ent-
lang eines Kreises angeordnet (um ldstige, irrelevante Randeffekte zu vermeiden), bzw. ent-
lang einer Linie mit periodischen Randbedingungen. Wie beim Paramagneten gibt es eine
Wechselwirkung mit einem dulleren Magnetfeld vom Typ

N
Hg=-b) oy (5.16)
k=1
wobei b proportional zur Feldstiarke B ist und alle weiteren Faktoren und Konstanten, vgl.

(5.2), (5.3) subsummiert. Des weiteren seien benachbarte Dipole mit einer Wechselwirkungs-
starke J aneinander gekoppelt. Die ISING-HAMILTON-Funktion lautet:

N N
H({o)=~J ) 0k0ks1=b ) 0. (5.17)
k=1 k=1

Die beiden Kopplungskonstanten J und b tragen die Dimension einer Energie. Die kanoni-
sche Zustandssumme lautet

N N
Ze= Zexp(ﬁ(120k0k+1+b20k))
k=1

{oi} k=1

N b
Y lexp (ﬁ]akak+1 +h5 0kt Uk+1)) (5.18)
{oit k=1

wobei 0, die Summe tiber alle moglichen Konfigurationen, d. h. Verteilungen von +1 auf
allen Pldtzen i bezeichnet. Die Werte, die jeder einzelne Faktor in (5.18) annehmen kann,
lassen sich in einer 2 x 2 Matrix anordnen:

. i (exp(ﬁ(]+ b)  exp(-pJ) )
OkOk+1 * exp(—ﬁ]) exp(ﬁ(]— b))

Dies ist die Transfermatrix T. Das Produkt von (5.18) wird somit einschliellich der Summe
Y (o,} zu einem Matrixprodukt

Ze= ) oo Y. Togse-Tonone

o1=%x1 on=*1

(5.19)

=01

= Ty TV (5.20)
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5.2 Das eindimensionale Ising-Modell Thermodynamik

und mit Hilfe der periodischen Randbedingungen zu einer Spur. Die Transfermatrix von
(5.19) ist reell und symmetrisch, kann also diagonalisiert werden

7+ O
T ( 0 1_)' (5.21)
Die Spur (5.20) ist invariant unter Diagonalisierung, d. h.
N N
T O} (T O o N, N
ZC—Tr(O T_) —Tr(o T]_\,)—T++T_. (5.22)

Die explizite Diagonalisierung von (5.19) ergibt

7. = exp(BJ) (coshﬁb + \/sinh2 Bb+ exp(—4,6])) ) (5.23)

Wegen 0 < 7_ < 74+ dominiert 7, den thermodynamischen Limes

TN
ZC:T+N+T]_V=TIJY 1+ —
T
~—~
—0
=7 fir N—oo (5.24)

Damit ergibt sich fiir die freie Energie pro Dipol

—

F 1
f = N = _NkBTanC N_oo —kgTInt,

=—J—kgTIn (coshﬁb+ \/sinhzﬁb+exp(—4,3])) (5.25)
woraus dhnlich wie in (5.8) das mittlere magnetische Moment durch Ableitung folgt
110lnZ, dof Oof _ sinh Bb

ob \/sinh2 Bb+exp(—4p))

(5.26)

(oiloy) =

NB ob b

Fiir endliche Temperaturen verhélt sich das Modell zundchst dhnlich wie ein Paramagnet.
Mit abnehmendem Magnetfeld féllt die Magnetisierung auf Null. ISING verwarf daher das
Modell zunichst, da es den erhofften ferromagnetischen Phaseniibergang nicht zeigt. Ge-
naugenommen zeigt es den Phasentibergang bei T, = 0K, d. h. der Temperaturnullpunkt
entspricht der kritischen Temperatur

lim lim {o;lo;) = +1

b—0+ T—0

lim lim {(o;|o;) = -1. (5.27)

b—0- T—0
1944 gelang es L. ONSAGER das ISING-Modell analytisch in zwei Dimensionen zu l16sen, und
zu zeigen, dass der Phasentibergang tatsidchlich bei endlichen Temperaturen auftaucht. Dies
gilt (aller Evidenz nach) in drei Dimensionen, auch wenn eine analytische Losung noch nicht
gelungen ist. Das 3D ISING-Modell dient bis heute als wichtigstes Testmodell fiir viele N&-
herungsverfahren der statistischen Physik und ist nach wie vor Gegenstand aktueller For-
schung.
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5.3 Das Curie-Weiss-Modell Thermodynamik

1} a;) —pB=05,]=1
— B=10,J=1
— B=20,J=1
-1 -0.8 —06 —04 —0 02 04 06 08 1

/)

1

Fig. 10: Der mittlere Spin pro Freiheitsgrad im ISING-Modell als Funktion des dueren Magnetfeldes
b fiir verschiedene Temperaturen. Mit zunehmender Temperatur wird die Kurve flacher.

5.3 Das Curie-Weiss-Modell

Das CURIE-WEISS-Modell ist eine scheinbar leicht veranderte Form des 1D-ISING-Modells,
wobei statt der ,Nédchste-Nachbar“-Wechselwirkung die Wechselwirkung eines Dipols ,im
Bad* aller Dipole beriicksichtigt wird. Die HAMILTON-Funktion eines Dipols lautet also:

1 N
Hi=-]J—=) 0,0;-bo; (5.28)
N ]:1
bzw. die ganze HAMILTON-Funktion des CURIE-WEISS-Modells ist

] N N
Hlo) = -5 Y oi0j-b) o (5.29)
ij=1 i=1

wobei der Faktor % die wechselseitige Doppelzdhlung in der Summe entfernt. somit wech-
selwirkt ein Dipol nicht lediglich lokal sondern instantan mit allen Dipolen des Systems. Die
kanonische Zustandssumme lautet

] N N
ZC:Zexp p N Z 0i0j+bZUi (5.30)
i=1

{0} i,j=1

N N \?
mit Z O'iO'jZZO'iZO'j:(ZUi) .
- - =

i,j=1 i j
Der Exponent ldsst sich mithilfe der Formel
o0 T BZ

d —Ap? +Byp) =1/~ (— 2) 5.31
/_OO pexp(=Ap”+Byp) =/ Sexp| =y (5.31)

in den Dipol-Variablen linearisieren, wenn

N BZ ﬁ]

= iy — = 5.32
¥ ,.:ZIG’ 4A " 2N (5.32)

gewdhlt wird. Durch Reparametrisierung der Hilfs-Integrationsvariable u sind verschiedene
Wahlen von A und B moglich. Niitzlich ist folgende Wahl:

_NbJ

B=8], A 2

(5.33)
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5.3 Das Curie-Weiss-Modell Thermodynamik

Damit nimmt die Zustandssumme folgende Form an:

NBJ [ N 3
Z. = \/2—’;]/ dueXP(—Tﬁ]uz)ZeXp (ﬁ(fwb)zai)- (5.34)
—00 {o} i=1

Die Dipole sind somit entkoppelt. die Summe iiber die Konfigurationen ldsst sich ausfiihren:

N N
Y exp (ﬁ(1u+ b)), a,-) =2 [lexp(BUp+b)oy)

{o} i=1 {o}i=1

= Y ... ) exp(fUp+b)oi)...exp(Up+b)on)

o1=%1 on=+1

= (2cosh(BUu+ b))
= exp{N-In[2cosh(B(Uu+ b))} (5.35)

=>Z: =1/ ]\;—'[;]/ duexp(—BNL(u, b)) (5.36)

mit der Landau-Funktion

1
L(u,b) = g,ﬂ 5 In[2cosh(BUp+ b))l (5.37)

10 T L(u, b) —pf=1J=1b=1
—B=1,J=1,b=2

—6—5—4—3—2%\\]_//?456

Fig. 11: Die Landau funktion dargestellt als Funktion von g fiir f=1=Jund b=1,2.

Es bleibt noch, das Hilfsintegral iiber  auszufiihren. Im Limes grofler N — oo ist zu erwarten,
dass das Integral lediglich Beitrdge in der Ndhe des Minimums py der LANDAU-Funktion
erhdlt, d. h. das p-Integral wird in Sattelpunktsndherung ausgewertet. Taylor-Entwicklung
um po herum liefert:

1 8%L(ry, b)
y Mo)2

L(,Ll, b) :L(,Lt(),b)-FE T(u— +... (5.38)
=1'L() T

Die Bestimmungsgleichung fiir das Minimum g ergibt sich aus
0t OL(u = o)

ou
= po =tanh[S(Juo + b)]. (5.39)

= Jpo — Jtanh[B(Juo + D)]
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5.3 Das Curie-Weiss-Modell Thermodynamik

Die transzendente Gleichung definiert yo implizit. Fiir die 2. Ableitung ergibt sich an u = g
unter Verwendung von (5.39)

_ 0*L(p=po, b)

L
2 P

=J[1-BJ( - ). (5.40)

Die Zustandssumme (5.36) in Sattelpunktsndherung lautet somit

0o _ 2
Z, = ]\;'i]exp(—ﬁNLo)/ exp(—ﬁNLZ%

=/ 2 exp(-pNLo). (5.41)
2

Im Limes N — oo trdgt nur der Exponent relevant zur freien Energie pro Freiheitsgrad bei:

ks TInZ,
f= lim —BTHC = Lo = L(o, b). (5.42)

N—o0

Analog zu (5.26) ldsst sich das mittlere magnetische Moment pro Freiheitsgrad berechnen

1o = _ _O0f _ OL(po,b) 537)
(oiloi)=m(p,b) = P T tanh[B(Juo + b)]
= o (5.43)

was genau dem Minimum der LANDAU-Funktion entspricht. Die LANDAU-Funktion kann
somit als ,Potential“ fiir die mittlere Magnetisierung pro Freiheitsgrad verstanden werden.
Die magnetische Suszeptibilitédt ergibt sich als Ableitung nach b

_0m _op __pa-m?
~0b oAb 1-(1-m2)pJ

Xm (5.44)

wobei (5.43) mehrfach zu verwenden ist. Werden diese Resultate nun im Grenzfall kleiner
Magnetfelder betrachtet, b — 0"

27 1o = tanh (BT o). (5.45)

Die Gro3e BJ beschreibt das Verhiltnis von Wechselwirkungsenergie J zu thermischer Ener-
gie. Bei hohen Temperaturen kg7 > J hat (5.45) lediglich die Losung

Ho=0 fiur kg T > J. (5.46)

Die Suszeptibilitdt wird somit pg = m =0

B "
=— fir kg T > J. 5.47
Xm 1-8J ur K J ( )
Sie divergiert fiir kg T — J. Diese , kritische“ Temperatur
J
Te=— 5.48
= T (5.48)
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5.3 Das Curie-Weiss-Modell Thermodynamik

— tanh(B1o)
—Ho

Fig. 12: Grafische Losung von Gleichung 5.43. Fiir kleine Temperaturen (grof3es ) existiert nur eine
Losung bei pp = 0.

heillt auch Curie-Temperatur. Oberhalb von T > T, zeigt das System keine Magnetisierung
fiir b— 0. Fiir T < T;, d. h. kg T < J hat (5.45) insgesamt drei Losungen. po = 0 ist zwar nach
wie vor Losung von (5.45), jedoch gilt nach (5.40) dann

*L(u=
Ly = 0"L{p = po) =J(1-BJA-ud)
op Ho=0
=J(1- BJ) <0, (5.49)
—~—

>1

sodass py = 0 kein Minimum der freien Energie mehr ist. Ein solches Minimum bendtigt
also ,u(z) > 0. Nahe, aber unterhalb der CURIE-Temperatur kann (5.45) ndherungsweise gelost
werden. Dazu wird der tanh entwickelt.

T, ug(r)3
L 5.50
Ho NOT 7 \T. ( )
#0 T)\? T
=t =s( ) (1-7)

Fiir tiefe Temperaturen 3] — oo wird (5.45) erwartungsgema(d durch

mittlere Magnetisierung

051

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 1.1

Fig. 13: Mittlere Magnetisierung pro Spin im Curie-Weiss-Modell bei verschwindendem Magnetfeld
als Funktion der Temperatur.

ps=m*—1 (5.51)
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5.3 Das Curie-Weiss-Modell Thermodynamik

gelost. Fiir T < T, ldsst sich eine endliche Magnetisierung finden auch fiir verschwindendes
Magnetfeld. Dies charakterisiert einen Ferromagneten. Mit zunehmender Temperatur wird
die Magnetisierung kleiner und fallt mit ' — T, ,senkrecht” auf Null ab. Oberhalbvon T > T,
verhdlt sich das System paramagnetisch. Das CURIE-WEISS-Modell beschreibt somit einen
Phaseniibergang zwischen einer ferromagnetischen und einer paramagnetischen Phase.
Nahe T < T, lasst sich auch die Suszeptibilitdt berechnen

(5.52)

.44y 1 T\ !
X .

™ (550 2kg Te \" T

Diese divergiert nahe T ~ T,, d.h. kleine Anderungen des duBeren Magnetfelds kénnen
groBe Anderungen der Magnetisierung bewirken.
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6 Quantenstatistik

Die Natur der mikroskopischen Bausteine ist nicht klassisch-mechanisch sondern quanten-
mechanisch. Entsprechend muss auf fundamentalen Niveau auch die Statistische Physik
quantenmechanisch formuliert werden. Fiir den Formalismus bedeutet dies, dass anstelle
des Phasenraumes I' ein geeigneter Hilbert-Raum tritt, der quantenmechanische Vielteil-
chensysteme beschreiben kann. Ebenso muss anstelle des klassischen Phasenraummalies
dI’ eine geeignete Operation treten, die es ermoglicht, tiber den quantenmechanischen Zu-
standsraum zu summieren. Tatsdchlich ldsst sich der bisherige Formalismus trotz dieser we-
sentlichen Unterschiede vergleichsweise leicht auf die Quantenmechanik verallgemeinern.
An verschiedenen Stellen wurde dies zuvor auch schon getan (vgl. Mikrokanonische Zu-
standssumme des idealen Gases, Paramagnet). Der Einfachheit halber sei im Folgenden an-
genommen, dass die mikroskopischen quantenmechanischen Zustédnde diskret seien. Ver-
allgemeinerungen auf kontinuierliche Spektren sind wie iiblich direkt méglich.

6.1 Der Dichteoperator

Eine direkte Verallgemeinerung der klassischen auf die Quantenstatistik gelingt vergleichs-
weise einfach, wenn an die Stelle der Wahrscheinlichkeitsdichte p(q, p), vgl. Seite 63 der
quantenmechanische Dichteoperator gesetzt wird.

Sei 7 der Hilbertraum der quantenmechanischen Zustédnde des Systems, und sei {|k)} eine
orthonormierte Basis (z. B. Eigenbasis eines selbstadjungierten Operators). Durch

Py = k) (k| (6.1)

wird ein Projektor auf den Unterraum definiert, der von |k) als Basisvektor aufgespannt ist.
Ein beliebiger Zustand |w> kann auf diese Weise auf den Unterraum projiziert werden:

By |y) = (kly) k), 6.2)

wobei (k | ) der Wahrscheinlichkeitsamplitude, und |<k ) |2 der Wahrscheinlichkeit ent-
spricht, den Zustand |w> bei einer Messung im Basiszustand | k) zu finden. Konzeptionell ist
es wichtig, diese der Quantenmechanik inhdrente Wahrscheinlichkeitsinterpretation zu un-
terscheiden von den bisher in dieser Vorlesung diskutierten Wahrscheinlichkeiten. Wahrend
die quantenmechanischen Wahrscheinlichkeiten in gewisser Weise zum Wesen der Quan-
tenmechanik gehoren und den Eingriff der Messapparatur in den quantenmechanischen
Zustand parametrisieren, beschreiben die statistischen Wahrscheinlichkeiten lediglich das
Unwissen tiber die Details des Mikrozustands. Letzteres Unwissen konnte im Prinzip besei-
tigt werden, das Unwissen iiber den Ausgang einer quantenmechanischen Messung jedoch
im Allgemeinen nicht.

Mit Hilfe der Projektoren ﬁk lasst sich nun ein Operator konstruieren, der die Information
enthdlt, mit welcher Wahrscheinlichkeit py der Zustand | k) besetzt ist:

o ZZPkaHkI,WObei Pk =0, und Zpk:]L. (6.3)
k k

Dies ist der Dichtoperator. Wie zuvor parametrisiert py das Unwissen iiber die Details des
Mikrozustands. Wiirde der Mikrozustand im Detail vermessen werden, wire ein py = 1 und
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6.1 Der Dichteoperator Thermodynamik

alle anderen pj = 0. In diesem Fall beschriebe p einen reinen Zustand. Im Allgemeinen je-
doch wird von (6.3) als einen gemischten Zustand gesprochen.
Wegen der Orthonormalitdt der Basis gilt fiir die Projektoren

P;Pr =6 Py, Y Pp=1. (6.4)
k

Der Mittelwert einer Observable A in der klassischen Statistik 1dsst sich mit Hilfe der Wahr-
scheinlichkeitsdichte p schreiben als, vgl. (4.66)

(A) = /A(q, p)p(q, p)dl. (6.5)
T

Fiir diskrete Zustdnde reduziert sich auch die klassische Statistik auf

(A=) Aipi (6.6)

mit den Wahrscheinlichkeiten p; dafiir, den Messwert A; zu finden. Gleichung (6.6) ldsst sich
quantenmechanisch auch mit Hilfe des Dichtoperators schreiben:

(A=) Aipi=) Aipiili)
=2 Aipi(ilLlD)
WY A;p; <i| (Z|k><k|) |i>
i k

=;Ai <i| %pk|k><kl)|i>

= Ai (ilpli), 6.7)

wobei p;(ilk) = pidir = prdir = pk (ilk) verwendet wurde. Da die Wahl der Basis beliebig
war, ldsst sich auch z. B. die Eigenbasis verwenden, die den einer physikalischen Observable
A zugehorigem Operator A mit Eigenwerten A; diagonalisiert. Gleichung (6.7) wird dann zu

(A)=2 4 (ilpli)=)_(ilApli)=Tr(Ap) (6.8)

D. h. das Ensemblemittel einer Observable A ldsst sich in der Quantenstatistik mit Hilfe des
Dichteoperators und der Spurbildung bestimmen. Gleichung (6.8) tritt somit an die Stelle
von (6.5) der klassischen Statistik. Damit lassen sich bereits die Zustandssummen der Quan-
tenstatistik fiir das mikrokanonische und das kanonische Ensemble bestimmen.

Fiir das mikrokanonische Ensemble wird das Grundpostulat der statistischen Physik ver-
wendet, dass allen zugdnglichen Mikrozustdnden die gleiche Wahrscheinlichkeit zuspricht.
Bei vorgegebener innerer Energie U miissen im mikrokanonischen Dichtoperator nur dieje-
nigen Zustidnde k beriicksichtigt werden, deren Energie der inneren Energie entspricht, bzw.
die in einer Energieschale U um U herum liegen:

Pme ~ > Pe=ibsy(H-U), 6.9)
{k|Ex€ U, U+6U1}
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6.2 Besetzungszahldarstellung Thermodynamik

wobei in Analogie zur klassischen Statistik einen 5;; Operator eingefiihrt wurde, der auf die
Energieschale projiziert.
Die Mikrokanonische Zustandssumme folgt nun durch Spurbildung:

Q) =Tr[d5y (H-U)] (6.10)

Ul T Ay

J {k|Ex €U, U+6U1}

= Z dim Py, (6.11)
{k|Ex€ [U,U+6U1}

wobei dim Py die Dimension des Unterraumes mit Energieeigenwert Ej. beschreibt. Im Falle
von Entartung kénnen mehrere unterschiedliche Zustinde den Energieeigenwert E haben.
dim Py zihlt dann den Entartungsgrad des Eigenwertes Ej.
Der mikroskopische Dichteoperator lautet dann
Ome = ﬁ Y by = ééw (A-U). (6.12)
U) (kg e (0, Uu+s01

Es folgt unmittelbar fiir den kanonischen Dichteoperator und die kanonische Zustandssum-
me

1 A N

pe=—ePH ZC:Tr[e—ﬁH]. (6.13)
Ze

Hier tritt der HAMILTON-Operator H an die Stelle der HAMILTON-Funktion in der BoLTz-

MANN-Verteilung.

6.2 Besetzungszahldarstellung

Fiir das quantenstatistische grofkanonische Ensemble wird noch weiteres Werkzeug be-
notigt. An die Stelle der Teilchenzahl N als klassische Observable muss ein Teilchenzahl-
Operator N treten. Allerdings kénnen Zustinde mit unterschiedlicher Teilchenzahl nicht
zum selben Hilbertraum gehoren (offensichtlich gehoren 1-Teilchen-Wellenfunktionen W (x)
nicht zum selben Funktionenraum, wie 2-Teilchen-Wellen-funktionen W(x;, x»)). Sei also
 zundchst der Hilbertraum eines N-Teilchen-Systems. Als Zustandsraum fiir ein groQ3-
kanonisches Ensemble wird der Fock-Raum als direkte Summe aller moglichen N-Teilchen-
Hilbertrdume definiert

F = @ Hy. (6.14)
N=0

Sei |1//n> nun ein beliebiger Zustand aus dem n-Teilchen-Hilbertraum, so wird der Teilchen-
-Zahl-Operator N durch die Eigenschaft definiert, dass er durch jeden beliebigen Zustand
|U/n> diagonalisiert wird, mit Eigenwert n,

Nlyn)=nl|y,). (6.15)

D.h. N ist in jedem n-Teilchen-Unterraum des Fock-Raumes proportional zur Identitit mit
Proportionalitidtsfaktor n. Per Konstruktion ist der Teilchenoperator also nach unten durch
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6.2 Besetzungszahldarstellung Thermodynamik

den Eigenwert n = 0 beschrdankt und hat ansonsten nur ganzzahlige Eigenwerte. Er besitzt
daher die gleichen Eigenschaften wie der Besetzungszahloperator des quantenmechanischen
harmonischen Oszillators. Es ldsst sich daher vermuten, dass sich der Teilchenzahloperator
mit Hilfe von Leiteroperatoren @ und é' realisieren lisst mit den Eigenschaften

A

N=aa [a,a*]:n

[N,a]=-a |¥,a'] =a' (6.16)

Analog zu den Uberlegungen zum quantenmechanischen harmonischen Oszillator folgt aus
dieser Algebra, dass es einen Zustand geben muss, der von a annihiliert wird:

aloy =0. (6.17)

Dies ist wegen N |0) = 0 = 0|0) offensichtlich der ,Null“-Teilchen-Zustand, also das Vakuum.
Ebenso folgt aus (6.16), dass @' |0) ein Eigenzustand des Teilchenzahloperators mit Teilchen-
zahl n = 1 sein muss. Zur Erinnerung:

N(a*u») =at aat |o=a'at a0y +ato) = 1-(5ﬁ|o>). (6.18)
=ata+1 =0

Also muss a' |0y ein Element des 1-Teilchen-Hilbertraumes .74 sein. Dieser allerdings ist i.A.
ein hochdimensionaler Vektorraum, der durch eine Basis {|k)} aufgespannt wird. Entspre-
chend geniigt es nicht, lediglich einen Satz von Leiteroperatoren & und &' einzufiihren, son-

dern jeweils einen Satz fiir jeden moglichen 1-Teilchen-Zustand: ay, &L mit [&k, cf] =1aber

[dk, &z,] =0 fir k # k',also k

|, al, | =6 (6.19)

Entsprechend zihlt der Operator Ny = &z dy, wie viele Teilchen jeweils den 1-Teilchen-Zu-

stand | k) angenommen haben. Der Gesamtteilchenzahloperator ist dann

N=) N;. (6.20)
k
Eine mehrfache Anwendung des Operators d; oder verschiedener d;, dz, aufdas Vakuum |0)

erzeugt offensichtlich Mehr-Teilchen-Zustdnde, wie sich leicht analog zu (6.18) nachrechnen
lasst. Diese Zustdnde sind entsprechend Vektoren im N-Teilchen-Hilbertraum .7¢y. Eine na-
turliche Basis fiir 77}y ist durch das Tensorprodukt der 1-Teilchen-Basen {|k)} gegeben:

{Balk)s.. .ok}, 6.21)

CAVE: In diesem Abschnitt bezeichnet {|k)} explizit eine 1-Teilchen-Basis, im vorhergehenden Ab-
schnitt zum Dichteoperator p =) py | k) (k| war mit {| k)} allerdings eine Basis des N-Teilchen-Raumes
k

gemeint!
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6.2 Besetzungszahldarstellung Thermodynamik

Es empfiehlt sich, eine Besetzungszahldarstellung einzufiihren, bei der die Zustdnde ledig-
lich durch die Zahl der Teilchen im Zustand k =1,2,3,... benannt werden:

Iny, no,..0:=11)®|1)®...9|1)®|12)®|2)®...9|2)®... (6.22)
m 2
Es gilt offensichtlich
Nlnl,ng,...):(n1+n2+...)|n1,n2,...). (6.23)

Es ist wichtig, sich trotz aller Analogie zum harmonischen Oszillator den Unterschied in der Bedeu-
tung der Leiteroperatoralgebra deutlich zu machen: Beim quantenmechanischen harmonischen Os-
zillator erzeugt a' eine hohere Anregung eines 1-Teilchen-Systems im harmonischen Potential. Der
Zustand |[n) ~ (a*) . |0) ist immer noch ein Zustand nur eines Teilchens mit einer bestimmten Energie
E,=hw(n+1).

Hier in der Quantenstatistik erzeugt al jedoch nicht eine Anregung sondern ein Teilchen und (az) " |0)
entspricht einem n-Teilchen-Zustand. Uber die Details der Energien, in denen diese Teilchen erzeugt
werden, wurde noch nicht ndher gesprochen. Diese werden implizit mit dem Index k durchgezihlt.
Fiir ein N-Teilchen-Ensemble von vielen harmonischen Oszillatoren wiirde k also z. B. die Energie-
Niveaus der einzelnen Oszillatoren bezeichnen.

An dieser Stelle nochmal einen Schritt zuriick: In (6.16) wurden die Leiteroperatoren mit der
Kommutatorrelation [d, ézT] = 1 eingefiihrt, weil in Analogie zum harmonischen Oszillator
bekannt war, dass N = @'a dann automatisch die richtigen Eigenschaften eines Teilchen-
zahloperators haben wird. Ist dies die einzige Moglichkeit?

An dieser Stelle wird zunéchst auf die Erfahrungstatsache zuriickgegriffen, dass in der Quan-
tenphysik identische Teilchen nicht unterscheidbar sind.

Das muss auch im Formalismus berticksichtigt werden. Dazu wird eine Ortsraumwellen-
funktion eines N-Teilchen-Systems betrachtet:

\P(XI, xZ;---ny)'

Ununterscheidbarkeit bedeutet z. B., dass Erwartungswerte von physikalischen Observablen
beziiglich der Wellenfunktionen

W(x1, X2,..., XN) und W(x2, X1,...,XN)

jeweils die gleichen Werte annehmen miissen (ebenso wie fiir alle anderen Vertauschungen).
Dazu wird der Austauschoperator A j; eingefiihrt:

AjY (X1, X2,y Xjyeo oy Xy ooy XN)
=W (X1, X2, Xnyever Xjpever XN) - (6.24)

Ein zweifacher Austausch fiihrt offensichtlich zur gleichen Wellenfunktion zuriick:

A?k‘l’(xl,xg,...,xj,...,xn,...,xN)

=W (X1, X2,.., Xjyener Xpyevnr XN) - (6.25)

Jede N-Teilchen-Wellenfunktion ist also Eigenfunktion zu A? . mit Eigenwert 1. Dies bedeu-
tet, dass Aji nur die Eigenwerte +1 oder —1 haben kann. Identische quantenmechanische
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6.2 Besetzungszahldarstellung Thermodynamik

Teilchen zerfallen also in zwei Klassen: Diejenigen, deren Wellenfunktion symmetrisch unter
Teilchenaustausch sind, z.B. W(x, x2) = ¥ (x2, x1), heillen Bosonen, diejenigen, deren Wel-
lenfunktion antisymmetrisch unter Teilchenaustausch sind, z. B. ¥ (x1, x2) = =W (x2, x1), hei-
Ren Fermionen. Die N-Teilchen-Zustidnde, die mit Operatoren a; erzeugt werden kénnen,

die die harmonische-Oszillator-Algebra erfiillen [Ezk, 512,] =6, vgl. (6.16) oder (6.19), sind
offensichtlich bosonisch, da zwei Erzeuger 61;, d;, jeweils miteinander vertauschen:

AT T, |0) = ak d}; |0). (bosonisch) (6.26)

Fermionische Zustidnde lassen sich folglich nicht mit Hilfe der Algebra (6.19) darstellen. Mit
Blick auf (6.26) ist jedoch klar welche Eigenschaften c‘zz haben miisste, um fermionische Zu-
stdnde zu erzeugen:

AT T,IO) ; |0). (fermionisch) (6.27)

Es werden also anti-kommutierende Leiteroperatoren benotigt. Es zeigt sich, dass alle wich-
tigen Eigenschaften in Verbindung mit dem Teilchenzahloperator bestehen bleiben, wenn
gemdll (6.27) fiir fermionische Leiteroperatoren postuliert wird:

soatlg gt gt
{ak, ak,} ar ak a, DA =06
und
{ar, ay}=0={al,a' }. (6.28)
Weiterhin gilt
Nk = LAZL ar, N= ZNk (6.29)
k
und
[Ny, ] = —ar, [Nk, a;] =al (6.30)

Insbesondere (6.30) zeigt, dass @ und a' ihre Bedeutung als , Teilchenvernichter“ und ,-erzeuger®
auch fiir Fermionen beibehalten. Ein wesentlicher Unterschied zeigt sich jedoch fiir

*1
AT AT
= (a} ar—alal apa) Ing)
k k%K
*2
_aTa | >
= k1
= Nk |ng) (6.31)
wegen
sl={a at-a'a d 2= a0 4 =
- k> ak akak un * - 2 {ak» ak} - Oy
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6.3 Ideale Quantengase Thermodynamik

d.h. N kann fiir gegebenes k nur die Eigenwerte 0 oder 1 haben. In fermionischen Ensem-
bles kann ein Quantenzustand also nur keinmal oder genau ein mal besetzt sein. Dies ist das
in der Natur beobachtete Pauliprinzip, das Bosonen und Fermionen wesentlich voneinan-
der unterscheidet.

Damit sind nun fiir sowohl Bosonen als auch Fermionen mit einem Teilchenzahloperator
ausgestattet, mit dem nun der groRkanonischen Dichteoperator und die Zustandssumme
definiert werden kann:

1 A N A N
Pge= Z—e‘ﬁ(H‘“N) Zge=Tr (e—ﬁ(H‘“N)) . 6.32)
gC

Der Vollstandigkeit halber sei noch erwédhnt, dass die Besetzungszahldarstellung der Fock-
raum-Basisvektoren (6.22) mit der vom harmonischen Oszillator bekannten Normierung so-
wohl fiir Bosonen als auch fiir Fermionen gelingt:

S
In1, ng,y..ong) =[] 0), (6.33)

wobei s die Dimension der 1-Teilchen-Rdume entspricht und auch oco sein kann (bzw. in der
Regel ist).

6.3 ldeale Quantengase

Fiir ideale Quantengase, d. h. wechselwirkungsfreie Teilchen, ldsst sich die grollkanonische
Zustandssumme exakt berechnen. Es wird dafiir angenommen, dass die 1-Teilchen-Basis
{lk)} den 1-Teilchen-HAMILTON-Operator diagonalisiert:

H k) =¢xlk). (6.34)

Die genaue Form von H; und das Energiespektrum ¢ ist dabei zunichst unerheblich. Fiir
ein ideales Gas, bei dem jedes Teilchen die Energie €, gemall seines Zustandes |k) betragt,
lautet also der gesamte HAMILTON-Operator

I:I:ZEka:Z‘Ekdz&k- (6.35)
k k

Der HAMILTON-Operator wird durch Fock-Raum-Basiszustdnde diagonalisiert:

Hlny, ny,...) :ZskaInl no,...)
k

=) epnglnny,...). (6.36)
%
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6.3 Ideale Quantengase Thermodynamik

Die Eigenwerte entsprechen der Summe der 1-Teilchen-Energien gewichtet mit der Zahl der
Teilchen pro Zustand. Damit wird die groffkanonische Zustandssumme direkt berechenbar:

Zgc=Trexp —,BXk:(gk—,u)Nk]
:%(nl,ng,...lexp —,sz:(ek—u)lvk Iny, no,...)
:%ml,nz,...leXp —ﬁ%(ek—u)nk In1, no,...)
:%exp —ﬁ;(fk—u)nk
=%l;[eXp[—ﬁ(€k—u) n, (6.37)

wobei {n} die Menge aller moglichen Besetzungszahlen aller Zustdnde bedeutet. Explizit lau-
tet dies

2o =L T T e -plec—pm

= ;’exp [—ﬁs(gl —p)m]... ;exp [ (es— ) ns)
= l;[nZeXp (B (ex — ) ] (6.38)

Bis hierhin spielte es keine Rolle, ob ein Ensemble von fermionischen oder bosonischen Teil-
chen betrachtet wird. Der Unterschied zwischen beiden Féllen liegt in der Wertemenge der
Besetzungszahlen nj: Fiir Bosonen muss iiber alle ny = 0,1,...00 summiert werden, d. h.
Gleichung (6.38) entspricht einem Produkt von geometrischen Reihen. Dies ergibt die grol3-
kanonische Zustandssumme des idealen Bose-Einstein-Gases

Zg: =] 101 -exp (B (ex—w)])”" (6.39)

Fiir Fermionen kann 7 nur die Werte 0 und 1 annehmen. Es ergibt sich also die Zustandss-
umme des idealen Fermi-Dirac-Gases

242 =TT0+ e [-plee-1) (6.40)

Entsprechend folgt fiir das grolfkanonische Potential idealer Quantengase

JBe,rp =~k T hlzch’FD

=+kgT ) In(1Fexp[-p(ex—p)]). (6.41)
k

Alle thermodynamischen Eigenschaften idealer Quantengase lassen sich nun daraus ab-
leiten. Alle weiteren 1-Teilchen-Eigenschaften (relativistische, nicht-relativistische, massive
Teilchen etc.) werden durch € parametrisiert.
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6.3 Ideale Quantengase Thermodynamik

Im Folgenden werden noch einige allgemeine Eigenschaften betrachtet. Aus der Definition
des groBkanonischen Dichte-Operators folgt

exp

o e

1
Trpee=1=Tr
Pgc (Z -

gC

62Dy (exp[ﬁ]] -exp ) : (6.42)

—B (ex— 1) Ny

k
Entsprechend muss die Ableitung nach jedem Parameter verschwinden. Insbesondere fiir
die Ableitung nach einem Energieeigenwert ¢; folgt:

0= 0Trpgc _
6&

o .
BTr ﬁgc(a—gjl—zvl)]. (6.43)

Daraus folgt die mittlere Besetzungszahl des /-ten Zustandes

. . 0] o] .
(N;)=Tr[pgeN;| =Tt pgc—] =—Tr[pgc]
Oer| Oej—— 22

=1

(6.41) 1
exp (B (e1-p)) F1

mit dem oberen Vorzeichen fiir BOSE-EINSTEIN und dem unteren fiir FERMI-DIRAC-Gase.
Fiir grofle 1-Teilchen-Energien bezogen auf die thermische Energie ndhern sich die Beset-

(6.44)

(Ni)

—— Boltzmann
—— Bose-Einstein
—— Fermi-Dirac

—
| | ii:::::::===>_X=ﬁ@m

—2 -1 1 2

Fig. 14: Die mittlere Besetzungszahl (Ny) fiir ideal Bose-Einstein-, Fermi-Dirac- und klassische Gase
als Funktion von (e — ). Fiir kleine Temperaturen bzw. hohe Energiezustinde x > 1 ndhern
sich die Kurven an.

zungszahlen beider Quantengase dem klassischen Ergebnis (Boltzmann-Faktor) an. Fiir klei-
ne Argumente gibt es deutliche Abweichungen.

Da die mittlere Besetzungszahl nicht negativ sein kann, muss fiir Bosonen immer gelten:
€1 > p fiir alle [. Fiir kleine Temperaturen (grol3e f) ist die Besetzungszahl der Energienive-
aus € = u nahe bei u fiir Bosonen besonders hoch. Fiir Fermionen existiert zundchst keine
solche Einschriankung an das chemische Potential.

Als Beispiel wird nun ein Ensemble von Teilchen in einem 3-dimensionalen Kastenpotential
betrachtet. Das Volumen habe Wiirfelform und Kantenlidnge L.
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6.4 Ideale Fermi-Gase Thermodynamik

Fiir nicht-relativistische Teilchen der Masse m sind die 1-Teilchen-Energien aus der Quan-
tenmechanik gut bekannt:
NG n

En= : k==n, mit 1 = (11, ny, nz) € Ng\{0}. (6.45)
2m L

Mittlere Teilchenzahl und die innere Energie ergeben sich dann durch die Summation tiber
alle n:

. 1
(V) =2 exp (f(en— ) F1
U:;£n<Nn>:;eXp TIC=m)ED (6.46)

Es wurde sich bereits in Abschnitt 2.2 davon liberzeugt, dass wegen &, ~ # ~ V75 fiir den
Druck folgt:

o 0] 0e, 2U
__ Y _ 9 % _2U 6.47
P v ™ %%, 0V 3V (6.47)
— =

Hier zeigt sich, dass diese vormals klassische Uberlegung auch in der Quantenstatistik fiir
nicht-relativistische Teilchen unabhidngig von der Teilchensorte Bestand hat. An dieser Stelle
soll die Summe in (6.46) nicht weiter ausgefiihrt werden, sondern stattdessen eine Betrach-
tung des thermodynamischen Limes durchgefiihrt werden. Um den Limes N — oo sinnvoll
betrachten zu konnen, muss auch das Volumen anwachsen, d. h. der Limes L — co wird be-
notigt. Mit k = 7n werden dann auch die zuldssigen Wellenzahlen beliebig dicht in R3 lie-
gen. Die Summen in (6.46) konnen dann als Integrale approximierende RIEMANN-Summen
betrachtet werden mit

= Z—(L)gz(Akﬁ (L)S/d%—( L)s/d?’k (6.48)
— \z T \erm ’ ’
R
Im Folgenden werden Fermionen und Bosonen separat betrachtet.

6.4 ldeale Fermi-Gase

Bislang wurden weitere Teilcheneigenschaften beiseite gelassen. Allerdings verkniipft das
Spin-Statistik-Theorem (Beweis im Rahmen der Quantenfeldtheorie) die statistischen Ei-
genschaften von fermionischen Teilchen mit ihrer Eigenschaft zu halbzahligen Spin zu tra-
gen, wahrend Bosonen einen ganzzahligen Spin tragen. Das Ignorieren des Spinfreiheitsgra-
des ist also im Fall von Bosonen mdéglich und beschreibt skalare Spin-Null-Bosonen. Spinlo-
se Fermionen existieren jedoch nicht, sodass bei Fermionen immer ihr Spin zu berticksich-
tigen ist. Fiir ideale wechselwirkungsfreie Gase bedeutet dies lediglich, dass in der Zustands-
summe und dem Dichteoperator auch iiber die Spinfreiheitsgrade summiert werden muss.
Fiir eine gegebene Spinquantenzahl s fithrt dies zu einem zusétzlichen globalen Faktor von
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6.4 Ideale Fermi-Gase Thermodynamik

25+ 1 moglichen Spineinstellungen.
Folglich ergibt sich beispielsweise fiir die mittlere fermionische Teilchendichte gemalf (6.46)
im thermodynamischen Limes (6.48):
A 4
N 12s+1 1
:<V>:V s L3/d3k —
e exp (5 — 1) +1

2s+1 [ 1
== / dk k2 — . (6.49)
= el
Mit der Substitution
h?k?
= 6.50
x:=p om (6.50)
lasst sich die Integrationsvariable k auch schreiben als
V2mkgT 1
k= YEIBS = Vamx— (6.51)
h At
mit der in (4.37e) eingefiihrten thermischen Wellenldnge
h
A= ——. (6.52)
AV 27 ka T
Zudem wird die Fugaczitdit z definiert:
z:=ePt. (6.53)

Da u der Energie entspricht, die aufgebracht werden muss, um ein Teilchen einem System
hinzuzufiigen, steigt mit u die ,Tendenz eines Teilchens, das System zu verlassen®(fugare =
fliehen).

Mit (6.51) und (6.53) schreibt sich die Teilchendichte

2 1 [ xdx
n=02s+1)— . (6.54)
\/ﬁ ATg 0 Z_lex +1

Das hier auftretende Integral ist ein Spezialfall der allgemeinen Fermi-Integrale

i) =— /oo ¢ dx (6.55)
z) = , .
A T J, zleX+1
sodass die Teilchendichte geschrieben werden kann als
f3 ()
n=02s+1)—¢r. (6.56)
At

In analoger Weise ergeben sich die innere Energie aus (6.46) bzw. die innere Energiedichte
zu

kg T
Ars

—U—Z 13 6.57
u_V_(SJF)E f%(z) (6.57)
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A

10 4 fs2(2)
.f:s/z(z)

13
071 -E
0701 T T rrrerg T T rrorrrrg T T rrorrrrg T T rrorrrrg »

0,01 0,1 1 10 100 =

und der Druck nach (6.47) zu
kgT
p=@2s+1) P fs (2). (6.58)

Mit der Gibbs-Duhem-Beziehung und der Definition des grof3-kanonischen Potentials
-pV=]=U-TS-uN (6.59)

lasst sich ebenso direkt die Entropiedichte bestimmen:

I P )_1(5 )
s=y = plutp-pn)=—_lzu—pn

kg (5
S=(2s+ 1)—B3(—f§ (2) - Bufs (z)). (6.60)
/lT 272 2

Um Kontakt zu kniipfen mit dem klassischen Limes wird noch einmal zuriick zum Ausdruck
fiir die Teilchenzahl im diskreten Fall gegangen, z. B. Gleichung (6.44):
(W)=Y <

N T eBEr—1w 1 ’
Das Gas verhilt sich klassisch, d. h. (N) ~ e P wenn

ePH=en « 1 (6.61)
gilt und zwar fiir alle relevanten Energieniveaus. Dieser Limes wird erreicht, wenn die Fuga-
zitat

z=efl <1 (6.62)

sehr viel kleiner als 1 ist. Im Fall von Fermionen wird in diesem Limes von einem ,schwach
entarteten“ FERMI-Gas gesprochen. In diesem Limes lassen sich die Korrekturen zur klas-
sischen Statistik aus obigen Resultaten und den Eigenschaften der FERMI-Integrale direkt
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ausrechnen, vgl. Ubungen.

Im Folgenden soll sich dem Limes starker Entartung zugewendet werden, d.h. z > 1, bzw.
z — oo. Fiir jedes positive u > 0 wird dieser Limes bei hinreichend kleinen Temperaturen
T — 0 erreicht.

Dazu wird noch einmal zuriick zu (6.49) gegangen und die mittlere Teilchenzahl geschrieben
als

N 2s+1 *° 1
(Ry= & 25 Dy / dk k2 — (6.63)
R T e
o B2K2 _ I’k
bzw. mite = % -, de = de als
(N) = / de D(e) iip(e), (6.64)
0
mit der Besetzungswahrscheinlichkeit des fermionischen Energieniveaus €
nr(e) = m (6.65)
und der Zustandsdichte freier Elektronen
3
41 (2m):2
D) = % (2s+1) VVE. (6.66)

Mit Hilfe der Zustandsdichte lassen sich auch weitere oben bereits diskutierte Groflen in
kompakter Form schreiben. z. B. die innere Energie

U= / deD(e)ngp(e) e (6.67)
0
oder das Potential
J=—kgT / de D(e) In (1 + eﬁ(“‘f)) . (6.68)
0

Im Limes T — 0, f — oo, ndhert sich die Besetzungswahrscheinlichkeit einer Stufenfunktion
an:

ng(e) = O(u-e¢), (6.69)

ePle-m +1
d. h. am absoluten Nullpunkt der Temperatur sind alle Einteilchenzustidnde bis zur Fermi-
Energie

ep = (6.70)

besetzt und alle hoherliegenden unbesetzt. Die FERMI-Energie gibt also die hochste Energie
an, die ein Teilchen im Gas im Grundzustand des Systems haben kann. Ebenso ist ein der
FErRMI-Energie entsprechender Fermi-Impuls definierbar:

_r¥

Ep= . 6.71
F= 5 (6.71)
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ng(e)

H =c F
Im Limes (6.69) vereinfachen sich die Ausdriicke der verschiedenen Grof3en:
EF 2
Mittlere Teilchendichte: (N) = / D(e)de = gD(EF) Er (6.72)
0
. : °r 2 , 3
innere Energie: U = eD(e)de = gD(EF) ep° = = (N)ep. (6.73)
0

Gleichung (6.72) ldsst sich auch invertieren und fiihrt auf einen Zusammenhang zwischen
FERMI-Energie und Teilchendichte:

h2

2 (N)
£p = —————n3, n=-_r (6.74)
@s+)m )3
8m( 6 )
bzw. zwischen FERMI-Impuls und Teilchendichte
h 1
pp= ————ns, (6.75)

2s+1)m
2\ =%

Per constructionem héngen diese Gleichungen fiir thermodynamische Zustandsgrof3en nicht
mehr von der Temperatur ab, da der Limes T — 0 genommen wurde. Da sich die Besetzungs-
wahrscheinlichkeit 71r(€) jedoch exponentiell schnell der Stufenfunktion in (6.69) annéhert,
ist zu erwarten, dass diese Insensitivitdt der Zustandsgrofen auf die Temperatur auch fiir
endliche kleine Temperaturen giiltig ist. Als Mal} fiir den Giiltigkeitsbereich ldsst sich die
Fermi-Temperatur definieren:

_€F_ h2
_kB_

i

Tr

ns. (6.76)

2
3/(2s+1)m
8kgmy/ =5

Der Limes T — 0 bleibt eine hinreichend gute Beschreibung des FERMI-Gases auch bei end-
lichen T, solange T <« Tr. Es ist ndmlich

D=

Tr)\2 3
1< (—F) =—Ar n% =Ar n%, (6.77)
T 4(2s+1)
=~O(1)

d. h. die thermische DEBROGLIE-Wellenldnge ist deutlich groler als der mittlere Teilchenab-

1
stand ~ n”3 in diesem Regime. Wie oben angesprochen ist dies ein MaR dafiir, dass quan-
tenstatistische Effekte gegeniiber klassisch thermodynamischen Effekten dominieren.
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6.4 Ideale Fermi-Gase Thermodynamik

Es ergibt also Sinn, in diesem Temperaturbereich (trotz Unabhéngigkeit von der Temperatur)
von

642U 2 h?
= - —=Zpep=——+——n

3 V 5 20n / (Zs-gl)n

als der thermischen Zustandsgleichung des entarteten FERMI-Gases nahe dem absoluten
Temperatur-Nullpunkt zu sprechen. Anders als beim klassischen idealen Gas verschwindet

wln

(6.78)

der Druck also nicht fiir T — 0 sondern ist proportional zur (Teilchendichte) 5. Mit anwach-
sender Temperatur wird die Stufenfunktion in (6.69) zunehmend , ausgeschmiert,

| Ar(®) —p=2

K=¢€F

d.h. fiir T > 0 sind nicht mehr alle Zustdnde mit Energie € < € voll besetzt, jedoch gibt es
besetzte Zustinde mit € > €. Dies fiithrt zu Korrekturen in den obigen Gleichungen fiir das
entartete FERMI-Gas. Diese lassen sich im Regime T < T systematisch mit Hilfe der Som-
MERFELD’schen Tieftemperaturentwicklung, d. h. der Entwicklung der FERMI-Integrale fiir
grolle Fugazitit z > 1, berechnen.

Als einfache Anwendung werden Metalle mit einem Valenzelektron betrachtet, das in der
festen Phase des Metalls zu einem quasi-freien Leitungselektron wird. Die Teilchendichte
der Leitungselektronen ist somit durch die Teilchendichte der Atome bestimmt. Mit der An-
nahme, dass sich die Leitungselektronen wie ein ideales FERMI-Gas verhalten, findet sich fiir
die FERMI-Energie

h? % 2
ep=—1(37°)3 n,3 6.79
FE o (377)° ne (6.79)
mit der Valenz-Elektronendichte n, und dem Elektronenspin s = %, 25+1 = 2. Typische Werte
fiir ne, €, und die weiteren ableitbaren charakteristischen Grollen, FERMI-Geschwindigkeit

Vg = p—ﬂ’; = \/% , und die FERMI-Temperatur sind z. B. wie unten in der Tabelle angegeben.
Die FERMI-Geschwindigkeit liegt bei ca. ﬁ
Betrachtung ist also konsistent.

Die FERMI-Temperatur liegt bei einigen 10.000 Grad, so dass bei Zimmertemperatur der Tief-
temperaturlimes T < Tr gut erfiillt sein sollte.

Die Tieftemperaturentwicklung liefert nun z. B. eine Korrektur zur inneren Energie U in (6.73),

der Lichtgeschwindigkeit, die nicht-relativistische

ne[10% 131 vp[1052] epleV] Tp[10%K]

cm3

Na 2.5 1.1 3.1 3.7
Cs 0.86 0.73 1.5 1.8
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6.5 Ideale Bose-Gase Thermodynamik

die quadratisch in T ist; (ohne Rechnung)

U:3<N)£F+50T (6.80)

7.[2
mit ¢ =—-(N) ks ;'

Uber die Wiarmekapazitit C, = ( 6(T]) kann die Konstante ¢ leicht im Experiment vermessen

werden. Es findet sich fiir Natrium —22 o =121 und fiir Csium —& e = 1:35, d. h. eine qualitativ

teo

gute Ubereinstimmung mit der Hypothese die Valenzelektronen als ideales FERMI-Gas zu
ndhern. Die Abweichungen sind also ein MaR fiir die Relevanz der Elektron-Elektron- und
Elektron-Gitter-Wechselwirkung.

6.5 Ideale Bose-Gase

Fiir die Diskussion idealer BOSE-Gase wird nochmals zur diskreten Darstellung zuriickge-
kehrt z. B. fiir die Teilchenzahl in (6.46) zuriick:

. 1
(N =2 Ferm1 (6.81)

Die zuldssigen Energien £, hdngen im Allgemeinen von der Randbedingung ab. Fiir das bis-
her als Beispiel verwendete Kastenpotential ist €, > 0 fiir endliche L, ndhert sich aber fiir
den Grundzustand der Null an im Limes L. — 0. Fiir p¢ — 0 kann daher W divergie-
ren, so dass der Limes L. — 0 sorgfiltiger behandelt werden muss. Im Allgemeinen lisst auch
bei endlichen L das auftreten von ,Nullmoden® nicht ausschlieBen. Ein Beispiel dafiir ist ein
Kasten mit periodischen Randbedingungen fiir die Wellenfunktion, fiir die das Energiespek-
trum nun
h?k? 27 3
,k=—n,ne”Z (6.82)
2m’ L
lautet und explizit eine Nullmode fiir » = 0 mit einschlief$t. Wird also das Auftreten einer
Nullmode in (6.81) zugelassen, behandeln diese explizit und summieren {iber das restli-
che Spektrum in Kontinuumslimes. Unter Beriicksichtigung weiterer Spinfreiheitsgrade s =
0,1,2,... ergibt sich

8n:

X [ Kdk
(N)=(@2s+1) - +V/— ,z=ePH (6.83)

r2k?
-1ef%m -1

Z-1_
Das Integral konvergiert am unteren Rand selbst fiir z=1, da

kZ

h2k2
ePom

_2m
iz

(6.84)

k—0

einen endlichen konstanten Wert annimmt. Dies zeigt, dass der naive Kontinuumslimes
nicht sensitiv auf mogliche Nullmoden ist. Falls Nullmoden vorhanden sind, wiirden sie im
naiven Kontinuumslimes verloren gehen. Dasselbe gilt fiir Systeme ohne Nullmoden fiir die
Physik bei den Werten des chemischen Potentials bei dem €gryndzustand — £ — 0 geht. Durch
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6.5 Ideale Bose-Gase Thermodynamik

entsprechende Verschiebung der Definition des Energienullpunkts lédsst sich dieser Bereich
immer auf Nullmoden abbilden. Gleichung (6.83) beschreibt also den allgemeinen Fall. Ahn-
lich wie im fermionischen Fall enthélt (6.83) ein spezielles Integral einer allgemeinen Klasse
der BOSE Integrale:

/lldx
g1(2) = F()L) o (6.85)

212
Mit der Substitution x = ﬁhz_l’lfl lasst sich (6.83) auch umschreiben in die mittlere bosonische

Teilchendichte

N ga(Z)
n:( >:(23+1) z r@s+1)

(6.86)
1% V 1-z

T
wobei wiederum die thermische Wellenldnge A 1 eingefiihrt wurde. Der erste Term beschreibt
den Dichtebeitrag der sich im Grundzustand befindlicher Teilchen, der zweite Term alle
Teilchen, die sich in angeregten Zustidnden befinden. Analog zum fermionischen Fall kann
ebenso die innere Energie und der Druck berechnet werden:

g:(2) —@s+1)k 3 gs(z) (6.87)

U 3ksT
= (2s+1)—
/" T

v
Wegen U =), £, (uy) ist elementar einsichtig, dass der Grundzustand mit €, = 0 nicht zur
inneren Energie beitragt. Wegen p = %% gilt dies auch fiir den Druck.
Im groflkanonischen Ensemble sind V, T und p die natiirlichen Variablen. Im Folgenden soll
jedoch (6.86) und (6.87) ndher am Experiment aufgefasst werden: Leicht messbar sind das
Volumen V und die Temperatur T ebenso wie die mittlere Teilchendichte n. Somit kann
(6.86) als Bestimmungsgleichung fiir die Fugazitit z bzw. das chemische Potential y aufge-
fasst werden. Mit dem entsprechenden Ergebnis fiir z konnen dann aus (6.87) die Energie-
dichte u und der Druck p bestimmt werden. Der Einfachheit halber wird sich im Folgenden
auf skalare Bosonen mit s = 0,25+ 1 = 1 beschrdnkt. Zudem wird mit

v=— (6.88)
n
das im Mittel fiir ein Teilchen zur Verfiigung stehende Volumen eingefiihrt. Damit ldsst sich
(6.86) auch schreiben als

A _ Mz 6.89
VYT 689

Fiir grolle Volumina V > )LsT wird der Grundzustand nur dann wesentlich beitragen, wenn
die Fugazitit z nahe bei z = 1 liegt. Bei vorgegebener Temperatur T, d.h. § > 0 fest, ist dies
nahe bei y = 0. Bei vorgegebenem Volumen V und Temperatur T derart das V > AE’T kann die
Fugazitit z aus (6.89) als Funktion von mittleren Einteilchenvolumen v in Einheiten von )LST
(zumindest numerisch) bestimmt werden.

Ein typischer Kurvenverlauf ist folgender: Die Fugazitédt geht also gegen z — 1, wenn das
mittlere Volumen fiir ein Teilchen klein gegeniiber dem ,thermischen Volumen* )L% wird.
Hier werden Effekte der Quantenstatistik wichtig.
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6.5 Ideale Bose-Gase Thermodynamik

ZA

T » N3
0,5 A

Offensichtlich sind die BOSE-Integrale bei z = 1 von Bedeutung:

(e,0) A ld o0 X
1 x*hdx 1 1-1 €
1 = = - d
8D r(A)/eX—l F(A)/x 1—ex °F
0 0 g

=Xl e
o0
— 1 i /dxxl—l -nx
) =
P >
—,%A/ dy y* eV
LO 7
=T )
w1
=) —=C(W. (6.90)
n=11

Bei z = 1 sind die BOSE-Integrale also identisch mit der RIEMANN-Zeta-Funktion, deren Wer-
te bei geradzahligen Argument gut bekannt und analytisch berechenbar sind

2 4 6

T T T

Werte fiir A > 1 sind numerisch berechenbar, insbesondere

((g) ~2.6124, ((g) =~1.3415, ((3)=1.2021,... (6.92)

Da 83 (1) = 2.6124 endlich ist, muss fiir grolle V > /13T die Fugazitdt nahe bei z = 1 liegen,
sobald

A3 A3
<ve=—1=—1, (6.93)
83 M {3
Im Limes /113 — oo ist fiir v < v, die Fugazitit z = 1 und somit y = 0.
T

In diesem (idealisierten) Limes lassen sich innere Energiedichte und Druck folglich aus-
driicken als

2 ve () S (3

(6.94)
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A

0,1 -

0,01

T T T T rrroerrg T T T v T voirg T T T v »
0,01 0,1 1 Fugazitit z
Mit erneutem Blick auf (6.86)

1 z gé(z)
= — =+ 2
Vi-z A3

n (6.95)

wird im Regime 1 =0, z = 1 bei vorgegebenen Volumen V die Aufteilung der Teilchendichte
in den Grundzustandsanteil (1.Term) und den Anteil in angeregte Zustdnde (2.Term) im we-
sentlichen durch die Temperatur T ~ /1}2 gesteuert. Es wird daher die Ubergangstemperatur
T, bei beliebiger Teilchendichte durch folgende Bedingung definiert

g:(1)
n=—-——. (6.96)
AE;T(Tc)
Mit der Definition der thermischen Wellenldnge folgt daraus
2
h? n |
T, = — . 6.97
¢ 2nmkg (((%)) (6.97)
Damit ldsst sich die Dichte schreiben als
1 2z T)\z 832
n==——+|—| =— (6.98)
Vi-z T, /lT(TC)
3
1 T\> 83(2)
6~ % Ly (—) L (6.99)
Vi-z T, 83 1)

Bei gegebener Temperatur T hidngt der Anteil der Teilchen im Grundzustand im thermody-
namischen Limes V — oo von den Details ab, wie z — 1 wenn V — oco. Der Anteil der Teilchen
im Grundzustand in diesem Limes wird mit

(6.100)

bezeichnet. Der relative Anteil im Grundzustand bezogen auf die gesamte Teilchendichte ist
folglich

. Ny T)\z2
lim—=1- T , I'< Tg. (6.101)
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Teilchen im
Grundzustand

TITc
02 04 06 08 1 1.2 1.4

Dies verdeutlicht das Phdnomen der Bose-Einstein-Kondensation: bei T > T, ist der Anteil
der Teilchen im Grundzustand gleich null (fiir endliche Volumina in realistischen Systemen
beliebig klein). Bei T < T, beginnt die Zahl der Teilchen im Grundzustand zu wachsen. Bei
T — 0 halten sich ausschlief3lich alle Teilchen im Grundzustand auf.

Somit markiert T, eine Phaseniibergangstemperatur. Fiir T < T, koexistieren die Gasformi-
ge und die kondensierte Phase. Das besondere an der kondensierten Phase ist, dass alle Teil-
chen den gleichen Quantenzustand besetzen, d. h. die Gesamtheit aller Teilchen im Konden-
sat verhdlt sich wie ein Quantenzustand.

Dies wird auch an der Entropie deutlich, die sich analog zum FERMI-Gas aus der GIBBS-
DUHEM-Beziehung (6.59) ergibt: (N = (N))

-pV=U-TS-uN

- S 1(U+ N)

S=—=—|— — [ —

vV T\V P uV

1 .
= ?(u + p — un) (Entropiedichte). (6.102)
Mit p = S u folgt
S 1(5 ) (6.103)
=—|-u—punj. .
T\3 K

Wird sich nun auf die Entropie der Teilchen im Kondensat beschrankt, so gilt fiir diese u|cong =
0 und g = 0 und somit s|¢.ong = 0. Das BOSE-EINSTEIN-Kondensat hat also keine Entropie.
Dies ist in Anbetracht der BOLTZMANN-Formel S ~ In (Anzahl der zugédnglichen Mikrozu-
stdnde) nur folgerichtig, da alle Teilchen den Grundzustand besetzen und noch dazu unun-
terscheidbar sind. Im Limes T — 0 folgt fiir die gesamte Entropie limr_ S = 0. Dieses auch
»3. Hauptsatz“ der Thermodynamik genannte NERNST-Theorem ist also kein Axiom sondern
in der Quantenstatistik ableitbar. Im Ubrigen gilt das gleiche fiir Fermionen, da fiir T — 0 der
Zustand bei dem alle Teilchen die Zustdnde bis zur FERMI-Kante € = p auffiillen, eindeutig
ist.

Beim BOSE-EINSTEIN-Kondensat befindet sich fiir 7 > 0 also alle Entropie in der gasformi-
gen Phase. Die zugehorige Teilchendichte ist

8 (2)

i (6.104)
At

n|gas =
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6.6 Relativistische ideale Quantengase Thermodynamik

Genau an der Ubergangstemperatur T ist 7 = n1|gqs, da np = 0. Entsprechend gibt sich mit u
aus (6.87) fiir die Entropiedichte bei T = T,

(6. 103) 53kgT 6100 5 8s (1)
—3 83 k —
32 /1 3(1)

k}ﬁﬂ n. (6.105)

20(3)

Beim Ubergang von der kondensierten in die gasférmige Phase muss also pro Teilchen die
Wiarmemenge

1 v 1
N T N T, VN T, n
5((3)
2 —(—ng T,. (6.106)
20)

zugefiihrt werden. Diese mit Phasentibergdngen verbundene Warmemengen wird auch La-
tente Wdirme genannt.

BOSE-EINSTEIN-Kondensate wurden von Einstein 1924 vorhergesagt. In den folgenden Jahr-
zehnten wurde in verschiedenen Tieftemperatur-Experimenten versucht, Systeme zu fin-
den, die sich auch bei kleinen Temperaturen wie ein ideales BOSE-Gas verhalten. Insbeson-
dere fliissiges Helium mit Suprafluiden Eigenschaften war lange ein Kandidat, allerdings ist
hier die Wechselwirkung zwischen den Atomen nicht vernachléssigbar.

Die erste beobachtbare Herstellung eines BOSE-EINSTEIN-Kondensats mit Hilfe von ultra-
kalten verdiinnten Gasen aus Alkali-Atomen gelang 1995 W. KETTERLE am MIT und E. COR-
NELL und C. WIEMANN am JILA (Nobelpreis 2001). Seitdem hat sich die Physik ultrakalter
Gase zu einem hochaktivem Gebiet entwickelt.

6.6 Relativistische ideale Quantengase

Die bisherigen Beispiele von idealen Quantengasen behandeln nicht-relativistische Teilchen,
insbesondere am Beispiel quantenmechanischer Teilchen im 3-dimensionalen Kastenpo-
tential, e, = hzz }’7‘12.

Um zum relativistischen Fall iiberzugehen muss die Einteilchen-Energie lediglich zum rela-
tivistischen Fall verallgemeinert werden. D. h. fiir das ideale relativistische Quantengas wird

lediglich der relativistischen Zusammenhang zwischen Energie und Impuls benétigt:

E=1/c2p?+ m?ct (6.107)

fiir relativistische Punktteilchen. Im quantenmechanischen Fall fiir Teilchen im Kastenpo-
tential folgt nach dem Korrespondenzprinzip fiir die Einteilchen-Energie:

€1 =V c2h2k? + m2c* (6.108)

Es soll nun wieder im Limes N, L — oo (endliche Teilchendichte) gearbeitet werden. Analoge
Uberlegungen fiihren dhnlich wie im Fall nicht-relativistischer Gase auf einfache Integral-
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ausdriicke fiir die Teilchendichte und die Energiedichte:

n= dx (6.109)

A o0
(N) 1 (mcz)g/ xVx2 -1
Vv 2m?\ hc z-lePmcx 3
1

dx (6.110)

_ (mc)? 7 x2Vx2 -1

u=
2ﬂ2(hc)3 Z—leﬁmczx F1
1

mit der Fugazitit z = e®# und der Sbstitution

c2h?k?
X = W'l‘l (6.111)

Die hier auftretende Lingenskala
hce 1 h

— = = A,
mc? 7w mc

Ac
27
entspricht der CoMPTON-Wellenldnge der Teilchen.
Im allgemeinen Fall konnen die Integrale leicht numerisch ausgewertet werden. Interessan-
te Vereinfachungen ergeben sich im ultrarelativistischen Limes, wenn die typischen thermi-
schen Energien die Ruheenergie libersteigt,
kg T > mc? (6.112)
= 1> Bmc.

1
Bmc?

In diesem Limes sind beide Integranden stark fiir x-Werte im Bereich x ~
wihrend kleine x-Werte vernachldssigbar beitragen. Es kann dann

gendhert und die Integration bei x = 0 begonnen werden.
Z.B. ergibt sich fiir Fermionen:

> 1 gepeakt,

(mc?)* / X3 465 6/ (mc?)*

“= 2m2(he)d | z-lePmc®x 4 ~ (Bmc2)4 212 (he)3
0
3 (kgT)*
:;((;;C); h2). (6.113)

In gleicher Weise folgt fiir Bosonen

_ 3 (kgD*

u—;WgMZ). (6.114)

In all diesen Formeln ist noch kein Spinfreiheitsgrad bertiicksichtigt, der einen weiteren Fak-
tor (2s + 1) beitrdgt. Wie im nicht-relativistischen Fall gibt es einen einfachen Zusammen-
hang zwischen Druck und Energiedichte. Wegen

(6.115)
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skaliert die Einteilchen-Energie ~ V3 (anstelle von ~ V=3 im nicht-relativistischen Fall).
Analog zu Gl. (6.47) folgt also

U 1

—=-u. (6.116)

1
P=3v 73

Hieraus folgt nach dem ersten Hauptsatz fiir adiabatische Prozesse

dU =d(uV) =-pdV
=>0=Vdu+ (u+p)dV

6.116
©2%0=3vdp +4PdV (6.117)

und damit der Adiabatenindex fiir ultrarelativistische Quantengase

=—. 6.118
r=3 ( )

In gleicher ultrarelativistischer Ndherung folgt fiir die Teilchendichte (6.109):

n=

_ % (kBT)3 {fg(z) Fermionen (6.119)

hc g3(z) Bosonen
Ein wichtiger Spezialfall ultrarelativistischer Quantengase ist der Fall von Photonen (,Licht-
teilchen®). Diese haben exakt die Masse m = 0, d. h. die ultrarelativistische Ndherung ist tat-
sdchlich exakt, und Photonen kommen in zwei Polarisationszustianden (2s+ 1) — 2 vor (ob-
wohl Photonen als Bosonen den Spin s = 1 tragen, kommt wegen ihrer Masselosigkeit die
Spineinstellung m = 0 nicht vor, sondern nur m = +1, daher (2s+ 1) — 2).
Photonen kénnen im thermischen Gleichgewicht beliebig von einem Festkorper emittiert
oder absorbiert werden. Das chemische Potential im Photonengas muss also verschwinden,
u=0=>z=1.
Mit (6.90), g (1) = {(A) folgt also fiir die Energiedichte das Photonengas sofort

3 (kgT)*
u(6.1:14)2__( 1) (1)

w2 (hc)g ~——
4

=()=%5
% (kg T)*
=2-— 6.120
30 (hc)3 ( )
das STEFAN-BOLTZMANN-Gesetz.
Ahnlich folgt fiir die Photonenzahldichte aus (6.119)
3
n:ZQ(M) . (6.121)
n2 \ hc

Zwischen Energiedichte und Teilchenzahldichte besteht also der einfache Zusammenhang

3@
u= G nkgT =2,7011 nkgT. (6.122)
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Ahnlich folgt aus der Gibbs-Duhem-Beziehung (6.59) fiir die Entropiedichte direkt: (mit yu =
0, p= %u)

4  An® (kgT
S ”(B

3
=—UuU=— — | =3,6014 nkg. 6.123

3T 45 "\ hc ) b (6129
Historisch bedeutsam ist zudem die von den einzelnen Moden beigetragene Energiedichte.
Dazu wird nochmals die mittleren Bosonischen Besetzungszahl betrachtet,

1

(Ne) = e (6.124)

wobei €} = hck fiir Photonen (ultrarelativistische Teilchen) verwendet wurde. Die Moden
mit Wellenzahl k tragen daher

. hck
€k<Nk> = m (6.125)

zur Energie bei. Im Volumen V gibt es pro Wellenzahlintervall dk
L) 1%
2 |=] &’k =2-——=k*dk (6.126)
~—~ 271-2

v T
Polarisatienrk2dk

Moden mit Wellenzahlen zwischen k und k+dk. Deren Beitrag zur Energiedichte ist folglich

&k <Nk> 3 Vv, hck
duy = v 2 Von? k dkeﬁhck 7
_ 1 hck*dk
= e (6.127)
Wird statt k die Kreisfrequenz w = ck verwenden, ergibt sich
du, h o
(6.128)

do  m2c3 ebho 1
das PLANCK sche Strahlungsgesetz.

Dies ist die differenzielle Energiedichte eines Photonengases, das sich z. B. in einem thermi-
schen Gleichgewicht mit einem (frequenzunabhingig angekoppelten) Korper in der Umge-
bung befindet (,Schwarzkorperstrahlung®). Das Maximum liegt bei

e¥max (1 _ xm_ax) =1
3
hv
= Xmax = PA®max = — == ~2.8214 (6.129)
kg T
= Frequenz maximaler Energiedichte:
Vmax = 2.8214 e ~5.8788-10 HZE. (6.130)

98



6.6 Relativistische ideale Quantengase Thermodynamik

1.5 ¢ x3
exp(x)—1
1 1
0.5+
Rayleigh-Jeans Wien
TI/Tc

i 2 3 4 5 6 7 8 9 1‘0 1‘1 12

Wien'‘sches Verschiebungsgesetz

Eine fast perfekte Strahlungsquelle von PLANCK’scher Schwarzkorperstrahlung ist der von R.
WILSON und A. PENZIAS im Jahr 1964 entdeckte kosmische Mikrowellenhintergrund. Die im
frithen Universum vorliegenden Elektronen und Protonen bildeten zunéchst ein fiir elektro-
magnetische Strahlung intransparentes Plasma. Durch die Expansion des Universums kiihl-
te sich das Plasma ab, so dass sich bei einer Temperatur von ca. 3000 K die Elektronen und
Protonen zu Atomen kombinieren konnten. Dadurch wurde das Universum transparent fiir
Strahlung, die sich seitdem im wesentlichen entkoppelt von der Materie durchs Universum
bewegt. Als Folge des thermischen Gleichgewichts mit dem Plasma vor der Entkopplung hat
die Strahlung heute immer noch Schwarzkoérpercharakter. Durch die Expansion des Univer-
sums ist die Strahlung heute aber um einen Faktor von ca. 1000 rotverschoben und hat ihr
Maximum nun im Mikrowellen-Bereich.

Die Strahlung hat heute eine Temperatur von

T =2.7255+0.0006K (6.131)

und ist vor allem durch Satelliten-Missionen in dem letzten Jahren sehr prizise vermessen
worden. Nach den obigen Formeln folgt unmittelbar,

n=410.4cm3, (6.132)

d. h. jeder Kubikzentimeter im Kosmos enthilt gut 400 Photonen der Hintergrundstrahlung.
Ebenso

eV
eV

Nach dem WIEN’schen Verschiebungsgesetz liegt das Maximum bei
Vmax = 160.22 GHz. (6.135)

Die Energiedichte u ist, wie aus der Elektrodynamik bekannt, mit dem Betrag des POYNTING-
Vektors liber

C
|S|:a(E2+BZ)=c~u (6.136)
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verkniipft. Der POYNTING-Vektor bezeichnet wiederum die Energiestromdichte des Elektro-
magnetischen Feldes. Mit Hilfe dieses Zusammenhangs ldsst sich das Strahlungsgesetz von
PLANCK auch in der Form der ,spezifischen Intensitdt“ schreiben, die die Energiestromdich-
te pro Frequenzintervall und pro Raumwinkel bezeichnet:

1 dIS| s128)6.136) h w’ (6.137)
ar do B 4m3c? efhw 1" '
—

pro Raumwinkel

Am Maximum v hat die spezifische Intensitit der kosmischen Mikrowellenstrahlung einen
Wert von

J

383-107%% ———
scm?Hzsr

(6.138)

Mit Vipax = 160.22 GHz = 0.6626 % folgt damit, dass durch jeden Quadratzentimeter Fldche
im heutigen Universum pro Sekunde etwa 45 Photonen der kosmischen Hintergrundstrah-
lung in einem Frequenzband mit 1 Hz Breite um v« stromen. Damit ist die kosmische Hin-
tergrundstrahlung eine der intensivsten Strahlungsquellen in der Astronomie.

Der kosmische Mikrowellenhintergrund ist auch gerade deswegen von erheblicher Bedeu-
tung, da in den kleinen Schwankungen um das PLANCK’sche Schwarzkdrperspektrum auf
dem 10~* Niveau sehr viel Information iiber die globalen Eigenschaften des Universums,
seine Frithphase und iiber Strukturbildung enthalten ist.

Neben dem kosmischen Mikrowellenhintergrund wird auch die Existenz eines kosmischen
Neutrinohintergrunds vermutet. Durch Teilchenreaktionen der Art

V+V — et +e” (6.139)

befinden sich die Neutrinos im sehr frithen Universum im thermischen Gleichgewicht mit
dem Plasma. Der Wirkungsquerschnitt fiir diese Prozesse féllt allerdings quadratisch mit
der Energie der Teilchen. Da die Wechselwirkung bei kleinen Energien sehr schwach wird,
kommt der Prozess (6.139) bereits bei Temperaturen unterhalb von T = 2.9-10'°K zum Er-
liegen (= kgT = 2.52MeV) (vgl. T = 3000K fiir die Entkopplung der Photonen von e~ und
Proton-Plasma).

Der dhnliche Prozess fiir Photonen

Y+y «— e +e” (6.140)
bleibt noch solange moglich, wie die thermische Photonenenergie der doppelten Ruhemas-
se des Elektrons entspricht, also

ksT =2-511keV =1,022MeV.

Bei tiefen Temperaturen lduft der Prozess (6.140) dann im Wesentlichen nur noch nach links
ab, et +e” — 2y.

Die durch die Elektron-Positron-Paarvernichtung erzeugten Photonen heizen also noch die
photonische Hintergrundstrahlung auf, nicht jedoch mehr die Temperatur des Neutrino-
hintergrunds. Daher wird vermutet, dass der Mikrowellenhintergrund T, wirmer ist als der
Neutrinohintergrund mit Temperatur 7.
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Das Verhiltnis der Temperaturen ldsst sich durch einfache Uberlegungen abschitzen:
Zunichst gilt, dass die e e” -Paarvernichtung reversibel und adiabatisch verlduft, d. h. die
Entropiedichte des anfinglichen e*e™ und y -Plasma muss gleich der Entropiedichte des
Photonengases nach Paarvernichtung sein:

(Se, + Se= + Sy)vorher = (Sy)nachher (6.141)

Da die relevanten Energieskalen jenseits der Ruhemasse liegen, werden die Elektronen und
Positronen als ultrarelativistisches Gas behandelt. Da im Plasma die Quantenzustdnde nicht
dicht besetzt sind, spielt das PAULI-Blocking noch keine grol3e Rolle, so dass u = 0 gewédhlt
werden kann. Der in (6.123) gefundene Zusammenhang zwischen Entropie- und Energie-
dichte

4

S=—u
3T

(6.142)
gilt gleichermalen fiir ultrarelativistische Fermionen und Bosonen. Mit dem STEFAN-BOLTZ-
MANN-Gesetz (6.120) fiir Photonen und der analogen Formel fiir ultrarelativistische Fermio-
nen, ergibt sich

4 (kgT\*[fa() fiire* unde”
$= 2 -—ZkB(B—) fu - farerund e (6.143)
\*»1-‘ 7T hc g4(1) fury's
wobei der Faktor 2 folgenden Ursprung hat:
) (2s+1) fire* unde mits= %
E3 =
2 Polarisationszustdnde fiir y‘s
Die Entropiedichtebilanz (6.141) liefert folglich
Tgorher (2f4(1) + g4(1)) = Tr?achher g4(1) (6.144)
mit
i) = 1 / xdx 1 - 1 / xdx
YUTTw ) et 8T | e -1
0 0
Wegen

1 12
e"—1 e'+1 eX*-1
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gilt:

12 1
eX+1 €2

X—1 e*-1
1 . 1 2
D= — d _
= fa@) r(4)/x x(ex—l e2X—1)
0

y=2x 1 2/ y?
2 () —— = d
s -rpon [ o1V

1
=gi(1) - 3 84(1)

7
= 3 g4(1). (6.145)
Es folgt fiir die Entropiebilanz
7
3 _ 73
Tvorher 2 g + 1) - Tnachher
1
T, 11)3
—, _nachher _ (—) ~ 1.40, (6.146)
Tvorher

d.h. die e* e”-Paarvernichtung erh6ht die Temperatur des kosmischen Mikrowellenhinter-
grundes verglichen mit dem Neutrinohintergrund um 40%. Entsprechend wird eine Tempe-
ratur des Neutrinohintergrundes im heutigen Universum von T, = 1.95K vermutet.

Eine Entdeckung dieses Hintergrundes konnte an der ndchsten Generation von Untergrund-
experimenten moglich sein, die nach speziellen Formen dunkler Materie suchen (z. B. WIMP-
Suche bei XENON nT).
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