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1 Einfiihrung

Mechanik liefert die Beschreibung der Dynamik (Bewegungslehre) von Teilchen (Massepunk-
te, starre Korper, Vielteilchensysteme) unter dem Einfluss von du8eren oder wechselseitigen
Kriften.

Die theoretische Mechanik als Teilgebiet der theoretischen Physik versucht die Vielfalt an Er-
fahrungstatsachen (Experimente) durch moglichst fundamentale Gesetze mit wenigen Grund-
begriffen zu beschreiben.

Die im Rahmen der klassischen Mechanik eingefiihrten Begriffe von Raum, Zeit, Kraft, Im-
puls, Energie, Wirkung, ..., haben dariiber hinaus in nahezu allen Teildisziplinen der Physik
wichtige Bedeutung erlangt.

Die Konzepte der theoretischen Mechanik sind daher von grundlegender Bedeutung fiir die
gesamte Physik.

Historisch gaben Gallileis Fallversuche und TYCHO BRAHEs Messungen der Marsbahnen wich-
tige Anstof3e zur Entwicklung der klassischen Mechanik.

BRAHEs Beobachtungen und ihre gesetzmidigen Zusammenfassung durch Johannes Kepler
wiederum waren Meilensteine fiir das auf Isaac NEWTON zuriickgehende Gravitationsgesetz,
sowie das von ihm entwickelte System von Axiomen der klassischen Mechanik. Wichtige Bei-
trage zum Gravitationsgesetz kamen zur gleichen Zeit von ROBERT HOOKE.

NEWTONs Konzepte wurden wesentlich durch Leonard Euler in die uns heute vertraute Form
gebracht.

Wichtige spéter folgende formale Entwicklungen in der Mechanik sind verkniipft mit den
Namen LAGRANGE, D’ALEMBERT, HAMILTON, POINCARE und weitere.

Der Entwicklung und Anwendung der physikalischen Gesetze liegen oft Idealisierungen zu-
grunde. Im folgenden kommen zwei Arten von Idealisierungen zum tragen:

* Idealisierungen, die wesentliche von unwesentlichen Eigenschaften unterscheiden (z. B.
Vernachldssigung von Reibung, endliche Ausdehnung von Massepunkten, nicht-ideale In-
ertialsysteme, usw.)

¢ Idealisierungen, um im Rahmen der Giiltigkeitsgrenzen der klassischen Mechanik zu blei-
ben. So st6Bt die klassische Mechanik an ihre Grenzen,

— wenn schnell bewegte Korper beteiligt sind (nahe der Lichtgeschwindigkeit), sodass spe-
ziell relativistische Effekte berticksichtigt werden miissen und die Begriffe von absolu-
tem Raum und absoluter Zeit ihre Bedeutung verlieren.

— wenn Teilchen und Krifte bei atomaren Abstdnden betrachtet werden und quantenme-
chanische Abstidnde betrachtet werden. (genauer: wenn Wirkungen von der Ordnung
des Planckschen Wirkungsquantum sind.)

- wenn sehr grolle Massen und/oder Energiedichten betrachtet werden und daher der
Euklidische Raum durch eine gekriimmte Raumzeit, beschrieben durch die allgemeine
Relativitdtstheorie ersetzt werden muss.




1.1 Mathematische Voriiberlegungen Mechanik

1.1 Mathematische Voriiberlegungen

Die Mechanik und die zugehorige Mathematik (z. B. Differentialrechnung, Variationsrech-
nung) haben sich oft parallel entwickelt. Ahnlich soll in dieser Vorlesung die notwendige
Mathematik aus der Physik heraus motiviert werden. Vor der Diskussion der NEWTONschen
Mechanik seien daher die Konzepte von Raum und Zeit eingefiihrt.

Reduzieren wir einen Korper auf einen Massenpunkt (ohne rdumliche Ausdehnung), so ist
die Position dieses Kérpers im Raum durch einen Punkt P charakterisiert. Zur Bestimmung
der Position von Punkten relativ zueinander benétigen wir Mafsstdibe s (z. B. Urmeter, Zoll-
stock, usw.). Mal3stdbe verkniipfen einen Anfangs- und einen Endpunkt. MaRstidbe tragen
also eine Abstands- und eine Richtungsinformation.

1.1.1 Grundlagen

Malstidbe konnen (auch in verschiedene Richtungen zeigend) addiert werden (z.B. durch
aneinander kleben von Zollstocken) und bilden dadurch neue Mal3stibe:

S1+S2=s5. (1.1)

Mafstdbe konnen vervielfacht werden:

s=asymitacR. (1.2)

Die Vervielfachung ist distributiv im Faktor a, als auch beziiglich der MaR3stédbe, d. h.
(g +a))s=a;s+as

und
a(sy +s2)=as) +ass (1.3)

(was im ,,Zollstock“-Bild unmittelbar einsichtig ist).

Diese Regeln bedeuten, dass Mal3stdbe einen Vektorraum iiber R bilden. MaR3stdbe sind /i-
near unabhdingig, falls keiner der Mal3stdbe als Linearkombination der tibrigen Mal3stdbe
darstellbar ist. In d = 3 Dimensionen kann man immer 3 linear unabhéngige MaRstédbe fin-
den (mehr als 3 Mal3stdbe sind immer linear abhéngig).

Ein solches linear unabhéngiges Tripel von MaRstdben {e;, ez, e3} bildet eine Basis des 3-
dimensionalen Vektorraums R3, so dass jeder weitere Mal3stab darstellbar ist als

3
s=s1e1+ 282+ S3€3=)_ s;e; = se;, (1.4)
i=1
wobei wir im letztem Schritt die Einstein Summenkonvention verwendet haben, nach der
iiber doppelt auftretende Indizes summiert wird.




1.1 Mathematische Voriiberlegungen Mechanik

1.1.2 Langen, Winkel und Skalarprodukt

Von besonderer Bedeutung fiir die Physik sind Lingen- und Winkelmessungen, also die me-
trischen Eigenschaften des Raums. Mathematisch lassen sich diese am besten mit Hilfe des
Skalarproduktes (inneres Produkt) zweier Mal3stdbe beschreiben.

Liangenmessungen konnen allerdings nicht absolut, sondern nur relativ zu einem skalar de-
finierenden Einheitsmalistab e durchgefiihrt werden, welcher per Definition die Lange

I(s)=1 (1.5)
habe. Die Lange /(s) eines Mal3stabes s definieren wir dann operativ durch den Faktor

s=:le (1.6)
welcher sich ergibt, wenn sichergestellt ist, dass s und e in die gleiche Richtung zeigen (par-
allel sind).
Es gilt dann

I(s) =0. (1.7)
Diese Linge wird mathematisch auch als Norm bezeichnet

I(s)=|lsll (1.8)

(oder auch abkiirzend = |s|). Wir definieren das Skalarprodukt zwischen zwei Malistiben
(Vektoren) als Abbildung
RS xR3 - R (1.9)

durch
s1-S2:=1l1lrcose, (1.10)

wobei [; = I(s;) und ¢ den Winkel zwischen zwei Malstiben bezeichnet, deren Anfangs-
punkte zur Deckung gebracht worden sind. Das Skalarprodukt ist eine symmetrische und
positive Bilinearform auf dem Vektorraum R3. Aus seiner Definition folgen die Eigenschaf-
ten:

$1°S2=82-81 (symmetrisch) (1.11)
s-(a181+axs2) =a;8-81+ azs- S (bilinear)
s-s=12(s)=|s|?>0 oder s=0,

wobei 0 der Nullvektor (Nullelement unter Addition s + 0 = s) bezeichnet. Ist {ey, e2, e3} eine
Basis, dann gilt fiir einen beliebigen Vektor s = s;e;,

2 _
IIsll :s-s:Zsisjei-ej=s,~sje,--ej (1.12)
L
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1.1.3 Orthonormierte Basen und Kronecker Delta

Bislang haben wir mit Ausnahme der linearen Unabhingigkeit keine weiteren Forderungen
an die Basis gestellt. Dies impliziert auch, dass die Komponenten s; abhédngig von der Wahl
der Basis sind. Von besonderer Bedeutung sind orthonormierte Basen mit der Eigenschaft

6i-6; =0 i,j=1,2,3 (1.13)
und dem Kronecker Symbol
0 flri#j
6ij= . 7&]. (1.14)
1 firi=j.
Fiir orthonormierte Basen gilt
Isl*=s-s=) s (1.15)
i

und die Komponenten sind entsprechend direkt berechenbar:

si=6i-s = s=) (6;-5) é;. (1.16)
i

Es ergibt sich eine ein-eindeutige Zuordnung zwischen Vektoren und Koordinatentripeln

S1
s | s |. (1.17)

1.1.4 Kreuzprodukt

Zwei Vektoren a,b € R3 definieren einen weiteren (Pseudo-)Vektor s durch das bilineare
schiefsymmetrische Produkt (Kreuzprodukt, dulleres Produkt)

s=axb, (1.18)
was einer Abbildung R® x R3 — R3 entspricht.
Das Kreuzprodukt wird definiert durch
L. [Isll=llax bl = llalllbll sin¢d

2. Fiir ||s]| # 0 definieren (a, b, s) ein rechtshidndiges (positiv orientiertes) Tripel und es
giltals, bls.

1.legt die Linge und 2. die Richtung des Kreuzproduktes s = a x b eindeutig fest. Rechtshin-
digkeit bedeutet fiir eine Basis {€], €», €3}, dass

A

él X ég =e3 ég X ég = él e3 X Al = A2. (1.20)
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Eine orthonormierte rechtshdandige Basis heillt auch kartesisch. Im Folgenden werden wir
mit {é;} immer eine kartesische Basis bezeichnen.
Aus der Definition des Kreuzprodukts folgt

axb=-bxa. (1.21)

Mit a = a;é; und b = b; é; gilt fiir eine kartesische Basis mit 1.20:
s=axb= (ngbg - ngbg)él - ((11 bg - agbl)ég + (d] bg - dgbl)é3. (1.22)

Folgende Identitédten gelten:

ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c (1.23)
axbxc)+bx(cxa)+cx(axb)=0 (Jacobi)
(axb)-(cxd)=(a-c)(b-d)—(a-d)(b-c) (Lagrange)

1.1.5 Levi-Civita-Symbol

Diese Identitdten lassen sich effizient mit Hilfe des Levi-Civita-Symbols nachweisen, ¢; .
Dieses ist definiert durch

€123 = €231 =€312=1 (1.24)

€132 = €321 = €213 =—1
€ijk=0 sonst.

D.h. g; ji ist total antisymmetrisch in allen Indizes, = 1 fiir gerade Permutationen von (1,2, 3)
und = -1 fiir ungerade Permutationen.
Es folgt z. B., dass €iij =€iji =€jii = 0.

Besonders niitzlich ist folgende Identitit:
€ijkEilm =0j10km—06jmOki (1.25)

die sich fiir alle j, k, [, m = 1,2, 3 durch indirektes Nachrechnen verifizieren lésst.
Mit Hilfe von ¢; j. gilt fiir das Kreuzprodukt Komponentenweise

Si:(axb)izé'ijk(ljbk. (1.26)

1.1.6 Weitere Vektoroperationen
Schlielilich definieren wir das Spatprodukt dreier Vektoren (R3 xRS xR3 - R):
(@axb)-c=¢;jrajbici =€jxiajbrci = €jjxaibjcy (1.27)

(im 2. Schritt haben wir die Permutationssymmetrie von ¢; ji, im 3. Schritt die Summations-
indizes umbenannt j — i, k — jund i — k.).
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Die zuvor durchgefiihrten Definitionen von Mal3stdben (Vektoren) und ihren Eigenschaften
erlaubt es uns nun auch eine Vermessung von Punkten und ihren Abstdnden. Sei O ein fester
Raumpunkt (, Ursprung“) und P ein beliebiger weiterer Punkt. Dann hei3t der Mal3stab der
von O nach P zeigt

r(P) = OP (1.28)

Ortsvektor von P. Beziiglich der kartesischen Basis {é;} sind die Komponenten {x, X2, x3}
r(P) :x1é1+x2é2+x3é3 (1.29)

die kartesischen Koordinaten von P beziiglich O und {é;}. Der Abstand zwischen O und P ist

gleich der Linge des Vektors r: ||r|| = \/x§ + x5 + x5 (Wir werden im Folgenden auch oft die
Bezeichnung (x1, x2, x3) — (x, ¥, z) verwenden).

Entsprechend ist der Abstand zwischen zwei Punkten P; und P, mit
r(Py) = OP; = x;6;
r'(Py) = OP, = x;é;

gegeben durch

3
I =l = 1Y ) - xp?12. (1.30)
i=1

Es ist anschaulich klar, dass dieser Abstand sowohl unabhédngig von der Wahl des Ursprungs
O ist als auch unabhéngig von der Ausrichtung und Orientierung der Basis {é;}. Damit ist der
hier beschriebene Vektorraum (Euklidscher Raum) homogen und isotrop.

1.1.7 Physikalische Folgerungen

Die Eigenschaften des Raumes sind implizite Grundannahmen hinter dem NEWTON’schen
Axiomensystem der Mechanik. Physikalisch ausgedriickt: ein Experiment in einem abge-
schlossenem System fithrt immer zum gleichen Resultat, unabhéngig davon wo das System
sich befindet und wie es orientiert ist.
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Eine gleiche Grundannahme der Homogenitét gilt fiir die Zeit. Experimente im abgeschloss-
enem System bei gleichen Anfangsbedingungen sollen unabhingig davon sein, wann das
Experiment durchgefiihrt wird.

Dadurch wurden bereits einige Invarianzeigenschaften der klassischen Mechanik deutlich.
Abgeschlossenen Systeme der klassischen Mechanik sind invariant unter:

e Zeitverschiebung
e Raumtranslationen
e Raumdrehungen

Zeit- und Raumtranslationen bilden zusammen eine 4-parametrige Schar von Invarianzen

t—t+1t, I, = const. (1.31)
a

r—r+a, a=| a» |=const. (1.32)
as

Raumdrehungen bilden eine weitere 3-parametrige Schar. Dies sieht man z. B. an folgender
Parametrisierung:

..... Drehachse 7
o Qo
y

Die Drehachse in Richtung 7 wird durch 2 Winkel parametrisiert: den Polarwinkel 6 zwi-
schen Drehachse und z-Achse und dem Azimuthalwinkel ¢, gegeben durch den Winkel zwi-
schen x-Achse und der Projektion der Drehachse auf die xy-Ebene.

Der dritte Parameter ist gegeben durch den eigentlichen Drehwinkel w.

Translationen und Drehungen bilden also eine 7-parametrige Schar von Symmetrietrans-
formationen der klassischen Mechanik. Wir werden im Folgendem zeigen, dass es noch eine
weitere 3-parametrige Schar gibt. Die sich dann ergebende 10-parametrige Schar von Sym-
metrietransformationen heilen auch Galilei- Transformationen.
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2 Newtonsche Mechanik

2.1 Newtonsche Gesetze

Die Diskussion der NEWTONschen Gesetze in der Literatur ist sehr vielfdltig. Das mag dar-
an liegen, dass es in der Tat verschiedene aber jeweils konsistente Betrachtungsweisen gibt,
was an NEWTONs Axiomen Definition und was tatsachlich ein physikalisches Gesetz ist. Wir
werden uns hier auf eine konsistente Sichtweise beschréanken.

2.1.1 Lex Prima (Tragheitsgesetz)

Jeder Korper beharrt in seinem Zustand der Ruhe oder der gleichférmigen ge-
radlinigen Bewegung, wenn er nicht durch einwirkende Kréfte gezwungen wird,
seinen Zustand zu dndern.

Das erste NEWTONsche Gesetz benutzt zwar schon den Begriff der Kraft, definiert diese aber
nicht. Zudem besagt es nicht beziiglich welches System der Zustand der Ruhe oder Bewe-
gung gemessen werden soll.

Wir interpretieren daher das Lex Prima als eine Definition von speziellen Systemen, den Iner-
tialsystemen, die dadurch charakterisiert sind, das Kérper ohne Krafteinwirkungen in ihnen
ruhen oder sich gleichférmig geradlinig bewegen. Alle folgenden Gesetze werden also be-
zogen auf Inertialsysteme (in allen anderen System, z. B. rotierenden Systemen, konnen die
Gesetze eine andere Form haben).

Aus dem Lex Prima folgt noch eine weitere Invarianzeigenschaft der klassischen Mecha-
nik: hat man ein Inertialsystem gefunden, erhélt man weitere Inertialsysteme durch all jene
Systeme, die sich relativ zum ersten gleichférmig geradlinig bewegen. Dann auch in die-
sem (relativ zum ersten) bewegten Systemen sind kréftefreie Kérper in Ruhe oder bewegen
sich gleichférmig geradlinig. Dies ist das klassische Relativitatsprinzip. Daraus folgt eine 3-
parametrige Schar von Symmetrietransformationen, den ,Galilei-Boosts*:

U1
r—r+vt, v=| vy |=const, (2.1)
Vs

wobei v die vektorielle Relativgeschwindigkeit zwischen den Systemen ist.

2.1.2 Lex Secunda (Bewegungsgesetz)

Die Anderung der Bewegung ist der Einwirkung der bewegenden Kraft propor-
tional und geschieht nach der Richtung derjenigen geraden Linie, nach welcher
jene Kraft wirkt.

11



2.1 Newtonsche Gesetze Mechanik

Fiir die ,Anderung der Bewegung“ (NEWTON: mutatio motus) benétigen wir zunichst eine
geeignete BestimmungsgroRe. NEWTON definiert dafiir (an anderer Stelle) die Anderung des
Impulses p, wobei fiir einen Massepunkt mit Masse m gilt:

p=muv. (2.2)

Hierbei ist die Geschwindigkeit v = v(f) gegeben durch die Zeitableitung der Bahnkurve
r(1):

v(t):ir(t):Alim r(t+At)—r(t). 2.3)

dr t—0 At

Lex Secunda spricht man nun von einer Proportionalitiit zwischen der Anderungen des Im-
pulses, also % p(t) und der Kraft F (im vektoriellen Sinne). Da der Kraftbegriff hier zum ers-
ten mal in einem Quantitativen Zusammenhang auftritt, interpretieren wir das Lex Secunda
als Definition der Kraft. Wegen dieses Definitionscharakters diirfen wir die irrelevante Pro-
portionalitdtskonstante = 1 setzen und erhalten

d
T PWO=F (2.4)

bzw. fiir einen Massepunkt
2

mi=m—r(t)=F.
a2 ()
Obwohl wir dieser Lesart die ersten beiden Gesetze nur Definitionen sind, werden wir in
der Praxis (2.4a) oft als Gesetz praktisch verwenden. Ist ndmlich die Kraft F gegeben, so be-
stimmt sie zusammen mir den Anfangsbedingungen fiir die Bahnkurve r(¢) die gesamte Be-
wegung.

Im Gegensatz zum Definitionscharakter der ersten beiden NEwTONsche Gesetze ist das drit-
te Gesetz wirklich physikalisches Gesetz:

2.1.3 Lex Tertia (Reaktionsgesetz) 2

Die Krifte zweier Korper aufeinander sind stets gleich und von entgegengesetz-
ter Richtung (actio = reactio).

Aus dem Lex Tertia konnen wir eine praktisch verwendbare Definitionen der Masse ableiten.
Fiir die Krifte, die zwei isolierte Kérper aufeinander ausiiben gilt

F,=-F (2.5)
und damit gemal Lex Secunda
dpr _ dpe
—_— = 2.6
dt dt (2.6

2Die nun folgende Verwendung des Lex Tertia ist eigentlich auf Zentralkrifte beschrinkt. Nicht-Zentralkrifte
wie z. B. die geschwindigkeitabhéngige Lorentzkraft, bediirfen einer separaten Diskussion.

12



2.1 Newtonsche Gesetze Mechanik

Fiir Massepunkte folgt
d [ 4] dvz

nmi——=—myo—.
Vdr 2 dt

Definieren wir nun die Beschleunigung als

B dv B d?r
a= E = ﬁ 2.7)
gilt myay = —mpay, bzw. fiir die Betrdge a; = | a;|
m a
e (2.8)
m; a

Nach Wahl einer Einheitsmasse, z. B. m,, konnen wir aus der Messung der Beschleunigun-
gen (mit Mal3stdben und Uhren) die Masse m,; bestimmen.

Verwenden wir nun den Massepunkt 7,, um durch Vermessung seiner Bewegung unter ei-
ner unbekannten Kraft F diese Kraft zu bestimmen, so konnen wir nun aus (2.8) m; bestim-
men und mit Lex secunda die Bahnkurve von m,; voraussagen.

Eine tiblichere Methode Massen zu bestimmen ist das Wiegen. Diese Methode bentitzt die
Tatsache, dass das Gewicht eines Korpers im Gravitiationsfeld genau der Schwerkraft ent-
spricht, die auf den Kérper wirkt. Lex secunda schreibt sich dann

Fe=mg (2.9)

wobei g die durch die Gravitation verursachte Erdbeschleunigung ist (die sich mit Mal3sta-
ben und Uhren messen ldsst).

Wichtig ist, hier festzuhalten, dass es keinen offensichtlichen Grund in der klassischen Me-
chanik gibt, warum die Proportionalitdtskonstante m zwischen F, und g genau der trdgen
Masse m entspricht, mit der sich ein Massenpunkt der Bewegungsdnderung unter einer du-
Beren (nicht-gravitativen) Kraft gemaR F = ma ,widersetzt".

Diese Proportionalitdtskonstante, auch schwere Masse genannt, konnte — im Prinzip — einen
anderen Wert im Rahmen der klassischen Mechanik annehmen.

Die Gleichheit von schwerer und trager Masse ist experimentell bereits friih tiberpriift und
heute auf 1 : 10'? genau bestitigt.

Im Rahmen der allgemeinen Relativitdtstheorie (ART) wird die exakte Gleichheit zum Prinzip
erhoben (Aquivalenzprinzip).

2.1.4 Beispiel: freier Fall aus geringer Hohe (1D)

Wir betrachten die vertikale Bewegung eines Massepunkts unter dem Einfluss der Schwer-
kraft Fg = mg.

Fiir geringe Hohen im Vergleich zum Erdradius, r < Rp, gilt ndherungsweise

N . m
g=-gé mit g = 9,81 2 = const. (2.10)

13



2.1 Newtonsche Gesetze Mechanik

Die Bewegungsgleichung im é,-Richtung lautet

mi=-mg= I =—g =const. (2.11)

1. Integration
v=r=-gt+(C; (2.12)

Die Integrationskonstante C; hat offensichtlich die Bedeutung einer Anfangsgeschwindig-
keit zum Zeitpunkt ¢ =0,

v(t=0)=C; = vp. (2.13)
2. Integration
r:—§ﬂ+vw+cz (2.14)

Die zweite Integrationskonstante ist die Anfangshéhe zum Zeitpunkt t =0
h=r(t=0)=Cy, (2.15)

wird z. B. der Massepunkt bei ¢ = 0 in der Hohe & losgelassen (vy = 0), lautet die Losung

mn:h—gﬁ (2.16)
Die Fallzeit bis r = 0 betragt
2h
lFall =\ — (2.17)
g

Die Geschwindigkeit bei Aufschlag ist

VFall = —&lFall = —\/ 28h. (2.18)

(Das Minuszeichen bedeutet, dass die Geschwindigkeit hin zu abnehmenden r-Werten ge-
richtet ist.)

[Ein Sprung vom 10 Meter-Turm dauert tz,;; = 1.4s. Die Geschwindigkeit an der Wassero-
berfléache ist dann vpq = —147F (= —SOkTm)]

Allgemein halten wir fest: da die Bewegungsgleichung eine Differenzialgleichung 2. Ordnung
ist, werden zu ihrer vollstdndiger Losung 2 Integrationskonstanten bendtigt; in diesem Fall:
Anfangsort und Anfangsgeschwindigkeit.
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2.2 Schwingungen Mechanik

2.2 Schwingungen
2.2.1 Freie Schwingungen in einer Dimension

Ein Korper ist im Gleichgewicht, wenn er sich nicht beschleunigt bewegt, ¥ = 0; also keine
(Netto-)Kraft auf ihn wirkt. (NB: Verschwindende Geschwindigkeit x = 0 zu fordern, ist nicht
notwendig, da man mit einem Galilei-Boost immer in das Ruhesystem des Korpers transfor-
mieren kann; dort gilt per definitionem X = 0 im Gleichgewicht)

Bei kleinen Auslenkungen aus der Gleichgewichtslage x( kann die Kraft in eine Taylor-Reihe
entwickelt werden,

2

dF ,
F(x) = F(xo) + —| (x—x0)+ =~ (x—x0)2 +++-. (2.19)

dx |y, wao

Nach Voraussetzung verschwindet F(x() = 0. Wenn % > 0, ist X > 0 fiir (x — xg) > 0 und
X <0 fir (x — xp) <0, d.h. der Kérper entfernt sich von der Gleichgewichtsposition (labiles
Gleichgewicht).

Fiir % < 0 hingegen wird der Kérper wieder zu xp hin beschleunigt (stabiles Gleichge-
wicht).

Hier haben wir angenommen, dass die htheren Terme ~ % etc. vernachléssigbar sind. Dies
lasst sich durch die Wahl hinreichend kleiner Werte (x — xy) fiir Taylor-entwickelbare Krifte
immer erreichen. Setzen wir im Fall des stabilen Gleichgewichts

dF
(xo) _, —k k>0 (2.20)
dx

dann lautet die Kraft fiir kleine Auslenkungen vom Gleichgewicht xj

F(x) = —k(x— xp). (2.21)

Dieses HOOK’sche Gesetz ist also ein sehr generischer Fall fiir Kridfte auf Massepunkte in
der Nihe von stabilen Gleichgewichtspositionen. Wahlen wir ohne Beschriankung der Allge-
meinheit (0. B.d. A.) xo =0, ergibt sich die Bewegungsgleichung

mx=—-kx (2.22a)

.2 . k
X+wyx=0mitwy = P (2.22b)

(Bewegungsgleichung des harmonischen Oszillators).

oder

Es handelt sich um eine Differenzialgleichung 2.0rdnung die zwei linear unabhéngige L6-
sungen x; (1), x2(f) besitzt. (NB: x; () und x,(#) sind linear unabhéngig, wenn

AM+x1(8)+Arx2(8) =0
fiir alle t nur durch A; = 0 = A, erfiillt werden kann.)
Die allgemeine Losung ist dann eine Linearkombination

x(t) = c1x1(8) + cax2(1), (2.23)
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2.2 Schwingungen Mechanik

wobei die Konstanten ¢; und ¢, durch Anfangsbedingungen bestimmt werden kénnen. Li-
near unabhéngige Losungen von (2.22) sind

x1(t) =sinwgt, x(t) =coswyt. (2.24)

Fiir die Anfangsbedingungen

x(t=0)=x (2.25)
X(t=0)=1vy
lautet dann die Losung
v
x(t) = —Osinwot+ XpCOSwyt. (2.26)
wo

Eine weitere niitzliche Form der Losung ergibt sich mit cos(x - y) = cosxcosy + sinxsiny
Zu

x(t) = Agcos(wgt —dp) (2.27)
2
mit der Amplitude Ay =/ x3 + % >0 und
0
Vo
tandg = , 0<6g<2m. (2.28)
XoWo

Die Losung beschreibt eine harmonische Schwingung mit Kreisfrequenz wy (und Frequenz
vo = 52) und Schwingungsperiode
1 2n

T=-="" (2.29)
v wo
Die Schwingungsfrequenz ist insbesondere unabhingig von der anfianglichen Auslenkung

oder der Anfangsgeschwindigkeit.

Der Bewegungszustand des eindimensionalen harmonischen Oszillators ist wie oben be-
schrieben durch die Angaben von Ort x(#) und Geschwindigkeit x(#) zu einem Zeitpunkt
t vollstindig spezifiziert. Es ist niitzlich, die GroBen x(f) und x(¢) als Koordinaten einer
Ebene, dem Phasenraum® zu betrachten. Mit fortschreitender Zeit t bewegt sich der Punkt
(x(t), x(¢)) im Phasenraum und bildet dadurch eine Phasenraumtrajektorie. Die Menge aller
moglichen Trajektorien bilden das Phasendiagramm des Systems. Aus (2.27) folgt

X(t) = —Agwg sin(wgt — 0y).

Daraus folgt
2 L2
x=(t x=(t
AU AU (2.30)
Ay Ay
Diese Gleichung entspricht einer Ellipsengleichung in der (x, x)-Ebene mit Halbachsen Ay

und Agwy.

3Ublicherweise wihlt man Ort x(f) und Impuls p(£); letzterer ist fiir Massepunkte wegen p(t) = mx(t) trivia-
lerweise mit x(#) verkniipft.
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2.2 Schwingungen Mechanik

=

e x
N

Zwei Trajektorien konnen sich nicht schneiden. Gdbe es einen Schnittpunkt, entsprache dies
einer Anfangsbedingung die zwei verschiedene Zeitentwicklungen zuliel3e. Da aber die L6-
sung der Differentialgleichung eindeutig ist, konnen sich die Phasenraumtrajektorien nicht
schneiden.

2.2.2 Gedampfte Schwingungen

Eine (phdnomenologisch begriindete) Reibungskraft proportional zur Geschwindigkeit
Fr=-bx (b>0) (2.31)

fithrt zur Bewegungsgleichung
mX+bx+kx=0. (2.32)

Zur vereinfachte Losung betrachten wir die Gleichung im Komplexen:
mzZ+bz+kz=0mitzeC. (2.33)

Da (2.33) linear in z ist, ist mit z auch x;(#) = Rez(¢) und x,(#) = Im z(¢) jeweils eine Losung
von (2.32). Mit dem Ansatz z(t) = ' ergibt sich

(-mw? +iwb+k)e'" =0, (2.34)
Da (2.34) fiir beliebige  gelten muss, muss der Term in den Klammern verschwinden:
—mw? + iob+ mwj =0 (2.35)
(wobei wieder w? = % gilt).
Der Ansatz leitet also die komplexe Bewegungsgleichung fiir
w12 =ilt® (2.36)

b
mitd=—, @=/wj—A?
2m

Im Folgenden unterscheiden wir die Fille wg ; A:

17



2.2 Schwingungen Mechanik

Schwache Dampfung: Fiir A < wy gilt ® € R Wir erhalten die beiden unabhingigen Lo-
sungen

Meosot (2.37)

x(f) = e Msinot

x1(H)=e"

und damit die allgemeine Losung
x(t) = e‘“(Cl sin@t+ Cycos®dt) (2.38)

bzw. in der Form o L
x(p) = Aoe_’“ cos(a) - 50) (2.39)

wobei Ay und &, analog zum ungediampften Fall definiert sind. (NB: an Stelle von Anfangsort
xo und Anfangsgeschwindigkeit vy, die C; und C; in (2.38) festlegen, kann man die Losung
auch durch Wahl von Ay und 6, bestimmen.)

Im Vergleich zur ungeddmpften Schwingung finden wir eine verringerte Kreisfrequenz
o =< Wy

und eine exponentiell gedimpfte Amplitude ~ Age 7.

Starke Dampfung: Fiir A < wg schreiben wir @ = i1/ 1% — w3. Die allgemeine Losung lautet

dann
(1) = Cle—(1+‘/12—wg)t+ Cze—(it—‘//lz—a)gjt (2.40)

und ist nicht mehr oszillatorisch.

Kritische Dampfung: Bei der Konstruktion der Losung fiir den Fall A = wg, d.h. @ — 0,
ergibt sich eine Subtilitit, da in (2.37) nur noch die Losung x; () = e~ ** iibrig zu bleiben
scheint. Um die 2. linear unabhéngige Losung zu finden, muss der Grenzprozess ® — 0 vor-
sichtiger durchgefiihrt werden. Betrachten wir dazu die allgemeine Lésung (2.38) fiir schwa-
che Dampfung fiir den Fall x(x =0) =0, also C, =0:

x(t) = e‘“Cl sin®t. (2.41)

Wegen x(t = 0) = Cy o ist C; mit der Anfangsgeschwindigkeit verkniipft,

Vo
Ci=—, (2.42)
(D)
also ’
x(t) = e"”EO sin®t. (2.43)

Im Limes kritischer Dampfung A — wg, ® — 0, finden wir nach de I'Hospital:

sin®
=e Myyr (2.44)

lim x(¢) = e"”vot lim
@—0 o—0 @t

18



2.2 Schwingungen Mechanik

und damit eine zweite linear unabhéngige Losung
X () = teM, (2.45)
Die allgemeine Losung fiir den Fall kritischer Ddmpfung lautet damit
x(t) = (C1+ Ceye ™M, (2.46)

Dies ist der sogenannte ,aperiodische Grenzfall®.

2.2.3 Erzwungene Schwingungen

periodischer
Massepunkt Antrieb
Auf einen Massepunkt wirke von au8en eine periodische Kraft
F,=ccoswt. (2.47)
Die Bewegungsgleichung lautet dann
mi+bx+ kx =ccoswt (2.48)

Zur Suche nach einer Losung betrachten wir die komplexifizierte Gleichung
mz+bz+kz=ce”! (2.49)

mit z(#) € C, woraus sich tiber x(#) := Re z(t) die Losung von (2.48) ergibt. (Alle Konstanten
m, b, k, c seien reell.)

Nach der Theorie der Differenzialgleichungen ergibt sich die allgemeine Losung aus der
Summe einer partikuldren Losung der inhomogenen (d.h. F, # 0) Gleichung und der all-
gemeinen Losung der homogenen (F, = 0) Gleichung. Letztere ist uns bereits bekannt (vgl.
(2.36), (2.37)):

zp(1) = e Mot (2.50)

b k
mitA=-—, @=\/wi-A> fiird<uw,, wo =1/ —.
2m m

Fiir die partikuldre Losung probieren wir den Ansatz

z,(1) = Zge™™" (2.51)

—= (—mw’+ibw+k)zy=c

mit der Losun
° £ £ (02— w)—2iwA]
m _m 0

(@R -0 +2i0)  (F-w?)? +4w2A?

20 (2.52)
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2.2 Schwingungen Mechanik

Diese ldsst sich auch in der Form
zZ0 = A€_6
darstellen. Mit der Annahme (0. B.d.A.), dass ¢ = 0, folgt

[

A= = >0 (2.53)
\/((u% — w?)? +4w? A2
und
2wl
tand = 2—2 (2.54)
w5 —
mit0 <6 <7 wegen A=0.
Damit erhalten wir die partikuldare Losung
Xp(1) = Acos(wt —6) (2.55)
und mit (2.50) die allgemeine Losung
x(t) = Acos(wt—90) +Ze‘“cos(a)t—5) (2.56)

Wihrend A und 6 durch (2.53) und (2.54) bereits festgelegt sind, konnen Aund 6 noch zur
Erfiillung der Anfangsbedingungen angepasst werden.

Da die homogene Losung mit e~** abfillt, spielt sie nur wihrend des Einschwingvorgangsin
der Zeit t < § eine Rolle.

Fiir spdtere Zeiten schwingt der Oszillator mit der Frequenz w der dulleren Kraft, jedoch mit
verschobener Phase 6 (Phasenverschiebung).

Fiir o = wg ist § = 7, vgl. (2.54).

Die Amplitude A zeigt als Funktion von w Resonanzverhalten. D. h. sie erreicht ein Maximum
fir
wr =/ 02 — 22 (fiir 0§ > 21%) (2.57)

C
Amax(@ = 0p) = —F—=. (2.58)
24/ w3 — A2
Ohne Dampfung A — 0 kénnte die Amplitude unbeschrinkt wachsen (Resonanzkatastro-
phe). Selbst fiir kleine Amplituden ¢ der dufleren Kraft, d. h. ¢ klein aber endlich, kann die
Amplitude des Oszillators an der Resonanzfrequenz wpr sehr groll werden, wenn die Damp-
fung A hinreichend klein ist.

mit dem Wert

Eine wichtige Kenngrolle der Resonanz ist ihre Halbwertsbreite, die definiert ist durch die
Bedingung
2 12
A% (w) = EA (2.59)

max-

Diese Bedingung ist erfiillt fiir die Frequenzen

w3, = 0h 20/ w3 - A2 (2.60)
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2.2 Schwingungen Mechanik

Im Limes schwacher Ddmpfung A < w( vereinfachen sich diese Beziehungen zu

AZ

(2.57) WR = Wy (1 - —2) = Wy (2.61)
w

(2.60) W12 =Wy =x A. (2.62)

Die Halbwertsbreite I" bestimmt sich nun durch den Frequenzabstand zwischen w; und

w2,
I'=21 (fiir 1 < wy). (2.63)

>

A—0
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2.3 Erhaltungssitze Mechanik

2.3 Erhaltungssatze

Wichtige Konsequenzen der NEWTON’schen Gesetze sind eine Reihe von Erhaltungssitzen.
Thre experimentelle Uberpriifung liefert dann einen wichtigen Test der NEWTON’schen Me-
chanik. Falls ein Teilchen keine Kraft erfahrt, reduziert sich das zweite NEWTON'sche Gesetz
auf

4 -0 (2.64)
dt
D. h. der Gesamtimpuls p eines Teilchens ist zeitlich erhalten, wenn die gesamten auf es
wirkenden Krdifte verschwinden. Als Vektorgleichung bezieht sich der Erhaltungssatz auf al-

le Komponenten des Impulses.

Selbst in Anwesenheit von Kriften konnen Impulskomponenten erhalten sein: Sei F eine
gegebene Kraft. Falls es einen konstanten Vektor s gibt, der auf F senkrecht steht,

F-s=0,

so folgt

d
ap-szo = p-s=const. (2.65)

d. h. die Impulskomponenten senkrecht zur Kraftrichtung sind zeitlich erhalten.

Ein zweiter Erhaltungssatz bezieht sich auf den Drehimpuls eines Teilchens bei Position r
beziiglich eines Ursprungs O:
L:=rxp. (2.66)

(NB: Der Drehimpuls eines Teilchens ist somit keine rein intrinsische Grée, sondern ab-
héngig von der Wahl des Ursprungs. Der folgende Impulserhaltungssatz bleibt davon unbe-
riihrt.)

Wir definieren des Weiteren das Drehmoment N beziiglich des gleichen Ursprungs durch

Newton II

N=rxF "= "rxp (2.67)

Nun gilt mit p = mv = mr fiir einen Massenpunkt:

. d
L=—(rxp)= Fxp +rxp=rxp
dr ——

=mrx7=0

— L=rxp=N (2.68)

Damit ist der Drehimpuls eines Teilchens zeitlich erhalten, falls auf es kein Drehmoment
wirkt.

Fiir den néchsten Erhaltungssatz fiihren wir den Begriff der Arbeit ein. Wirkt eine Kraft F auf
ein Teilchen, um es aus einem Punkt 1 zu einem Punkt 2 zu bewegen, so wird folgende Arbeit
verrichtet:

2
Woq IZ/ F-dr. (2.69)
1
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2.3 Erhaltungssitze Mechanik

Im Prinzip ist in (2.69) der Weg zu spezifizieren, {iber den das Teilchen von 1 nach 2 bewegt
wird. Wir zeigen nun, dass die Arbeit fiir einen Massepunkt, der dem 2. NEWTON’schen Ge-
setz genligt, wegunabhingig ist. Es gilt

dv dr dv
F- = _ = _ 2.
dr mdt dtdt mdt vdt (2.70)
_md md 5, (1 2)
=5 dt(v v)dt = > dtv dt—d(zmv

Der Integrand in 2.69 ist somit eine totale Ableitung (exaktes Differential).

Damit folgt fiir die Arbeit

2

I L) | I S S NP
Wh, = 2mv —Zm(v2 v)) =:Tr—T1. 2.7

1

Hier haben wir die kinetische Energie eines Teilchens definiert,

1
T= 5muz. 2.72)

Falls z. B. W5, < 0 verrichtet das Teilchen Arbeit. Als Folge reduziert sich dessen kinetische
Energie. Wichtig bei der Definition von W5 ist, dass F die Gesamtkraft auf ein Teilchen be-
zeichnet.) Am einfachen Beispiel wird nun intuitiv klar, dass das Konzept von kinetischer
Arbeit alleine nicht ausreicht, um die Fahigkeit eines Teilchens Arbeit zu verrichten zu be-
schreiben: so kann z. B. ein Wasserteilchen in einem héheren Becken anfdnglich in Ruhe

sein, d. h. 71, ein Miihlrad auf seinem Weg in ein tieferes Becken antreiben, und anschlie-
Rend wieder ruhen T, = 0.

Diese ,Fahigkeit“ eines Teilchens, Arbeit verrichten zu kénnen, ldsst sich mit dem Begriff
der potentiellen Energie erfassen. Wir definieren die potentielle Energie eines Teilchens mit
Hilfe der Arbeit, die bend6tigt wird um ein Teilchen von Punkt 1 nach Punkt 2 zu bewegen,
ohne dass sich die kinetische Energie dndert:

2
/ F-dr=U;-U, (AT=0). (2.73)
1

Fiir AT = 0 ist die Arbeit daher dquivalent zur Differenz der potentiellen Energie. Wah-
rend (2.73) fiir jede beliebige Kraft eine Potentialdifferenz definiert, 1dsst sich im Allgemeinen
nicht jede Kraft F aus einem Potential U herleiten. Diejenigen Kriéfte, fiir die dies moglich ist,
heillen konservative Krifte. Sie spielen in der Physik eine wichtige Rolle. Die Gleichung (2.73)
lasst sich mit folgendem Ansatz reproduzieren:

konservative Kraft: F = —VU , (2.74)

d. h. konservative Krifte ergeben sich als Gradientenfelder einer skalaren Funktion U(r)
(oder U(r, t)). Denn daraus folgt

2 2 N 2 GU
/F-dr:—/ (VU)-dr:—/ Y —dx; (2.75)
1 1 1 0x;

2
__ / dU=U,-U, (vgl. (2.73)).
1
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Eine notwendige und hinreichende Bedingung, dass F konservativ ist und durch (2.74) dar-
gestellt werden kann, ist
VxF=0 (2.76)

Die Notwendigkeit ergibt sich aus der Identitét, dass ~V x V.U = 0 (fiir hinreichend glatte
U). Die Bedingung (2.75) gewdhrleistet, dass in (2.73) eine Pfad unabhidngige Funktion U
gewdhlt werden kann. Betrachten wir dazu zwei verschiedene Pfade y; und y» von 1 nach 2:

Y2

Y1
1

2
Fiir den Fall, dass / F-dr pfadabhingigist, d. h. / F-dr # / F-dr, wire auch die in (2.73)
1 Y1 Y2

definierte Potentialdifferenz U; — U, pfadabhédngig, und damit eine eindeutige Definition
von U(x) nicht moglich. Umgekehrt definiert (2.73) eine eindeutige Potentialdifferenz, wenn

2
/ F - dr pfadunabhingig ist. Zu zeigen ist also
1

2 2 2 1
0:/ F-dr—/ F-dr:/ F-dr+/ F-dr (2.77)
1 1 2

1
Y1 Y2 71 —T2
:%Fdr:/(%XF)dr
Y b

wobei (-y2) den Pfad —y, mit entgegengesetztem Durchlaufsinn bedeutet, und y = y; +
(—71) ein geschlossener Pfad ist. Im letztem Schritt haben wir den Stokes’schen Satz verwen-
det, wobei Z eine von y berandete Flache mit Flichenelement dr bezeichnet. Wir sehen,
dass mit der Bedingung (2.75) die Pfadunabhéngigkeit gegeben ist und damit fiir konserva-
tive Kraftfelder V x F = 0 ein Potential z. B. durch

2
Ux)=- / F-dr mit x: Ortsvektor von Punkt 2 (2.78)
1

gegeben ist. Hierbei haben wir willkiirlich U; = 0 gewdhlt. Jede andere Wahl mit z.B. U; =
Uy = const. wire ebenso legitim und ergédbe das Potential

2
Ux) =Up —/ F-dr, (2.79)
1
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2.3 Erhaltungssitze Mechanik

—

d. h. die Wahl des Potentialnullpunkts ist irrelevant. Bei der Berechnung der Kraft F = -VU
fallt Uy heraus und bleibt dadurch unbeobachtbar.

Nun definieren wir die Gesamtenergie eines Teilchens als die Summe von kinetischer und
potentieller Energie:

E:=T+U. (2.80)
Die Zeitableitung der Gesamtenergie ist
dE dT dU
oy (2.81)
dt dtr dt
Nach (2.70) gilt
1
dT:d(Emvz) =F-dr (2.82)
so dass
ar _ F-F (2.83)
e~ '
Andererseits gilt fiir die Geschwindigkeitsunabhéngige Potentiale
oy U U _ Gy Y (2.84)
dt = 40x; dt = ot ot '

Fiir die zeitliche Anderung der Gesamtenergie erhalten wir damit

dE O 1}
— =F-#+(VU) - F+— (2.85)
dr ot
— dE (F+VU) +6U
—_— -r —_—
dr ot

Fiir konservative Kraftfelder F = —VU und fiir den Fall, dass das Potential nicht explizit von
der Zeit abhéngt, d. h. %—lt] =0, ist die Gesamtenergie eine Erhaltungsgrofse in der Zeit

dE

— =0. 2.86
1 (2.86)

Unter den genannten Voraussetzungen ist die Energieerhaltung eine einfache Konsequenz
der NEwWTON’schen Dynamik von Massepunkten. Aber auch jenseits der genannten Voraus-
setzungen hat sich die Energieerhaltung als niitzliches Konzept erwiesen, so dass man ihr im
Allgemeinen den Status eines Postulats verleiht. In Féllen von nicht-konservativen Kriften
(z. B. der Lorentzkraft auf geladene Teilchen) erreicht man dann die Energieerhaltung, indem
man weiteren charakteristischen Gro3en des Systems (z. B. dem elektromagnetischen Feld)
ebenfalls eine Energie zuweist und die Energieerhaltung auf das Gesamtsystem ausdehnt.

Die Niitzlichkeit des Energiekonzepts wird insbesondere bei qualitativen Betrachtungen deut-
lich, aus denen ohne explizite Rechnungen wichtige Eigenschaften eines Systems abgeleitet
werden konnen. Als Beispiel betrachten wir einen Massepunkt unter dem Einfluss einer kon-
servativen Kraft mit Potential U(x). Die Gesamtenergie lautet:

1
E:T+U:§mv2+U(x) (2.87)
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2.3 Erhaltungssitze Mechanik

Fiir die folgende Betrachtung beschrianken wir uns der Einfachheit halber auf 1-dimensiona-
le Bewegungen. Aus (2.87) folgt fiir die Geschwindigkeit

dx 2
v(t)=— =%/ —(E-Ux) (2.88)
de m

Da aus physikalischen Griinden nur v € R sinnvoll ist, ist die Gesamtenergie fiir jede physi-
kalische Bewegung nach unten beschrankt durch

E=U(x) furalle x. (2.89)

Als Beispiel betrachten wir folgende ,Potentiallandschaft*.

U(x)

A

Es

> X

X3a X2aX1a X0 X1b X2b X2a X2p'

Da die Gesamtenergie erhalten ist, ist sie durch die Anfangsbedingungen bereits festgelegt,
z.B. aus den Anfangsbedingungen fiir Ort und Geschwindigkeit x(#y) und v(#) zum Zeit-
punkt f, ldsst sich aus (2.87) direkt die Energie ablesen E = %mv(z‘o)2 + U(x(tp)) = const. Fir
obiges Beispiel ist die gemdald (2.89) minimal zuldssige Energie gegeben durch Ej. In die-
sem Fall ist Ey = U(xp). Damit ist die kinetische Energie fiir alle Zeiten T = 0; das Teilchen
hat immer die Geschwindigkeit v = 0 und ruht damit im Gleichgewichtspunkt xy. Fiir gro-
Bere Energien, z.B. Ej, gibt es in der Regel einen endlichen Ortsbereich x;, < x < x13, in

dem (2.88) erfiillt ist. An den Umkehrpunkten x4, x1p gilt E; = U(x14) = U(x1p) an denen

wiederum die Geschwindigkeit verschwindet v #4290, Das Teilchen oszilliert also zwischen

den Umkehrpunkten hin und her. Im Zwischenbereich x;, < x < x;; liegt die kinetische
Energie T = E; — U(x) vor und das Teilchen hat eine endliche Geschwindigkeit.

Fiir hohere Energien, z.B. Ej, sind im obigen Beispiel Oszillationen in disjunkten Berei-
chen moglich: x2, < x < xp und x4 < x < xyp. In all diesen Beispielen bleibt x beschrankt
und man spricht von gebundenen Bewegungen oder gebunden Zustianden. Fiir noch héhere
Energien, z.B. E3, gibt es in diesem Beispiel nur einen Umkehrpunkt bei x3,. Das Teilchen
kann also aus dem Unendlichen x — xo kommen, wird bei x3, ,reflektiert”, und lauft wieder
ins Unendliche x — oo. Die Bewegung ist ungebunden und man spricht auch von Streuzu-
stédnden.
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2.3 Erhaltungssitze Mechanik

Eine Klassifikation der Gleichgewichtszustinde wird durch eine Taylorreihenentwicklung
von U (x) um den Gleichgewichtspunkt x, einsichtig:

dU (xo) N x0)? d?U (xq) .

U(x) = Ulxo) + (x — xo) P o a2

(2.90)
Der konstante Anteil U(xp) ist wegen willkiirlicher Nullpunktswahl von U ohnehin irrele-
vant. Der Term % = —F(xp) beschreibt die Kraft auf das Teilchen bei xy. Wir sprechen
genau dann von einem Gleichgewichtspunkt xy, wenn die Kraft auf das Teilchen bei x, ver-

schwindet, d. h.
dU (xo)

dx
Dies ist mathematisch dquivalent zu der Aussage, dass das Potential an x, ein lokales Extre-
mum hat. In der Ndhe von Gleichgewichtspunkten xj gilt also

=0 < Gleichgewichtspunkt x. (2.91)

(x — x0)% d®U (x)

g T o= %0, (2.92)

Ux)=

In Abhédngigkeit vom Vorzeichen der zweiten Ableitung sprechen wir von

d?U (xo) . . ' o
Td2 >0 stabiles Gleichgewicht, (Potentialminimum) (2.93)
d’U

—dx(zx 0 <0 labiles Gleichgewicht, (Potentialmaximum)

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass die Kraft, in de Ndhe von xj im stabilen Fall in
Richtung von xj zeigt und im labilen Fall von x, weg weist.

Zum Schluss sei bemerkt, dass die Energieerhaltung auch die Losung der Bewegungsglei-
chung vereinfacht, da (2.88) bereits die Form einer Differentialgleichung 1. Ordnung hat. Die
Bahnkurve (in einer Dimension) ist dann gegeben durch folgende einfache Integration

x dx
t—t():i/ _
% \/2(E-U(x))

wobei x(t = fy) = xo gewdhlt ist. Die Bahnkurve x(¢) erhidlt man aus (2.94) t = ¢(x) durch
Bildung der Umkehrfunktion.

(2.94)

In hoheren Dimensionen gibt es diesen einfachen Zusammenhang in der Regel nicht mehr.
Allerdings ,erspart“ einem die Energieerhaltung immer eine Integration.
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3 Newtonsche Gravitation

Eine der fundamentalen Kréafte der Natur ist die Gravitationskraft. In der klassischen Mecha-
nik wird dieses durch das NEWTON’sche Gravitationsgesetz beschrieben:

Jede Punktmasse zieht jede andere Punktmasse im Universum mit einer Kraft
an, die proportional zum Produkt der Massen und umgekehrt proportional zum
Quadrat des Abstandes der Massepunkte ist.

mym
Fo_gmnm

ér 3.1

r2

wobei r der Abstand zwischen m; und m, ist und é, den Einheitsvektor von m; nach m,
bezeichnet. (3.1) bezeichnet also die Kraft, mit der m, zu m; hingezogen wird. Die Kraft mit
der m; zu my hingezogen wird, ergibt sich nach dem 2. NEwWTON’schen Gesetz. Die Propor-
tionalitdatskonstante G ist eine fundamentale Naturkonstante, die erstmals 1798 von HENRY
CAVENDISH mittels einer Torsionswaage vermessen wurde. Ihr bester Messwert ist gegen-

wirtig
3
-11 N
G=6,67428(67)10" " —. (3.2)
kgs
Die NEWTON’sche Gravitationskonstante ist damit bei weitem noch nicht so genau vermes-
sen wie andere Naturkonstanten (z. B. e, ¢ oder h). Dies mag daran liegen, dass die Gravita-
tion verglichen mit anderen Kréften so ,schwach® ist.

Die Form des Gesetzes (3.1) gilt streng genommen nur fiir Punktteilchen. Fiir den Fall, dass
z.B. m; = M eine ausgedehnte Massenverteilung besitzt, die durch eine Massendichte p(r')
beschrieben wird

M= / dv' p(r'), (3.3)
v
gilt fiir die Kraft auf m, = m das Gravitationsgesetz
N 2~
F:—Gm/ PIE 4y (3.4)
74 r

Zu beachten ist hierbei, dass €y auch von r’ abhingt. Die der klass. Gravitation zugrunde-
liegende Annahme ist hierbei, dass die Gravitationskrifte der einzelnen Volumina dv’ auf m
sich linear aufaddieren. (NB: tatsdchlich ist die Allgemeine Relativitédtstheorie als fundamen-
tale Beschreibung der Gravitation keine lineare Theorie mehr.)

Ist auch der zweite Korper my = m ausgedehnt, wird eine weitere Volumenintegration tiber
die entsprechende Massendichte benétigt. Da die Kraft F auf einen Massepunkt m von m
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Newtonsche Gravitation Mechanik

abhingt, ist es zweckmiRig ein Vektorfeld g fiir die von einer Massenverteilung p(r') einzu-
fiihren, dass von der (Test-)masse m unabhéngig ist und inhdrent nur die Eigenschaften der
Massenverteilung p(r') beschreibt:

F !/
g:E:—G/ p(rg)érdv’ (3.5)
v

g hat die Bedeutung einer Beschleunigung. Nahe der Erdoberfldche entspricht g in der Tat
der Erdbeschleunigung, vgl.(2.10). Aus den Definitionen fiir F, bzw. g, 1dsst sich direkt nach-
rechnen, dass

VxF=0bzw.Vxg=0 (3.6)

Dies bedeutet, dass g durch eine skalare Funktion dargestellt werden kann,

—

g=-Vo 3.7)
das sogenannte Gravitationspotential.
Fiir Punktmassen M hat @ die Form M
b=-G—. (3.8)
r

(vgl. Aufgabe (2) der Ubungen), wie sich leicht nachrechnen lisst. Ahnlich wie bei der po-
tentiellen Energie sind konstante Verschiebungen des Potentials physikalisch irrelevant. Die
Konstante in (3.8) ist implizit so gewdhlt, dass ® — 0 fiir r — oo. Fiir eine Materieverteilung

gilt entsprechend
!/
<D:—G/ PUD 4. (3.9)
v T

Die physikalische Bedeutung des Gravitationspotentials erschlie3t sich bei der Betrachtung
der Arbeit, die an einer Test-Einheitsmasse verrichtet werden muss, um das Teilchen um dr
in einem Gravitationsfeld zu verschieben:

- 0D
dW:—g-dr:(VcD)-dr:Zde,-:d@. (3.10)
i i

Diese Arbeit pro Einheitsmasse entspricht also der Potentialdifferenz an den um dr verscho-
benen Punkten. I. A. ist nur eine Potentialdifferenz von physikalischer Bedeutung. Durch un-
sere Normierung ® — 0 fiir r — oo kénnen wir ®(x) auch als Arbeit interpretieren, die zu
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3.1 Gravitationspotential einer Kugelschale Mechanik

verrichten ist, um eine Einheitsmasse aus dem unendlichen zu einem Punkt x zu bringen.
Da ® < 0, wird im Gravitationsfeld immer Arbeit ,,gewonnen®.

Analoges gilt fiir die potentielle Energie, die sich direkt aus dem Potential durch Multiplika-
tion mit der Masse (eines Testteilchens) ergibt

U=md. 3.11)
Entsprechend ergibt sich die Kraft gemald

—>

F=-VU. (3.12)

3.1 Gravitationspotential einer Kugelschale

dv’
r/
do r
b P
b R
Innenradius b
a AuBenradius a

Wir betrachten das Gravitationspotential einer Kugelschale am Punkt P im Abstand R vom
Schalenmittelpunkt. Das Problem ist offensichtlich rotationssymmetrisch um die Achse vom
Schalenmittelpunkt nach P. Wir benutzen eines Koordinatensystem mit Ursprung im Scha-
lenmittelpunkt, sowie Kugelkoordinaten mit einem Polarwinkel, der von der Achse OP ge-
messen wird. Die genannte Rotationssymmetrie bedeutet, dass es keine Abhédngigkeit vom
Azimuthalwinkel ¢ geben kann. Die Massendichte sei homogen,

p(r') = p = const. (3.13)

So dass die Gesamtmasse der Kugel gegeben ist durch

M = /dvp p/ dr'r’z/ stdH/ de

1((,13 p3) u= CosQf du=2 227[

_ gﬂp(ag —). (3.14)

Das Gravitationspotential folgt aus (3.9):
! 2n
0
cp:_c;/ P 4 —pG/ ’Zdr/ d(p/ ﬂde. (3.15)
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3.1 Gravitationspotential einer Kugelschale Mechanik

Nach dem Kosinussatz folgt gemafd Skizze
r> =1+ R*-2r'Rcosf = r*(6). (3.16)
Bei festem R folgt fiir gegebenes r’
2rdr =-2r'R(~sin0)dé
—df=—-. 3.17
- r r'R G.17)

Der Integrationsbereich fiir die Variable r hdngt offensichtlich von der Position von P relativ
zur Kegelschale ab. Im Allgemeinen ist der Integrationsbereich beschrdnkt auf ein Intervall

2 G a 'max
o=_TP / r’dr’/ dr. (3.18)
R b I'min

Betrachten wir zunéchst den Fall, dass P aullerhalb der Kugelschale liegt. Dann gilt

(Fmin, Tmax]:

rmin:R_r,» rmax:R"‘r,

_2 G a R+r’
— ®R>a)=— P / r'dr’/ dr
- b R-r'

R
—_——
=2r!
AmpG [“
:——np / rlzdr/
R Jp
47 pG 19 GM
= IR 33y 020 2 (3.19)
3 R R

Es zeigt sich, dass das Gravitationspotential aullerhalb der Kugelschale gleich demjenigen ei-
nes Massenpunktes M ist, der im Schalenmittelpunkt positioniert ist. Dieses Ergebnis ldsst
sich auf alle sphérisch-symmetrischen Massenverteilungen verallgemeinern. D.h. um das
Gravitationspotential im Auenraum zu berechnen, geniigt es, sich die Masse im Mittel-
punkt konzentriert vorzustellen.

Betrachten wir nun den Fall, dass P im Inneren der Kugelschale liegt, R < b

rmin:r,_R» rmax:r,+R

2 G a r'+R
= OR<b) =- P / r’dr’/ dr
- R Jp r'—R

%(a2_b2) =2R

= —ZJI,OG(a2 - b?). (3.20)

Damit ist das Potential unabhéngig von R. Es muss also keine Arbeit verrichtet werden, um
einen Massepunkt im Inneren der Kugelschale umher zu bewegen. Ein Massenpunkt im In-
neren ist damit kraftefrei.
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3.1 Gravitationspotential einer Kugelschale Mechanik

Fiir den Fall, dass P innerhalb der Kugelschale liegt, d.h. b < R < a, k6nnen wir uns die
Kugelschale als zusammengesetzt aus zwei Kugelschalen denken. Die innere hat die Radien
b und R, die dullere hat die Radien R und a. Das gesamte Potential ergibt sich dann aus der
Summe der Potentiale fiir die innere Schale (Aullenraumformel (3.19) @ — R) und fiir die
dullere Schale (Innenraumformel (3.20), b — R). Wir erhalten

a¢t b R?
—) (3.21)

®(b<R<a)=—4npG|L -2 _
(b<R<a)=-dmp (2 3R 6

Damit ist das Potential bei R = a und R = b stetig.

_(I)A

=

Es ist sogar differenzierbar, sodass die Gravitationsbeschleunigung g = —% fir alle R be-
rechnbar ist

g(R<b)=0 (3.22)
3
AnpG (b_ R)

b<R = —
glb<R<a) 3 72

GM
g(R> a) = —F

> R
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4 Methoden der Variationsrechnung

In den folgenden Abschnitten werden wir die NEWTON’schen Bewegungsgleichungen in eine
konzeptionell allgemeinere Form bringen. Die resultierenden LAGRANGE-Gleichungen wer-
den sich als auf viele Bereiche der theoretischen Physik verallgemeinerbar erweisen. Diese
Gleichungen folgen wiederum aus deinem einfachen Wirkungsprinzip, dem HAMILTON’schen
Prinzip. Die fiir diesen Themenkomplex notwendige mathematische Methode ist die Varia-
tionsrechnung, die wir zunéchst losgeldst von der Physik kennenlernen wollen.

Eine typische Fragestellung ist z. B. diejenige nach einer kiirzesten Distanz zwischen Punk-
ten (ggf. unter bestimmten Bedingungen), oder der kiirzesten Zeit fiir die Bewegung zwi-
schen zwei Punkten. Ein einfaches bekanntes Beispiel fiir die Themenstellung ist das FER-
MAT’sche Prinzip fiir den optischen Weg eines Lichtstrahls, der denjenigen Pfad nimmt, der
die kiirzeste Zeit benotigt.

4.1 Extremwertbildung fiir ein Funktional

Eine typische Problemstellung fiir die Variationsrechnung lautet folgendermalien: wir be-
trachten ein Integral vom Typ

X2
]=/ f,¥;xdx, 4.1
X1

wobei f eine Funktion ist, die zunédchst von einer unabhdingigen Variable x abhingt. Ein Teil
dieser Abhingigkeit kann in Form einer Abhédngigkeit von einer Funktion und ihrer Ablei-
tung
dy(x)

dx
vorliegen (z.B. f(y,¥;x) = y*(x) + (¥ (x))? + cx). Fiir gegebenes f(y,)'; x) ist J eine Zahl, de-
ren Wert wir in Abhéngigkeit von der Form von y(x) studieren wollen. Somit hdngt J nicht
lediglich von einer Variablen, sondern von einer Funktion ab, und wir schreiben

yx), Y= (4.2)

J =Tyl (4.3)
fiir das Funktional ], welches von y = y(x) abhéngt.

In der Variationsrechnung suchen wir nun nach einem Extremum (entweder Mininmum
oder Maximum) von J[y]. D. h. wir suchen diejenige Funktion y(x), die J extremal werden
lasst. Diese Extremalwert bildende Funktion y(x) soll also die Eigenschaft haben, dass jede
»benachbarte“ Funktion J von seinem Extremwert entfernt unabhéngig davon wie nahe sie
an y(x) liegt.

Im Folgendem wollen wir den Extremalwert von J unter der Einschrankung suchen, dass
y(x1) und y(x2)

fest vorgegeben sind. Sei nun die tatsdchlich extremalwertbildende Funktion gegeben durch
y(x). Dann lésst sich eine 1-parametrige Schar von variierten Funktionen schreiben als

y(a,x) =yx)+anlx), (4.4)
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4.1 Extremwertbildung fiir ein Funktional

Mechanik

wobei a € R ein beliebiger Variationsparameter ist, und n(x) eine beliebige differenzierbare

Funktion sei, die an den Randpunkten verschwinde:

n(x1) =0 =7n(xz).

(4.5)

Die Extremalbedingung an J[y] ldsst sich nun als Stationaritdtsbedingung an a formatie-

remn:

o]
oa a=0
was fiir alle zuldssigen Funktionen 7(x) gelten muss.

A

y(x) +n1(x)

y(x) +n2(x)

Wir berechnen nun die Ableitungen in (4.6) explizit:
o] 0 [*
%zﬁ/ f,¥;x)dx
X1

Da die Integralgrenzen x1, x, fixiert sind, folgt

X2 !/
9 _ (ga_y N ga_y) dx
oa Jy, \dyoda 0y oa

Mit (4.4) folgt

0y _ oy’ _dn_
da 7, da dx 2
und somit 5 % (g o d
o (458)/ (—fn(x) +—f—n(x))dx.
oa x, \0y oy dx

Mit partieller Integration folgt fiir den zweiten Term

2of d 0
[t
5 0y dx oy

1

Da n(x;2) =0, verschwindet der Randterm und es folgt

0 200 d o
](4éo>/ (_fn(x)_(__f)n(x))dx
X1

da oy dx oy’
2(of d of
= — - dx.

*2 2rd af
U] —/ (——)n(x) dx.
q Ju dx oy’

(4.6)

4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)
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4.1 Extremwertbildung fiir ein Funktional Mechanik

Implizit ist die rechte Seite noch von @ abhingig, da g—;j und g—)]; an der Stelle y = y(a, x) und

y' =¥ (a, x) ausgewertet miissen. Diese Abhéngigkeit verschwindet jedoch, da nach Voraus-
setzung (4.6) @ = 0 gesetzt werden soll:

X2
e 0:/ (g—iﬁ)n(x)dx. (4.13)

Im Allgemeinen kann man aus dem Verschwinden eines Integrals nicht auf das verschwin-
den des Integranden schlief3en. Im vorliegenden Fall jedoch soll (4.13) fiir jedes beliebige n(x)
mit (4.5) gelten.

Dies kann nur gelten, wenn

— — ——=0| EULER-Gleichung. (4.14)

Die EULER-Gleichung liefert eine notwendige Bedingung an y(x), damit /[y] einen Extre-
malwert annimmt.

4.1.1 Beispiel: Brachistochrone-Problem

Beim Brachistochrone-Problem wird derjenige Pfad gesucht, auf dem ein (reibungsfreier)
Massepunkt im homogenen Gravitationsfeld von einem Startpunkt (x1, y;) in Ruhe startend
zu einem niedrigerem Punkt (x2, y2) in kiirzester Zeit gelangt.

(xl!yl)

XY (2, 72)

Wir wihlen o. B. d. A. den Startpunkt (x;, y;) als Ursprung des Koordinationssystems. Die x-
Achse zeige ,nach unten®, sodass x > 0 die gefallene Hohe beschreibt. Das Kraftfeld ist kon-
servativ. Die Gesamtenergie ist erhalten 7 + U = const.. Wir wéhlen das Potential so, dass
Ux))=U(x=0)=0,d.h.

Ux)=-mgx. (4.15)

Da das Teilchen sich anfénglich in Ruhe befindet, gilt zu Anfang T = 0 und damit E = T +
U. Unter Einfluss der Schwerkraft beschleunigt man nun das Teilchen, d.h. T > 0, verliert
dabei aber potentielle Energie, d.h. U < 0. Mit T = %mv2 gilt nach gefallener Hohe x fiir die

Geschwindigkeit
1
Emvzzmgx = v=+/28% (4.16)
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4.1 Extremwertbildung fiir ein Funktional Mechanik

Fiir das Pfadelement ds gilt

[ 2
ds=\/dx*+dy*=dx 1+(%) . (4.17)

Damit ergibt sich die Zeit fiir das Durchlaufen der Bahnkurve aus

(x2,y2) ds X 1+ 12
r:/ & Y~ dx. (4.18)
GLyp Vo Jx=o0| 28%

Um ¢ zu minimieren, identifizieren wir ¢ ~ J (in oben genannter Nomenklatur) und bis auf
einen konstanten Faktor )
1+y%)2

f= ( 4 ) . (4.19)

X

Da % = 0 vereinfacht sich die EULER-Gleichung auf

d o
f—O

L9 _y 4.20
dx oy’ (420

Damit folgt g_}]; = const. Diese Konstante nennen wir

1 ._g

e oy (4.21)
Die Ableitung liefert
of 1 1 , (4.22)
0y’ \/}\/1+y’2y' .
Wir quadrieren beide Seiten in (4.21) und erhalten
1 y/Z
— = 4.23
2a  x(1+y?) (4.23)

X x?

was sich schreiben lésst als (y'? = = 5
2a-x 2ax—x

y_/x_dx (4.24)
V2ax—x2 '

Mit dem Variablenwechsel

x=a(l—-cosf)
dx=asin6do (4.25)

schreibt sich das Integral

1 1 1 11
VCax—x2 221 -cos0)-a2(1-(cos0)?) +aP(sin2g) asind
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4.1 Extremwertbildung fiir ein Funktional Mechanik

y= /a(l —cos0)do

= a(0 —sinf) + const., (4.26)

wobei die Konstante fiir die Anfangsbedingung y(6 = 0) = 0 verschwindet. Das Resultat

X (4.25) a(l—cos0)

¥y =a(0 —sin0) (4.27)

parametrisiert eine Zykloide, d.h. die Bahnkurve eines Massepunkts auf einem Rad beim
Abrollen des Rades.

na 2na
— ; I )

(xZ!yZ)

Die Konstante a entspricht dabei dem Radius des Rades. Diese Bahnkurve entspricht der L6-
sung des Problems: Die Brachistochrome entspricht einer Zykloide mit angepasstem Radius
a, so dass der Punkt (x», y») auf der Zykloide liegt.

(NB: Die Variationsrechnung besagt zundchst nur, dass die Zykloide die Bahnzeit ¢ extremal
macht. Es konnte sich zundchst noch um ein Maximum oder ein Minimum handeln. Das es
tatsachlich ein Minimum ist 1dsst sich durch Vergleich mit anderen Bahnkurven (z. B. gerade
Linie) plausibel machen.)

4.1.2 Verallgemeinerung der Euler-Gleichung auf mehrere variable Funktionen

Fiir den Fall, dass ein Funktional / von mehreren unabhéngigen Funktionen abhéangt

=Ty, 52, ¥3...] (4.28)

d. h.
F=FL Y0 Y2 Yy V3 Va3 X) (4.29)

lasst sich die EULER-Gleichung leicht verallgemeinern. Dazu fassen wir die Funktionen y,
..., Yn in einem n-Tupel zusammen und schreiben

f=fuysx), i=1,..,n. (4.30)
In Analogie zu (4.4) schreiben wir fiir die variierte Funktion

vila,x) = y;(x) +an;(x). (4.31)

37



4.2 Die Euler-Gleichung mit Zwangsbedingungen Mechanik

Die Ableitung nach a wirkt dann entsprechend auf jede Komponente y; bzw. y}, und wir
erhalten analog zu (4.12):

oI /J’l n (af d af)
— = — ———|n;(x)dx. (4.32)
o Jy l; oy; dxay; i

Da diese Ableitung am Extremum wieder fiir beliebige n;(x) gelten muss, folgt fiir jedes x
und jedes i separat
of dof _

=0, i=1,...,n. 4.33
dy; dxay; : " (4.33)

4.2 Die Euler-Gleichung mit Zwangsbedingungen

Wir betrachten nun den Fall, dass wir diejenige Funktion finden wollen, die J extremal macht,
aber gleichzeitig eine Neben- oder Zwangsbedingung erfiillt; man denke z. B. an einen extre-
malen Pfad, der zudem in einer bestimmten Fldche, die wir durch die Koordinaten y und z
parametrisieren wollen, liegen soll.

Allgemein beschreiben wir diese Fliche mit Hilfe einer Zwangsbedingung

gy, z;x1 =0, (4.34)

z.B. die Bewegung innerhalb bzw. auf einer Kugeloberflidche erfiillt die Zwangsbedingung
z.B.
g=x"+y*+22-r*=0, (4.35)

wobei r der Radius der Kugeloberfldche ist. Fiir einen gegebene Wert der Koordinate x miis-
sen y(x) und z(x) der Bedingung (4.35) erfiillen. Wir betrachten also nun ein Variationspro-
blem der Form xz
Iy, z] =/ f,¥,z2;x)dx. (4.36)
X1

Die entsprechende nach einem Parameter a differenzierte Gré3e lautet dann

ot )

0y dxay')oa 0z dx0z7') da

. 4,
oz dxoz dx (4-37)

Der wichtige Unterschied zu den vorhergehenden Betrachtungen ist nun, dass die Variatio-
nen g >und 32 9z = nicht mehr unabhéngig voneinander sind; eine Variation in der y-Koordinate
verlangt ein entsprechendes »Nachjustieren“ in der z-Koordinate, damit die Zwangsbedin-
gung (4.34) erfiillt bleibt. Die Ausdriicke in (...)-Klammern in (4.37) verschwinden also nicht
mehr separat. Die Ableitung der Zwangsbedingung nach « liefert

dg _|0g ox +0g6y+6gaz
da |ox aa dyda 0zoa
:0
_0goay Ogaz

4.38
~ dy 6a 0z 0a’ (4.38)
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4.2 Die Euler-Gleichung mit Zwangsbedingungen Mechanik

Mit
y(a,x) = y(x) + any(x)
z(a, x) = z(x) + an,(x) (4.39)
folgt
og og
ay" y(0) = =2712(X). (4.40)
Damit ldsst sich die Abhdngigkeit der Variationen quantifizieren
i
0z o ai (4.41)
Fy Nz = 3 My .
0z

und aus (4.37) folgt

o

= dx. 4.42
o2~ )., ny(x)dx (4.42)

2 dor) for 4[5 %
0y dxay 0z dx gg

Die Variation 1, (x) ist nun nicht mehr eingeschrénkt und es folgt entsprechend

(G -aearlls) - (GE-asE as

Letzten Endes sind mit y(x) und z(x) beide Seiten lediglich eine Funktion von x, die wir im
Folgenden —A(x) nennen wollen. Damit ergibt sich das Gleichgewichtssystem

Of 49 108 (4.44)
oy dxoy oy
of d af dg

oz dxoz "oz~

Nun haben wir 3 Funktionen zu bestimmen y(x), z(x) und A(x). Zusammen mit der Zwangs-
bedingung (4.34) haben wir mit (4.44) entsprechend auch 3 Bestimmungsgleichungen. Da-
bei nennt man die zu bestimmende Funktion A(x) einen LAGRANGE-Multiplikator. Die Ver-
allgemeinerung des Verfahrens auf mehrere Freiheitsgrade y; miti =1,2,..., m und mehrere
Zwangsbedingungen

gy x) = 0,j=1,2,...,n (4.45)
folgt unmittelbar:
0 d o 0
of _dof, Z 80y, (4.46)
dy; dxay; 0yi
Damit habenwir m + n Gleichungen fiir m + n Funktionen.
—~ =~ — ~~
(4.46)  (4.45) Ajx)  yi(x)

Damit in (4.46) und (4.45) die Zwangsbedingungen im gleicher Struktur vorkommen, kann
(4.45) auch differenziell formuliert werden

> —Ldyi=o. (4.47)
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4.3 Die 6 Notation Mechanik

4.2.1 Beispiel fiir Zwangsbedingungen

Ein Rad auf einem Tisch hat zunéchst die Freiheitsgrade der Position y und des Rotations-
winkels 6.

>y

Wenn das Rad nicht rutscht, besteht zwischen y und 6 ein Zusammenhang:
y=R0, (4.48)

wobei R der Radius des Rades ist und 6 in Bogenldngen gemessen wird. Die zugehorige
Zwangsbedingung kann geschrieben werden als

g0 =y—R6=0 (4.49)
und es folgt

og og

—=1, —=-R. 4.50

oy 00 (4.50)

4.3 Die 6 Notation

In der Variationsrechnung ist es zweckmaRig fiir die 1-parametrige Schar von deformierten
Pfaden y(x, @) mit gleichzeitig beliebiger Funktion n(x) eine verkiirzte Schreibweise einzu-
fiihren. Wir schreiben fiir

aJ 2f d df)(ay )
— da= —~ L ||=Ldald 4.51
oa ¢ /x1 (Gy dxay')\oa o 451
vereinfacht auch w9 dof
0] = ——-——16yd 4.52
/ /xl (0y dx@y’) yexr (4.5
mit
o] . L
0] = ada (mit 7 beliebig) (4.53)

0
oy= Y qa = nda (n beliebig),
oa
(wobei nach wie vor gelten soll, dass n(x;) = 0 =n(x2).)
Damit kénnen wir 6 y(x) auch als beliebige infinitesimale Deformation von y(x) verstehen.
Die Extremalbedingung von J lautet dann

X2
6] = 6/ dxf(y,y,x) =0. (4.54)

1
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5 Das Hamiltonsche Prinzip

5.1 Lagrangesche Dynamik

Die NEWTON’sche Mechanik ldsst sich auch alternativzu den NEWTON’schen Gesetzen durch
ein Wirkungsprinzip formulieren. Da sich solche Wirkungsprinzipien in sehr vielen Teildis-
ziplinen der Physik wiederfinden, ist ein griindliches Verstindnis dieses Prinzips in der Me-
chanik besonders niitzlich.

Die Historie der Wirkungsprinzipien in der Physik ist sehr reichhaltig. Hier wollen wir uns
im Folgenden auf konservative Systeme beschrianken fiir welche sich das HAMILTON’sche
Prinzip (HAMILTON 1834, 1835) formulieren ldsst:

Unter allen moglichen Pfaden entlang derer sich ein dynamisches System inner-
halb eines vorgegebenen Zeitintervalls vertraglich mit den Zwangsbedingungen
bewegen kann, wird derjenige Pfad ausgewaihlt, der das Zeitintegral der Diffe-
renz zwischen kinetischer und potentieller Energie minimiert.

Die angesprochene Differenz zwischen kinetischer Energie T = T'(X;) und potentieller Ener-
gie U = U(x;) bezeichnet man als LAGRANGE-Funktion

L=L(x;,x):=T-U. (5.1)
Das angesprochene Zeitintegral nennt man Wirkung
7]
S= / dt L(x;, X;). (5.2)
3|
Mit Hilfe der Variationsrechnung lautet das HAMILTONsche Prinzip folglich

153
0:5825/ drL. (5.3)
n

Damit ist das HAMILTONsche Prinzip technisch dquivalent zu einer Extremwertaufgabe dhn-
lich dem vorhergehenden Abschnitt. Es gilt das ,Worterbuch®.

Kapitel 4 Kapitel 5
X — t
y(x) — x; (1)

yi - Xi
fwy;x) — Lx, %50
ITy] - S[x]

Die Extremalwertbildende Bahnkurve muss daher das Analogon der EULER-Gleichung erfiil-
len:

————=—=0] (5.5)
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5.1 Lagrangesche Dynamik Mechanik

Im Zusammenhang mit dem HAMILTON’schen-Prinzip nennt man die Gleichung nun EU-
LER-LAGRANGE-Gleichung.

Als Erstes Beispiel betrachten wir den harmonischen Oszillator, der nun beschreibbar ist
durch die LAGRANGE-Funktion

1 1
L=T-U-=-mi*-~kx* (5.6)
2 2
:OL . oL )
—=—-kx, —=mx
0x 0x
—a—L—ia—L——(kx+mjé) (5.7)
~0x drox ’ ’

was genau der NEWTON’schen Bewegungsgleichung entspricht.

Als zweites weniger triviales Beispiel betrachten wir das mathematische Pendel, d. h. einen
an einer festen Stange (masselos) reibungsfrei in einer Ebene schwingenden Massepunkt m
im homogenen Schwerefeld:

Die bei endlicher Auslenkung 6 auf den Massepunkt wirkende Riickstellkraft entspricht der
Tangentialkomponente der Gravitationskraft entlang der Bahnkurve eines Massepunkts

|F| =|Fg|sin0 = mgsing. (5.8)

Mit der Beschleunigung .

ergibt sich die NEWTON’sche Bewegungsgleichung

mlo = - mgsing. (5.10)
~——
LRiickstellkraft*

Im LAGRANGE-Formalismus benétigen wir die kinetische Energie
2 1 om0
T=-mv :Eml 0 (5.11)

sowie die potentielle Energie

U=mgh=mgl(l-cos0) (5.12)
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5.2 Verallgemeinerte Koordinaten Mechanik

und erhalten die LAGRANGE-Funktion
1 .
L= Emlzﬁz—mgl(l—cosﬁ). (5.13)
Da wir bei der Ableitung der EULER-LAGRANGE-Gleichung zu keiner Zeit die explizite Annah-

me verwenden mussten, dass die zu suchende Funktion x;(¢) einer kartesischen Koordinate
entspricht, wenden wir nun einfach die EL-Gleichung auf die Winkelvariable 0 an:

L L .
Z_H =-mglsin0, 2—9 = ml%0 (5.14)
- 0:—(mglsin9+mlzé), (5.15)

was (fiir [ # 0) mit (5.10) identisch ist. Dieses Resultat ist aus zwei Griinden bemerkens-
wert:

* Die Tatsache, das die LAGRANGE’sche Dynamik auch durch Winkelvariablen formuliert
werden kann, deutet an, dass die Methode allgemeiner verwendbar ist als vielleicht
implizit vermutet.

* Inbeiden Beispielen wurde bei der Anwendung des HAMILTONschen Prinzips der Kraft-
begriff nicht verwendet. Benotigt werden lediglich Energiebegriffe. Daher kann man
vermuten, dass das HAMILTONsche Prinzip auch in solchen Systemen anwendbar ist,
in denen es einen Energiebegriff gibt, ohne notwendigerweise auf den Kraftbegriff der
NEWTON’schen Mechanik zuriickgreifen zu miissen.

5.2 Verallgemeinerte Koordinaten

Wie wir am Beispiel des mathematischen Pendels gesehen haben, erlaubt der LAGRANGE-
Formalismus die Verwendung von nicht-kartesischen Koordinaten. In kartesischen Koordi-
naten bendétigen wir zwei Komponenten, z. B. x und y, um den Massepunkt in der Ebene zu
positionieren. Durch die feste Stange der Léange [ entsteht eine Zwangsbedingung

glx,y)=x*+y*-1*=0, (5.16)

welche die Zahl der tatsdchliche Freiheitsgrade auf einen Freiheitsgrad (z. B. den Winkel 0)
reduziert. Durch die Angabe dieses einen Freiheitsgrades ist der Zustand des Systems voll-
stindig spezifiziert. Diese Uberlegung lisst sich verallgemeinern. Fiir ein System aus m Mas-
sepunkten bendtigen wir im 3-dimensionalen Raum 3m kartesische Koordinaten um den
Zustand des Systems zu einem festen Zeitpunkt zu bestimmen. Wenn nun z. B. manche Mas-
sepunkte fest verbunden sind oder anderweitig in ihrer Bewegung eingeschréankt sind, kann
dies zu m Zwangsbedingungen fiihren, so dass die Zahl der tatsdchlichen Freiheitsgrade ge-
geben ist durch

s=3n—m. (5.17)

Wir benétigen also s unabhingige Variablen, um das System zu beschreiben. Dabei muss
es sich nicht unbedingt um kartesische Koordinaten handeln. Viele Méglichkeiten wie z. B.
Winkel- oder Energie, ..., Variablen sind denkbar.

An obigem Beispiel wird klar, dass es in der Regel keine eindeutige Wahl dieser s Variablen
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5.2 Verallgemeinerte Koordinaten Mechanik

gibt. Unter Beriicksichtigung der Zwangsbedingung (5.16) kann man z. B. die y-Koordinate
auch durch y = y(x) = V'I? — x? ausdriicken und die Bewegungsgleichung mit der Variablen x
formulieren (was in diesem Beispiel die Bewegungsgleichung komplizierter macht). Fiir die
geschickte Wahl der s Koordinaten gibt es also kein Rezept, sondern es bedarf einer gewissen
physikalischen Einsicht in das System.

Diese verallgemeinerten Koordinaten bezeichnen wir mit den Buchstaben

q1,92,..-,9s. (518)

Die kartesischen Koordinaten lassen sich dann unter Bertiicksichtigung der Zwangsbedin-
gung aus den verallgemeinerten Koordinaten rekonstruieren

Xai = xai(qu QZ; ceey Qs) = xai(qj)

mita=1,...,mundi=1,23(j=1,...,9). (5.19)

Beim mathematischen Pendel finden wir z. B. mit

qg=0:
x=1sinf =lsing (5.20)
y=-IlcosO =-Icosq.

Im Allgemeinen hidngen dann die kartesischen Geschwindigkeiten sowohl von den verallge-
meinerten Geschwindigkeiten als auch Koordinaten ab

Xai(qj,q;), (5.21)
2.B. % °2” I cos g - ¢ beim mathematischen Pendel. Moéglich sind in (5.19) & (5.21) auch ex-
plizite Abhdngigkeiten von der Zeit

Xai(gj, 1) und  Xx4(qj,q;, 1) (5.22)

falls z. B. die g;’s z. T. ,mitbewegte“ Koordinaten sind.

Der Raum aller moglichen Zustdnde eines Systems zu einer gegeben Zeit wird durch die s
Variablen g; aufgespannt. Diesen Raum nennen wir Konfigurationsraum. Die Bewegung ei-
nes solchen Systems wird dann durch eine Kurve im Konfigurationsraum ¢ (#) beschrieben,
die man i. A. mit ,Pfad“ bezeichnet. Dieser Pfad sollte nicht mit der Bahnkurve x,;(#) im
Ortsraum verwechselt werden. Durch jeden Punkt ¢;(#) im Konfigurationsraum kénnen i. A.
mehrere mogliche Pfade existieren. z. B. kann ein System an einem Punkt g; mit jeweils ver-
schiedenen (verallgemeinerten) Anfangsgeschwindigkeiten starten.
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5.3 Euler-Lagrange-Gleichungen fiir generalisierte Koordinaten Mechanik

5.3 Euler-Lagrange-Gleichungen fiir generalisierte Koordinaten

Das niitzliche an der Verwendung generalisierter (verallgemeinerter) Koordinaten ist, dass
die Zwangsbedingung per construktionem automatisch berticksichtigt werden. Daher lédsst
sich das HAMILTON’sche Prinzip, das auf Seite 37 noch explizit auf mégliche Zwangsbedin-
gungen Bezug nimmt, im Konfigurationsraum leichter formulieren:

Unter allen moglichen Pfaden entlang derer sich ein System innerhalb eines vor-
gegeben Zeitintervalls zwischen zwei Punkten im Konfigurationsraum bewegen
kann, wird derjenige Pfad ausgewéhlt, der die Wirkung minimiert.

Wenn wir die LAGRANGE-Funktion durch die verallgemeinerten Koordinaten ausdriicken

L=T(qj,qj;t)-Ul(qj; 1) =L(qj,qj; 1) (5.23)
lautet das Wirkungsprinzip
1)
0:6525/ L(qj,q'j;t)dt:O. (5.24)
151

Nach den Regeln der Variationsrechnung fiihrt dies auf die EULER-LAGRANGE-Gleichung

%0, j=12,..,8 (5.25)

fiir Pfade im Konfigurationsraum.

In der Literatur werden diese Gleichungen oft als ,LAGRANGE - Gleichungen zweiter Art“
genannt (die 1. Art folgt weiter unten). Wichtig ist die Giiltigkeitsbedingungen fiir (5.25) fest-
zuhalten:

1. Die zur Dynamik der g;-Variablen beitragenden Kréfte miissen aus einem Potential
ableitbar sein (dies muss nicht fiir die Krifte gelten, die zu den Zwangsbedingungen
fithren).

2. Die Zwangsbedingungen miissen Beziehungen zwischen den Koordinaten herstellen
und konnen von der Zeit abhdngen. Mit anderen Worten, die Zwangsbedingungen
miussen vom Typ

8k =8x(Xei, 1) =0, k=1,2,....m (5.26)

sein.
Falls die Zwangsbedingungen vom Typ (5.26) sind, heillen sie holonom.
Falls die Zwangsbedingungen nicht explizit von der Zeit abhdngen, heilen sie skleronom.
8k = 8k (Xai) = 0. (5.27)
Zeitabhingige Zwangsbedingungen nennt man rheonom.

Die bisher getroffenen Einschrankung auf konservative Krifte erfiillen beide Bedingungen.
Fiir die Anwendung des HAMILTON’schen Prinzips ist diese Einschrankung aber nicht not-
wendigerweise erforderlich. Erweiterungen auf nicht konservative Krifte ebenso, wie auf be-
stimmte nicht- holonome Zwangsbedingungen sind moglich.
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5.3 Euler-Lagrange-Gleichungen fiir generalisierte Koordinaten Mechanik

5.3.1 Mathematisches Pendel an einer Scheibe

Als Beispiel fiir rheonom-holonome Zwangsbedingungen betrachten wir ein mathemati-
sches Pendel, dass an einer rotierenden Scheibe aufgehingt ist:

Die Scheibe rotiert mit Kreisfrequenz w. Die Position des Massenpunktes m in der xy-Ebene
hat die Koordinaten

X=acoswt+ bsinf (5.27a)

y=asinwt—bcos0.
Daraus ergeben sich die Geschwindigkeit

%= —awsinwt + b cosO (5.27b)

y=awcoswt+ b6 sing,
sowie die Beschleunigungen

i=—aw’coswt+ b(Bcosd —0?sinh) (5.27¢)

j=—aw*sinwt + b(@sinh + 62 cosh).
Die kinetische Energie ist offensichtlich
T= %m(;’cz +7%) (5.27d)
und die potentielle Energie mit Normierung U(y = 0) = 0 ist
U=mgy. (5.27e)
Die Zwangsbedingung, die x und y (0-unabhéngig) verkniipft, ist
g(x,y;t) = (x—acoswt)? + (y — asinwt)? - b* = 0. (5.271)

Wir kénnten nun (5.27f) benutzen, um x oder y nach der jeweils anderen Koordinate aufzu-
losen. Aus der obigen Uberlegung geht allerdings hervor, dass die Variable 6 als generalisierte
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5.3 Euler-Lagrange-Gleichungen fiir generalisierte Koordinaten Mechanik

Koordinate unmittelbar geeignet ist, um x(¢) und y(¢) iiber (5.27a) direkt zu rekonstruieren.
Die LAGRANGE-Funktion lautet in dieser Variablen

L= %(azw2 + b%6? + 2bOawsin(0 — wt)) — mg(asinwt— bcosh) (5.27g)

Die LAGRANGE-Gleichung 2.Art benétigt

d oL

dt£ = mb*6 + mbaw@ — w) cos(@ — wt) (5.27h)
oL ) .
30 =mbbOawcos(@ —wt)—mgbsind (5.271)

und fiihrt auf die Bewegungsgleichung
. w’a g . .
0= Tcos(@—wt)—zsmﬁ. (5.27j)

Fiir o — 0 entspricht der in (5.15) gefundenen Bewegungsgleichung des mathematischen
Pendels. Die Diskussion der Losung wollen wir hier nicht weiter verfolgen.

5.3.2 Hangabwarts rollender Zylinder

Wir betrachten einen schlupffrei rollenden Zylinder im homogenen Gravitationsfeld auf ei-
ner schiefen Ebene.

Die kinetische Energie des Zylinders setzt sich zusammen aus der kinetischen Energie seiner
Schwerpunktsbewegung!

1 .2
Ts =My (5.28)

und seiner Rotationsbewegung
1 .
Tg= 5192, (5.29)

wobei M die Masse des Zylinders, und I = %M R? sein Trigheitsmoment! ist:

1 1.
T= 5My2 + z16)2. (5.30)

IDie Begriffe ,Schwerpunkt“ und , Trigheitsmoment“ werden spéter prizisiert.
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5.3 Euler-Lagrange-Gleichungen fiir generalisierte Koordinaten Mechanik

Die Potentielle Energie ist
U=Mg(l-y)sina, (5.31)

wobei wir die Lange [ so gewdhlt haben, dass U =0fiir [ = y.

Wir erhalten die LAGRANGE-Funktion
L= %My2+ %IQZ—Mg(l—y) sina. (5.32)
Die Eigenschaft des schlupffreien Rades fiihrt auf eine Zwangsbedingung vergleiche mit (4.49)
g(y,0)=y—-RO=0. (5.33)

Wir kénnen nun (5.33) benutzen, um y = y(0) als verallgemeinerte Koordinate aufzufassen.
Insbesondere gilt

5 _ Y
0==. 5.34
R (5.34)
Damit erhalten wir die Lagrange-Funktion
L—IM'2+1Md}2ﬂ2 Mg(l-y)sina
=Myt 7 glu—y
3
= ZMyZ —~Mg(l-y)sina. (5.35)
Die EULER-LAGRANGE-Gleichung fiihrt uns auf
0 0L doaL Mesi 3M"
=———_—= sina — -
oy dray & PR
. 2gsina
= |j=="0—| (5.36)

Es ist instruktiv, dieses Resultat mit dem Fall zu vergleichen, dass der Zylinder reibungsfrei
die schiefe Ebene herabrutscht. In diesem Fall hitten wir

y=gsina (5.37)

gefunden. D. h. die Zwangsbedingungen des schlupffreien Rades reduziert die Beschleuni-
gung nur um einen Faktor %
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5.4 Lagrange-Gleichungen 1. Art Mechanik

5.4 Lagrange-Gleichungen 1. Art

Wir haben bereits im Abschnitt 4.2 die Methode der LAGRANGE-Multiplikatoren kennenge-
lernt, um Variationsrechnung mit Zwangsbedingungen behandeln zu kénnen.

Gegeben sei eine Zwangsbedingung der Form (holonom)
gj(qi, 1) =0, j=1....m, i=1,...,n (5.38)

und ein dynamisches System mit LAGRANGE-Funktion L(g;, g;; t) (NB: Wir verwenden hier
die Schreibweise der generalisierten Koordinaten ¢g;, um anzudeuten, dass es sich nicht not-
wendigerweise um Ortskoordinaten handeln muss! Dennoch lassen wir zu, dass die g; noch
tiber die Zwangsbedingung (5.38) z.T. noch miteinander verkniipft sein konnen, so dass
nicht alle ¢; unabhéngig sein miissen).

Nach (4.2) erhalten wir als Bedingung fiir ein Extremum der Wirkung die ,, LAGRANGE-Gleichung
1. Art“

Z Ly umE o, (5.39)

(5.38) und (5.39) ergeben zusammen mit n Bestimmungsgleichungen fiir m + n unbe-
A1) qi()
kannte Funktionen.

Offensichtlich ist in der Praxis die Verwendung der LAGRANGE-Gleichungen 2. Art, bei der de
Zwangsbedingungen aufgeldst werden und das Problem unmittelbar durch generalisierte
Koordinaten ausgedriickt wird, einfacher, da weniger Differenzialgleichungen zu l6sen sind.
Der Vorteil der LAGRANGE-Gleichungen 1. Art ist, dass sie eine Bestimmung der LAGRANGE-
Multiplikatoren zulésst, die die Bedeutung von Zwangskrdiften haben.

5.4.1 Hangabwirts rollender Zylinder (Version 2)

Wir betrachten erneut die Lagrange-Funktion (5.32)

1 1.
L= 5My2 + E162 —~Mg(l-y)sina (5.40)

mit der Zwangsbedingung
g(y,0)=y—RO=0. (5.41)
Aus den Lagrange-Gleichungen 1-Art,
oL doL .o
298 _

— 4 =0
oy dtoy  0dy
AL daL+ ag_o 5.42)
00 dtof 06 ‘
folgt (I = $MR?)
Mgsina—-Mj+A=0 (5.43a)
1 ..
—EMRZG —~AR=0. (5.43b)
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5.5 Aquivalenz von Lagrange- und Newton-Gleichungen Mechanik

Zusammen mit der Zwangsbedingung (5.41) ergibt sich ein auflosbares Gleichungssystem
B 5 y
y=RO = H_E' (5.44)

Aus (5.43b) folgt damit
1
A= —EMj}. (5.45)

Einsetzen in (5.43a) folgt auf das Resultat (5.36)

2
y= ggsin a. (5.46)

Damit ergibt sich der Lagrange-Multiplikator zu

1
A= —gMgsina. (5.47)

Im Vergleich zum reibungsfreien Rutschen j 537 gsina entspricht (5.47) der Kraft, die dem

Zylinder bei der Abwirtsbedingung entgegenwirkt, um auf die reduzierte Beschleunigung (5.46)
zu fiihren.

Den Zwangsbedingungen entsprechen somit Zwangskriften, die mit Hilfe der LAGRANGE-
Multiplikatoren berechenbar sind.

5.5 Aquivalenz von Lagrange- und Newton-Gleichungen

Bislang haben wir anhand von Beispielen verdeutlicht, dass die NEWTON’schen Axiome und
das HAMILTON sche Prinzip die gleiche Dynamik beschreiben. Die Aquivalenz ldsst sich auch
direkt nachweisen. Wir beschrianken uns im Folgenden auf konservative Kréfte, die die Be-
wegung eines Massenpunkts beeinflussen. Die LAGRANGE-Gleichung fiir Ortskoordinaten
lautet dann

————=—=0 (5.48)

bzw.mit L=T-U
o(T-U) EO(T—U) ~0o

- 5.49
0x; dt 0x; ( )
Da fiir die gesamten Voraussetzungen
T=T(x), U=Ux) (5.50)
gilt, folgt
ou d aT (5.51)
ox; drox;’ ‘
Die linke Seite ist identisch mit der Kraft
ou
——=F (5.52)
ax,-

50



5.5 Aquivalenz von Lagrange- und Newton-Gleichungen Mechanik

wiahrend fiir die rechte Seite folgt

doT d 0 ilmxz (5.53)
d il .15 d( i) g
de{m2" 7Y de Pi

und somit
Fi=pil (5.54)

Falls wir also rechtwinklige (kartesische) Koordinaten wihlen, ist die LAGRANGE-Gleichung
fiir eine Komponente x; identisch mit der NEwWTON-Gleichung fiir eine entsprechende Kraft-
komponente F;.

Wir wollen im Folgenden den umgekehrten Weg beschreiben und von der NEWTON-Gleichung
im x;-Koordinaten zur LAGRANGE- Gleichung in generalisierten Koordinaten iibergehen. Wir
beginnen mit dem allgemeinen Zusammenhang

xi = xi(q;,t) (5.55)
aus dem fiir die Geschwindigkeit
xi:%‘,g_;;q'j*‘(;—x; (5.56)
folgt, und damit
ﬂ = % (5.57)
0qj 0q;

Wir definieren nun den verallgemeinerten (bzw. kanonischen) Impuls, der mit der verallge-
meinerten Koordinate ¢g; verkniipft ist, tiber

pji= 2 konserg Krifte 0_T (5.58)
0g; 0g;
z. B. fiir ein Teilchen in einer Ebene gilt in Polarkoordinaten
T= %(fz +r209), (5.59)
sodass wir die verallgemeinerten Impulse
oT : -
pr= 7 =mr (Radialimpuls) (5.60)

oT .
po=—z=m r*0 (Drehimpuls)

erhalten. Wir definieren nun verallgemeinerte Krafte mit Hilfe der ,, virtuellen“ Arbeit 5W, die

von einer infinitesimalen Variation 6 ,; eines Pfades verrichtet wird,
0x;

oW = ZF,ﬁxi = ZFi—l66]j
i ij 9q;

0x;
6xi:6ia’da

=" ) Qjbq; (5.61)
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Mechanik

mit der verallgemeinerten Kraft

0
Q]_ZFZ xl’

0q;

(5.62)

die mit der Koordinate g; verkniipft ist (wenn z. B. g; ein Winkel ist, ist Q; ein Drehmoment).
Fiir ein konservatives System (im Sinne verallgemeinerten Koordinaten), ist Q; durch ein

Potential ableitbar

Nun betrachten wir

94 5‘7] i qj i 6‘71

oT 0 | . 0X; (5. 0x;
Pj=5" (ZE x?)=2mxia—.”53” mii—.

Fiir die Zeitableitung erhalten wir folglich

. . 0x; .
=) (mi; — + mi;———).
p] l(_ l,aq. ! q)

=i

Der letzte Term bestimmt sich zu (x; = x;(g;, t))

d 0x; _Z( -~ 0% x;
drog; aq,aqqu 3,0t
0x; azxi azxi
= pi=) Fi—+ +) mx; .
Pi ; "3q; % Yk 5 aa ; "3q;01
—_——

Die beiden letzten Terme folgen ebenso aus

Z axl (5. 56) meli(z

aq} i qj i 04
2 ain
Z ’qkaq aq ; "9q;0t

Mit (5.63) und (5.58) ergibt sich (L =T — U),

doL__ou T oL d oL
dtaq'j dqj aqj aqj dt@(]j

was die Aquivalenz beweist.

(5.63)

(5.64)

(5.65)

(5.66)

(5.67)

(5.68)

(5.69)

(5.70)
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5.6 Erhaltungssiatze im Lagrange-Formalismus

Die Erhaltungssitze der NEwTON’schen Mechanik spiegeln sich ebenfalls in den Strukturen
des LAGRANGE-Formalismus wider.

5.6.1 Energieerhaltung

In unseren Uberlegungen zum 1. NEWTON’schen Gesetz haben wir iiber die Eigenschaft
nachgedacht, dass die Zeit homogen im Inertialsystem ist. D.h. geschlossene Systeme sind
invariant unter Zeittranslation ¢ — t + t,, t, = const.

Im LAGRANGE-Formalismus ldsst sich diese Homogenitit in der Zeit formalisieren durch

oL

— =0, 5.71
37 (5.71)

d. h. ein geschlossenes (mit keiner ,,Aullenwelt“ wechselwirken) dynamisches System kann
nicht explizit von der Zeit abhdngen. Andersherum, kann man (5.71) als Definition von ge-
schlossener Systemen betrachten (z. B. das math. Pendel an der rotierenden Scheibe ist nicht
geschlossen, da es (5.71) nicht erfiillt; physikalisch gesprochen muss ja die Scheibe irgendwo
aufgehéngt sein.)

Mit L = L(q, q) folgt aus (5.71)
dL oL oL

p— ; 5.72
dr Zaq,qf Zéq aj- (6.72)
Einsetzen von qu = %a_qu auf der rechten Seite liefert
d d oL oL
— = 5.73
Zq,dtaq]+zaq]q, (5.73)
d 0L
=— Zq.__) (5.74)
dt( =1 0q,
woraus folgt
d oL
sl L_Zq.__):o, (5.75)
dt( — 1 0q;

Damit haben wir eine zeitliche Erhaltungsgrée, die wir mit — H bezeichnen, gefunden:

=) (gj=——— L=const. (5.76)
Z J a qj
Mit der Definition des kanonischen Impulse im (5.68), p; = —, ergibt sich ebenfalls
H=) gjpj—L| (5.77)
J

53



5.6 Erhaltungssitze im Lagrange-Formalismus Mechanik

Die GroRe H eines Systems, die sich allgemein (5.75) & (5.77) definieren ldsst, heit HAMIL-
TON-Funktion. Fiir geschlossene Systeme ist sie mit (5.71) eine zeitliche ErhaltungsgrofSe.

Um ihre physikalische Bedeutung ndher zu beleuchten, spezialisieren wir uns auf Systeme,
die folgende Bedingungen erfiillen:

1. Wir betrachten Systeme, deren generalisierte Koordinaten q; so gewéhlt werden kon-
nen, dass die Transformation auf rechtwinklige Koordinaten nicht von der Zeit ab-
hingt

xi = xi(q;)
und deren kinetischer Energie geschrieben werdenkannals T =3_; ; a;jq;q; in diesen
Koordinaten (mit Konstanten a;j, z.B. a;j = %mﬁ ij). Fiir den Fall gilt
> ng =2) qjaixqidjx
j aji  ijk

=2) gjajkqx =2T. (5.78)
ij

2. Die Potentielle Energie des Systems hdngt nicht von den Geschwindigkeit ab

ou
—=0. (5.79)
04
Unter diesen Bedingungen folgt aus (5.76)
oL oT oU
H=) qj=—-L=) q4j\77-—5-|-(T-U)
; 794, ; ](6671 aq,-)
2)
oT
=Y gL —T+U
04
[
L
=T+ U = E =const. (5.80)

Unter den gesamten Bedingungen entspricht die HAMILTON-Funktion der gesamten Ener-
gie des Systems, und die zeitliche Erhaltung von H entspricht den Energieerhaltungssatz.
Die Frage, ob ,,H = E = const.” ist, hat (zwar oft aber) im Allgemeinen keine einfache Ant-
wort. So kann z. B. die Gesamtenergie eines Systems erhalten sein, aber durch die Wahl von
mitbewegten Koordinaten g; x;(q;, t) die Aquivalenz von H und E dennoch nicht gegeben
sein.

5.6.2 Zyklische Koordinaten

Ist fiir ein gegebenes dynamisches System L(q;, g;; t) die LAGRANGE-Funktion unabhéingig
von einer bestimmten verallgemeinerten Koordinate gx (k = const.), so folgt unmittelbar
aus der zugehorigen EULER-LAGRANGE-Gleichungen

d oL B oL Lunabllvonqko

_—= 5.81
di0ax ~ a4 81
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5.6 Erhaltungssitze im Lagrange-Formalismus Mechanik

D.h. der zu g gehorige kanonische Impulse pjy = a% ist eine Erhaltungsgrolle
d =0 (5.82)
dr Pk = V. .
Die korrespondierende Koordinate g heil3t zyklische Koordinate.
Ist z. B. gy gleich einer der rechtwinkligen Ortsraum Koordinaten x;, dann bedeutet
oL
— =0, (5.83)
axk

dass sich die LAGRANGE-Funktion entlang der xj-Richtung nicht dndert. Im Falle rein Ge-
schwindigkeitsabhédngiger kinetischer Energien T = T'(X;) entspricht (5.83):
ou

aU—O:F = 0 (5.84)
0x, KT Tox ’

d. h. die Kraft verschwindet in x;-Richtung. Fiir den Fall eines Massepunktes
T=Y Lmi 8
= ; 5 (5.85)

entspricht der kanonische Impuls mit

oL A(T()—U(x))
0xp - 0xy

Pk = = mxy, (5.86)

sodass
d (82

dr Pk
genau der Impulserhaltung der NEwTON’schen Dynamik entspricht.

(5.87)

Die hier gemachte Beobachtung geht aber weit {iber die (in der NEWTON’schen Formulie-
rung nahezu triviale) Impulserhaltung hinaus: hat ein dynamisches System eine zyklische
Koordinate gy, d. h.
0L(qi, qis 1) _
0qp
dann ist das System offensichtlich invariant unter Verschiebungen in qi-Richtung,

0, (5.88)

L(qy,...,qx +5qk,..., qgi;t) =L(q1,...,Gk>---,qi; b) (5.89)
(da L offensichtlich nicht von (5.88) abhdngt).

Aus dieser Invarianz folgt aus den LAGRANGE-Gleichungen eine Erhaltungsgrofse, ndmlich
der kanonische Impuls

d d oL
=0

Pk =

— = 5.90
de"F T drogy (5:90)

Der Zusammenhang zwischen Invarianz der Wirkung bzw. der LAGRANGE-Funktion, zykli-
sche Koordinaten und ErhaltungsgréBen ist offensichtlich unabhingig von der Natur der
zyklischen Koordinate.
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Betrachten wir dazu Beispiel einer Winkelkoordinate: Ein Beispiel in einem Zentralkraftpo-
tential hat die Lagrange-Funktion

1
L= Emr’z—U(|r|), (5.91)

wobei die potentielle Energie nur vom Abstand |r| vom Zentrum abhéngt. In Zylinderkoordi-
naten (r,6, z) ist der Abstand |r| = V'r? + z2 unabhingig von 6. In Zylinderkoordinaten lautet
die Geschwindigkeit (siehe Ubungen)

i =Fér+réy+ 26, (5.92)
sodass die kinetische Energie
1 1 .
T= zmr‘2 = Em(r'2 +720% + 2% (5.93)

zwar von r, nicht aber von 0 abhéngt.

Die LAGRANGE-Funktion ist somit unabhéngig von der zyklischen Koordinate 6, % =0.Aus (5.90)
folgt, dass
0L 0T _

=— =" =mr%0 (5.94)
00 90

Po

eine ErhaltungsgroRe ist, % po =0.

Mit
rxF=(Fé +26,) x (ié, +r0éy + 26,)
=1208, x 6y + 126, x é,+ 2ié, x &, + zr0é, x &y
= 1206, + (zF —r2)éy — 2106, (5.95)
folgt, dass
. - (5.94)
Ly=(rxp),=mrxi),=mr’0 = Py. (5.96)

Die entsprechende ErhaltungsgréRe ist also die z-Komponente des Drehimpulses. Diese
Schlussfolgerung hat auch Bestand fiir Potentiale, die von r und z abhingen U(r, z). Fiir
Zentralkraftpotentiale ist die Wahl der z-Achse tatsédchlich vollig beliebig, so dass mit (5.96)
folgt, dass L- €, = const. fiir jedes beliebige €, eine Erhaltungsgrofe ist, und somit

L = const. (5.97)

eine ErhaltungsgroRe ist.
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5.7 Das Noether Theorem

Die vorherigen Uberlegungen und Beispiele zeigen einen Zusammenhang zwischen Sym-
metrien und Erhaltungsgroen. Einen allgemeinen solchen Zusammenhang stellt das Noether-
Theorem her.

Wir sprechen von einer Symmetrie oder Invarianz, wenn eine Transformation der (genera-
lisierten) Koordinaten und/oder Zeit die Bewegungsgleichungen invariant lassen. Folglich
sind auch die Losungen der Bewegungsgleichungen und damit die physikalischen Observa-
blen invariant.

Im Folgenden betrachten wir infinitesimale Transformationen der Koordinaten

gi —4q:=qi+agi(t,q,q)
und/oder der Zeit (5.98)
r—t' =t+aitq,q)

wobei a ein kontinuierlicher infinitesimaler Parameter ist. Nach dem HAMILTON’schen Prin-
zip bleiben die Bewegungsgleichungen invariant, wenn die Wirkung invariant bleibt. Tat-
sdchlich geniigt schon eine schwéchere Forderung:

lediglich die Extremalpunkte der Wirkung miissen invariant bleiben. Letzteres ist insbeson-
dere erfiillt, wenn die Wirkung sich unter (5.98) um eine Konstante dndert:

S— S =S+ a-const. (5.99)

Auf dem Niveau der LAGRANGE-Funktion entspricht dies einer Anderung um eine totale Ab-
leitung

n f f df
S’:/ L(q',q’; t’)dt’:/ L(q, g; t)dt+a/ ——dtr=S+a-const. (5.100)
t to to dt

0

mit einer Funktion f, die von der Zeit und den Koordinaten g abhdngen darf. Da bei der
Ableitung der EULER-LAGRANGE-Gleichung die Randpunkte g (#y) und ¢(#;) nicht mit variiert
werden, tragt f(q, t) nicht zu den Bewegungsgleichungen bei. Mit der Variablensubstitution
t' — tldsst sich die linke Seite von (5.100) auch schreiben als

/

t{ [ !/ h Ay /dt
L(q,q;t)dt = L(q,q;t)adl’. (5101)
f

To

Da die Wahl der Zeitpunkte 7, und #; fiir die Ableitung der Bewegungsgleichung beliebig
sind, folgt aus (5.100) mit (5.101) fiir die Integranden:

aﬂ—L( ! "'t')d—t,—L( 7; 1) (5.102)
ar DIy DL '

Nun entwickeln wir die transformierte LAGRANGE-Funktion um a = 0:

L(q’ "'t')d—t,—L( 50+ a- | L "-t’)d—t,] +0(a%) (5.103)
R A 78 AR TY TN ' '
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Die Invarianzbedingung (5.100) an die Wirkung lautet somit

.100) d , ., . dt

L ="—|Lg,qg;t)— , 5.104
(5.102) da .4 )dt =0 ( )
(5.103)

mit f beliebig. Praktisch bedeutet dies, dass man fiir ein gegebenes System, d. h. gegebenes
L, eine Transformation (5.98) ausfiihrt und damit eine rechte Seite von (5.104) erhilt. Kann
man diese Seite als totale Ableitung % schreiben, dann ist die gewidhlte Transformation eine
Symmetrie des Systems.

Im Folgenden wollen wir zeigen, dass im Fall einer solche Symmetrie eine Erhaltungsgréle
existiert. Wir benotigen dazu, vgl. (5.98)

g .oodt .
q;=4di+aqi Ezt =1l+at, (5.105)
woraus folgt
dt/ dt/ l T l+vai
= qi +a6'i"i—a07i?+@’(a2). (5.106)

Zur Berechnung von (5.104), rechte Seite, benétigen wir nur die Terme bis zur ersten Ord-
nungin a, d. h.

dq; .
af owny | oL g o [a)|  orar) ai
dt 5 |0q; dal,—y 04; da 0t da|,—o  daly—
~ a=0 v .
={qi \W_N'J =t =r
=qi—4qit
oL oL . oL . OL.
- ity Rty L-Y —g;|t+—TF, 5.107
;(aqiq,+aqiq1)+( Xi:aqiql) *3; (5.107)
wobei hier L = L(q;, G;; t).
Mit der EULER-LAGRANGE-Gleichun 0_L = i oL
894: ~ d1aq;
d JL oL oL . OL_
—dq;|t+—*. 5.108
Z((dtaql) qq’) ( Zi:aciiql) o1 109
Mit
dL oL oL . oL d oL oL . oL
a2 5 +a_qiq’)+5_;((dt0q,)q aq,"’)W
—~—
—d oL
dr aq;
d oL 0L
_ 9y (o), %t 5.109
dt;( qq’)+ar (5109

58



5.7 Das Noether Theorem Mechanik

und somit
oL _d L=y . oL (5.110)
or dr|" 4T, '

folgt aus (5.108)
Z -y 2L (5.111)
dt =5 " '
Damit erhalten wir die wichtige Aussage, dass zu jeder Symmetrie der Wirkung, d. h. (5.99)
oder (5.100) oder (5.104), unter der Transformation (5.98) die GrofRe

oL
J(q,qi;0) = Zaq (L Z—ql) (5.112)

zeitlich erhalten ist, wenn ¢;(t) die Bewegungsgleichung erfiillt. Zu jeder kontinuierlichen
Transformation (5.98) die einer Symmetrie entspricht, gehort somit eine ErhaltungsgroRe.
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6 Das klassische Zwei-Korper-Problem

Wir betrachten im Folgenden die Bewegung zweier Korper, die aufeinander Kréfte entlang
ihrer Verbindungslinie ausiiben (Zentralkrifte). Dieses System ist offensichtlich fiir die Him-
melsmechanik von groler Bedeutung. Entspricht die genannte Kraft der Gravitationskraft,
spricht man von , KEPLER-Problem*.

Wie wir sehen werden, ist das Problem exakt 16sbar (was fiir das 3-, 4-, etc. Kérperproblem
nicht mehr gilt).

6.1 Relativkoordinaten

Aufgrund der Zentralkraftnatur kann die potentielle Energie des Systems nur vom Abstand
der Korper abhidngen.

U=U(r]) mit r=ry—r;. (6.1)

Die Lagrange-Funktion lautet somit
1 . 2 1 . 2
L:Emlrl+Em2r2—U(|r2—r1|). (6.2)

Der Schwerpunkt des Systems ist definiert durch

miry+npr, my my .
= =—7ri+—r, mitM=m;+my. (6.3)
m;+mo M M

R

Da (6.1) & (6.3) eine lineare Transformation von (ry, r2) — (r, R) darstellen, konnen wir statt
r; und r, auch die Koordinaten r und R verwenden. Aus (6.1) & (6.3) folgt

r=R-"2, 6.4)
1= M .
my
r=R+—r.
M

In den Koordinaten R und r lautet die Lagrange-Funktion

1, 1
L= MR+ Zpi® ~U(rl) (6.5)
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mit der reduzierten Masse
mymy miny
U= = . (6.6)
M my +my

Der Schwerpunkt R ist offensichtlich eine zyklische Koordinate g—lfi =0, so dass der zugeho-
rige Schwerpunktsimpuls
P = MR = const. (6.7)

eine Erhaltungsgrolle ist. Dies ist offensichtlich gleichbedeutend damit, dass sich der Schwer-
punkt des Systems kriftefrei bewegt. Damit ist das Koordinatensystem, in dem der Schwer-
punkt ruht, ebenfalls eine Inertialsystem, in welchem wir im Folgenden die Dynamik des
2-Korper-Problems beschreiben.

Wir wéhlen den Ursprung derart, dass R = 0. Das verbleibende Problem ist nun rein in der
Relativkoordinate r formuliert.

1
L:E,ufz—U(r), r=rl. (6.8)

Sobald wir r(¢) kennen, ldsst sich r; und r, mittels (6.4) bestimmen. (6.8) macht deutlich,
dass wir das 2-Korperproblem effektiv auf ein 4quivalentes Ein-Teilchen-Problem abgebildet
haben, bei dem sich ein effektives Teilchen mit reduzierter Masse p im Zentralkraftpotential
U(r) befindet.

6.2 Erhaltungssatze

Das Zwei-Korper-Problem dient auch als gutes Beispiel dafiir, wie Symmetrien und Erhal-
tungssitze die Losung von Bewegungsgleichungen vereinfachen kénnen. Da U = U(|r|) gilt,
besitzt das Problem sphérische Symmetrie. Wie in (5.91) und folgend gezeigt, impliziert dies
die Erhaltung des Drehimpulses

L=r x p=const. (6.9)

Um (6.9) zu allen Zeiten ¢ zu erfiillen, miissen r und p zu allen Zeiten in einer Ebene liegen,
deren Normale in L-Richtung zeigt. Die Bahnkurve r(¢) liegt damit ebenfalls in dieser zeitlich
unveridnderlichen Ebene, so dass r(#) durch 2-dimensionale Polarkoordinaten aufgespannt
werden kann

r=ré,, r=ré +r0é (6.10)

— L= %/J(fz +720%) - U(r). (6.11)

Offensichtlich ist 0 eine zyklische Koordinate, deren zugehorige Erhaltungsgroffe dem Dre-

himpuls entspricht,

_ 0L 599
06

(NB.: da r in der ,polaren” (x, y) Ebene gewdhlt wurde, hat L in diesen Koordinaten nur eine

L;-Komponente.)

Aus Konventionsgriinden wir diese Konstante ,/“ genannt:

Po yrzé = L, = const. (6.12)

l:= ur?6 = const. (6.13)
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Im Zwei-Korper-Problem hat die Drehimpulserhaltung eine einfache anschaulich geometri-
sche Interpretation: die Fldche, die der Vektor r(¢) in einem Zeitintervall d {iberstreicht, ist
gegeben durch:

1
dA:Er-rdQ. (6.14)
Daraus folgt fiir die ,Flachengeschwindigkeit“
dA 1 ,. I
— =—-r%0 = — =const. (6.15)
der 2 2u

Der Vektor der Bahnkurve tiberstreicht also in gleichen Zeiten gleiche Flachen unabhén-
gig vom momentanen Abstand r(#). Dies ist das berithmte 2. KEPLER sche Gesetz, das KEP-
LER empirisch aus den Beobachtungen von TYCHO BRAHE herausgelesen hat (KEPLER 1609).
Dieses Gesetz ist nicht auf gravitativ wechselwirkende Korper beschriankt, sondern gilt fiir
allgemeine Zentralkrifte.

Als nédchstes betrachten wir die Gesamtenergie. Da das System wegen

oL
9L @e1n

1
ot (6.16)

abgeschlossen ist, ist die Gesamtenergie erhalten (die Voraussetzungen fiir H = E = const.
sind erfullt):

T + U = E = const. (6.17)
mit
1 .
E= 5y(r‘2 +1r20%) +U(r) (6.18)
. £ +U(r) (6.19)
—oH Ty ur? ' '

Wegen der Drehimpulserhaltungldsst sich die Energie in der Form eines effektiven 1-dimensionalen

2
Problems schreiben. Der Beitrag des Drehimpulses ~ % hat dabei die Form eines zuséitzli-
chen Potentialterms.

6.3 Bewegungsgleichungen

Sobald eine Potentielle Energie U(r) gewdhlt ist, kann aus dem Energieerhaltungssatz die
gesamte Losung des Problems bestimmen werden. Dazu 16sen wir (6.19) auf nach

S P 620
P=g =% p r e .

Separation der Variablen fithrt auf

t r(t) dr
de=+ (6.21)
o r 2

(o) 2(E U l
p TIE
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woraus sich nach Integration durch Bildung der Umkehrfunktion r(¢) bestimmen ldsst. Fiir
die (astronomische) Beobachtung ist aber der Abstand als Funktion des Polarwinkels r(6)
die interessante GréRe. Wegen

=304y, 4o L
dt dr i Urr

dr (6.22)

folgt aus (6.21):
1/r?dr

0(r)= / . (6.23)
jaue-vos,

2UWE-U(r)— 2/,tr2)

Anders als in (6.20) miissen wir in (6.23) Fallunterscheidung in dem Vorzeichen durchfiihren,
da wegen [ = ur? = const. > 0 6(¢) nur monoton in der Zeit zunehmen kann. Fiir Potenti-
elle Energien der Form U(r) ~ r” kann das Integral (6.23) z. T. durch spezielle Funktion dar-
gestellt werden (fiir bestimmte Werte von n konnen sich z. B. elliptische Integrale ergeben).
Lediglich fiir n = 2, -1, —3 lasst sich die Losung durch elementare Funktionen darstellen. Da-
bei ist n = 2 der harmonische Oszillator (bzw. dquivalent dazu) und n = —1 entspricht dem
Gravitationspotential, also dem KEPLER-Problem.

Bevor wir uns konkrete Losungen der Bewegungsgleichungen erarbeiten, wollen wir einen
qualitativen Blick auf das System werfen. Eine entscheidende Rolle fiir die verschiedenen
Losungstypen spielt der Ausdruck

2
E-U(r)-

22 (6.24)

2
Den Drehimpuls 2;117 betrachten wir als effektiven Beitrag zum Potential; wir definieren ein

effektives Potential durch

2

VN =Ur)+U:(r) mit U.(r) = (6.25)

2ur?

dem ,Zentrifugalpotential“. Diesem effektiven Potential kénnen wir eine effektive radiale

Kraft zuordnen 5
OUC l l=,ur29 ‘5
F.=- =— = 0 6.26
¢ or urd Hr (6.26)

die ,Zentrifugalkraft* (vgl. F, = mrw?).

Dabei handelt es sich um keine eigentliche Kraft im NEwWTON’schen Sinne, sondern um eine
HilfsgroRe, die sich in der radialen Bewegungsgleichung wie eine radiale Kraft dullert. Fiir
I > 0lassen sich nun anhand von (6.24) die moglichen Losungstypen klassifizieren: E— V (r).
Wir spezialisieren uns auf die gravitative Zentralkraft mit

k
U(r) = —— mit k=Gmim,. (6.27)
r
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6.3 Bewegungsgleichungen Mechanik

ey L Ue(r)

,."""if(r)

Die radiale Geschwindigkeit hatten wir in (6.20) bestimmt

= i\/g\/ E-V(r). (6.28)

Die kleinste sinnvolle Gesamtenergie des Systems ist gemal(3 Skizze gegeben durch Ey = V (ry),
wobei ry das Minimum des effektiven Potentials beschreibt

l2
Vi) =——+—
(r) r " 2ur
= 0 V(r=rpy k _12 k(r l)
dr raoourd oy ku
2
= ro=-— (historisch: ry =: a). (6.29)
ku

Fiir diese minimale Energie E = Ey, 16st
2
r(t)=ro=const. = 7 ==%4/—+ Ey— V(ry)
=

die Bewegungsgleichung. Die Bahnkurve hat konstanten Radius, d. h. ihre Zeitentwicklung
liegt auf einer Kreisbahn.

(NB: Energien mit E < Ej entsprechen imagindren Geschwindigkeiten und beschreiben da-
her keine physikalisch sinnvolle Losungen.)

Falls die Gesamtenergie E = E, = 0 ist, ist die Bewegung ungebunden. Das ,Teilchen“ kann
sich auf das Kraftzentrum zu bewegen (,,-“ Vorzeichen in (6.28)), bis fiir einen Punkt r, gilt:
E; — V(rp) = 0. Hier verschwindet die Geschwindigkeit an diesem Umkehrpunkt r, und das
Teilchen lduft mit positiver Geschwindigkeit (,+“) nach r — oo. Fiir den asymptotischen Fall
E = 0 gilt die Geschwindigkeit fiir r — 0 gegen Null.

Fiir negative Energien Ej < E; < 0ist die Bewegung gebunden, ri, < 1 < rmax, und die Bahn-
kurve bewegt sich zwischen dem Umkehrpunkt 7,,;,/max an denen die radiale Geschwindig-
keit jeweils verschwindet r'| Frin e = 0 Di€ Umkehrpunkte heillen in der Astronomie Apsi-
den. ’

ma.
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6.4 Das Kepler-Problem

!
Fiir das Gravitationspotential U(r) = _ lasst sich der Ausdruck (6.23)
r

e (6.30)

9(r):/
z E-U(r) - F
7 d 2ur?

elementar integrieren (vgl. Ubungen). Die Lésung lésst sich in folgender Form darstellen
Ly

pk’

1+2EF,
2uk?

wobei die Integrationskonstante iiblichen Zusammenhédngen angepasst wurde (siehe un-
ten). Der Zusammenhang zwischen (6.31) und (6.30) ldsst sich durch Ableiten von (6.31) di-
rekt verifizieren.

cosf = (6.31)

Wir definieren die Parameter

lZ
a= T =19, vgl. (6.29) ,latus rectum* (6.32)
1
12
e=\/1+—= ,Exzentrizitat“, (6.33)
wk
sodass die Bewegungsgleichung (6.31) die einfache Form erhilt
a
—=1+e€cosh. (6.34)
-

Die Gleichung beschreibt Kegelschnitte, d. h. Schnittkurven zwischen einem Kegel und einer
Ebene.

Neben dem Parameter a, der im Wesentlichen vom Drehimpuls gesteuert wird, wird die
Form der Bahnkurve von der Exzentrizitidt € und damit (fiir festes /) von der Energie gesteu-
ert.

Es ergibt sich:
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6.4 Das Kepler-Problem Mechanik

=0 Kreis
0<e<1 Ellipse

e=1 Parabel

e>1 Hyperbel

Dabei beschreibt € = 1 die ungebundenen (Streu-)Zustdnde, wobei € = 1 genau dem oben
beschriebenen asymptotischen Fall E = 0 entspricht. 0 < € < 1 entspricht den gebundenen
Zustidnden, die im KEPLER-Problem dem Planetenbahnen zugeordnet werden kénnen und
i. A. Ellipsen beschreiben (bzw. Kreis fiir € = 0).

Dabei befindet sich der Ursprung r = 0 in einem Focus.

< a >
}
I; < (AE ->-
? >
et A
Apozentrum a Perizentrum
(Aphel) (Perihel)
<——  Tmax |7/ 'min >
r=0

Nach (6.34) ergibt sich fiir die Apsiden (6 = 0 entspricht ryjn)

r . , r = . .
min 1 € max 1 €

Daraus folgt fiir die grof3e Halbachse

1 1 l-e+1+¢
6l=§(rmin+rmax)=5a e

1-¢2
e _ K (6.36)
S 1-g2 20El :
Entsprechend kann man die Apsiden durch die grol3e Halbachse ausdriicken
'min = A(1 =€), Tmax=a(l+e). (6.37)
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6.4 Das Kepler-Problem Mechanik

Damit folgt, dass der Fokus (in dem das Kraftzentrum liegt) um ae vom Mittelpunkt der El-
lipse verschoben ist. Mit elementarer Trigonometrie folgt fiir die kleine Halbachse aus der
Bewegungsgleichung (6.34)

a l
b= - _ (6.38)
V1-€e2 \/2ulE|
Daraus folgt mit (6.36) der Zusammenhang
b=vaa. (6.39)

Die Tatsache, dass die Bahnkurve eine Ellipse ist mit dem Kraftzentrum (z. B. Sonne) in ei-
nem Fokus, entspricht genau dem Inhalt des 1. KEPLER schen Gesetzes. Vom Blickwinkel der
allgemeinen Bewegungsgleichung (6.30)

l
_/ pdr

B 2 B
muss dies als Besonderheit des U(r) ~ %—Potentials gewertet werden: dazu muss ndmlich
das Integral auf der rechten Seite von rpi, nach ry,¢ genau 7 ergeben, damit z. B. nach ei-

nem Umlauf in der radialen Bewegung rmin — "max — "min genau ein Winkelumlauf von 27
erreicht ist.

0(r)

(6.40)

z.B. erwarten wir daher fiir leichte Abweichungen vom %—Potential, dass das obige Integral
VON I'nyin bis rax nicht genau  ergibt. In diesem Fall schlie8t der Orbit nicht und wir erwar-
ten Verschiebungen des Perihels.

Da in der Tat im Sonnensystem die Anwesenheit weiterer Planeten sowie allgemein Relati-
vistische Effekte zu klaren Abweichungen vom %—Potential fithren, werden solche Perihelver-
schiebungen insbesondere beim Merkur (sonnennéchster Planet mit gro3erer Exzentrizitit)
beobachtet. Tatsdchlich war die Erklarung der bis dahin unvollstdndig verstanden Perihel-
verschiebung des Merkurs eines der ersten Triumphe von Einsteins allgemeiner Relativitéits-
theorie.
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6.5 Beispiel: Eigenschaften der Planetenbahnen im Sonnensystem Mechanik

6.5 Beispiel: Eigenschaften der Planetenbahnen im Sonnensystem

al[A.U] Periode/[Jahre] € Masse (Erde)

Sonne - - - 333480
Erde 1 1 0,0167 1
Merkur 0,3781 0,2408 0,2056 0,0543
Mars 1,5237 1,8809 0,0934 0,1071
Saturn  9,5388 29,458 0,0557 95
Pluto 39,518 248,430 0,2486 0.002
Halley 18 76 0,967 3e—-11

A-U =1,495-10""m, Erdmasse=5,976-10** kg

SchlieBlich wollen wir die Periode 7 der elliptischen Bewegung bestimmen. Diese erhalten
wir aus der Flachengeschwindigkeit (6.15)

l

dA=—d¢ (6.41)
2u
TR 2
:>/dt:—'u/ dA = |r=F4| (6.42)
0 L Jo !
Die Fldche einer Ellipse ist gegeben durch
(6.36)/(6.38) _ Kk l mkl
A=mab = b4 = (6.43)
2|E| \/2ulE]  2\/2ulEP'?
227 = nk\/glEl_g/z , (6.44)
d. h. im KEPLERproblem héngt die Periode nur von der Energie, nicht aber vom Drehimpuls
(6.36)

ab. Da die Energie iiber a =
die Periode auch in der Form

515 direkt mit der grofen Halbachse verkniipft ist, lasst sich

4772
72 = U &

i (6.45)

schreiben.
Dieses Resultat, dass die Quadrate der Perioden proportional zu den Kuben der Halbachsen
sind, nennt man 3. KEPLER sche Gesetz.

KEPLER nahm an, dass fiir alle Planeten die gleiche Proportionalitdtskonstante im Gesetz
auftaucht. Tatsdchlich erfiillt (6.45) die reduzierte Masse p = ;.72 und die Konstanten k =
G(my +my), d.h. es gilt

am? 4m?
T8 = it B a’, (6.46)
Gmrmz(my + my) G(my + my)
d. h. fiir jeden Planeten gilt mit m; + My = Mgonne + Mplanet €ine leicht verdnderte Propor-
tionalitdtskonstante. Da im Sonnensystem allerdings mgonne >> Mplanet gilt, ist das 3. KEp-
LER’sche Gesetz in der Form
2 4m® 3
" —a (6.47)
GmMsonne

eine sehr gute Ndaherung.
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7 Mechanik eines Systems von Massepunkten

Im Folgenden wollen wir ein allgemeines System von N Massepunkten mit den Massen m;, i =
1,...,n betrachten, die aufeinander Krifte ausiiben und zusétzlich unter dem Einfluss ei-
ner duleren Kraft stehen F(®. Die Uberlegungen finden eine direkte Anwendung bei der
Beschreibung von z. B. Kugelsternhaufen, Galaxienhaufen oder Simulationen der Verteilung
von Dunkler Materie in Galaxien.

7.1 Schwerpunktsbewegung

Seien die Bahnkurven der Massepunkte gegeben durch die Funktion x;(#). Die Kraft des i-
ten Massepunkts auf den j-ten sei F; ;. Nach NEwTON III gilt:

Fij:_Fji, bzw. Fij"'Fji:O; (7.1)

d. h. die inneren Kréfte heben sich paarweise auf.

Die dufere Kraft auf den i-ten Massepunkt sei F(e) Die Bewegungsgleichungen lauten

mi%; =Y Fj +F°. (7.2)
j#i

Der Schwerpunkt des Systems ist (Verallgemeinerung von (6.3)) definiert durch
1 N N
X==> mix;, M=) m; (7.3)
M5 j=

mit der Gesamtmasse M.
Die Summe der Bewegungsgleichungen ergibt

Y miEi= Y FJZ+ZF(€) = ; > (Fji+Fi)) +ZF<€)
i

i,j#i ji=ij i,j N~

N
Mit (7.3) lasst sich dies schreiben als
.o N
MX=Y F“. (7.5)
i=1

Die inneren Krifte heben sich also paarweise auf, und die Bewegung des Gesamtsystems ist
durch die Bewegung des Schwerpunkts gegeben, an dem die Summe aller dufleren Kréfte
angreifen. Wirken keine dul3eren Krifte, folgt

N N
MX=0= MX=const.=) mX=) p;=P (7.6)
i=1 i=1

d. h. der Gesamtimpuls bleibt erhalten und die Schwerpunktsbewegung lautet

p
X(t)=X0+A—/[(t—t0). (7.7)
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7.2 Drehimpuls und Energie Mechanik

7.2 Drehimpuls und Energie

Im Folgenden nehmen wir an, dass die inneren Krifte 1dngs der Verbindungslinie zwischen
den Massepunkten wirken

Fijll (xi—xj) , Fjix®x—-x;)=0 (7.8)

wie dies z. B. fiir gravitativ-wechselwirkende Massepunkte der Fall ist. Der Drehimpuls des
i-ten Massepunkts beziiglich des Koordinatenursprungs ist

L,‘ =X Xp;= m,-(xl- X x,) (7.9)

Der Gesamtdrehimpuls ist folglich

N
Z =D mi(x; x X7). (7.10)

Die Zeitableitung des Drehimpulses ergibt

dL _d ¥ : y ©
EZEZmi(xixxi)—Z Xi X ZF]l inXFl.
P ];él i=1
:E Z?é(xle]l+x] XFl])‘I'leXF(e)

Lj#l

25 Z (xi_xj)iji+inxFi(6)
i) — ]
[28)0

=Y x;x F. (7.11)
i

Innere Kréfte tragen also auch zum Gesamtdrehimpuls eines Systems von Massepunkten
nicht bei.
Die rechte Seite von (7.11) definieren wir als Gesamtdrehmoment

N
M=) x;xF?, (7.12)
i=1

sodass der Drehimpulssatz fiir ein System von Massepunkten lautet

dL
dr
Da der Drehimpuls von der Wahl des Koordinatenursprungs abhéngt, gibt es ein giinstiges
Koordinatensystem, dass durch das System, in dem der Schwerpunkt ruht, gegeben ist. Wir

erhalten dieses Schwerpunksystem (mit dem Schwerpunkt im Koordinatenursprung) durch
die Transformation

(7.13)

xi — x;=x—X. (7.14)
Aus der Definition des Schwerpunkts folgt

Y mix;=) mix;—Mx=0 (7.15)
i i
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7.2 Drehimpuls und Energie Mechanik

und damit auch
0=) m;%, mit x;=x-X. (7.16)
i
D. h. der Gesamtimpuls im Schwerpunktsystem verschwindet, P’ = 0.
Der Gesamtdrehimpuls im Schwerpunktsystem ldsst sich aus der Zerlegung des Drehimpul-
ses im urspriinglichen System extrahieren:
N .
L= (x;xmix;) =Y mi(X+x}) x (X +x))
i=1 i
=X xMX+Xx) mik+) mix;xX+) X x m;x,
i i i

—_—— —\—
@16) @15)

N
=X xMX+) x}xm;x.. (7.17)
i=1

Der erste Term in (7.17) ist der Drehimpuls des Gesamtsystems beziiglich des Ursprungs und
der zweite Term ist der innere Drehimpuls des Systems.

Im Folgenden nehmen wir zusétzlich an, dass die inneren und dulleren Kréfte Potentialkréfte
seien, es sollen also Potentiale V;; existieren, so dass

Fji ==V;Vji(lx; — x;l). (7.18)

Die Potentiale erftillen somit V;; = V;;, und wir definieren V;; = 0. in (7.18) haben wir V; :=

6%_ verwendet. Fiir die duBeren Krifte gelte entsprechend

F9=-v;v¥x)). (7.19)
Die Bewegungsgleichung fiir den i-ten Massepunkt lautet nun

mi%; ==Y ViVji(lxi - x;1) - V; V{9 (x). (7.20)
J#i

Wir multiplizieren mit X; und summieren tiber alle i:

N N
Y mikiEi+ Y % ViVii+ ) %-V;V9 =0 (7.21)
i=1 i,j#i i=1

was als totale Zeitableitung geschrieben werden kann

d | ¥ mi , 1 (e) —
— Y &+ Villxi—xiD+)_ V9 (x) | =0. (7.22)

Der Faktor % im obigen Term kommt aus folgender Uberlegung:

d . .
T Vil x = % =) (k- ViVji+&;-V;Vj)
i’j :xi(t) :xj([) l,]
:Z(j:i-V,-Vji+xi-Vi ‘/ZJ)ZZZ(leZ‘/]l)
¥ -~
=Vj;
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7.3 Elastische Zwei-Korper-Stofie Mechanik

Gleichung (7.22) entspricht dem Energiesatz fiir N-Teilchensysteme. Dabei ist

T =

M=

I
—

m; .
7’x§ (7.23)

1

die gesamte kinetische Energie und
1
V=22 Vit ) v (7.24)
ij i

die gesamte potentielle Energie, und es gilt

E=T+V =const. (7.25)

7.3 Elastische Zwei-Korper-Stolie

Im Zwei-Korper-Problem im Kapitel 6 haben wir die Konzepte Schwerpunkt, Drehimpuls
und Energieerhaltung fiir N- Teilchensysteme bereits fiir den Spezialfall N = 2 und insbe-
sondere gebundene Zustdnde verwendet. Im Folgenden wollen wir Stof3- oder Streuprozesse
diskutieren. Wir fithren diese Betrachtung unter zwei Grundannahmen durch

1. Der StoBprozess verlduft elastisch, d. h. keine Energie geht in innere Anregungen, De-
formationen, Reibung, etc. der Stoteilchen. Die Energieerhaltung wird allein durch
die kinetischen und potentiellen (aus der Wechselwirkung entstehenden) Energien ge-
tragen

2. Die Wechselwirkung ist “kurzreichweitig”, d.h. die potentiellen Energien der Wech-
selwirkung der Teilchen fallen mit zunehmender Distanz hinreichend schnell ab. Da-
durch kann die Energieerhaltung bei “asymptotisch” grollen Abstdnden allein auf Basis
der kinetischen Energien diskutiert werden. Beispiele fiir kurzreichweitige Wechsel-
wirkungen sind StoBprozesse (Metallkugeln, ...) mit Kontaktwechselwirkung. Hinge-
gen wire ein Wechselwirkungspotential Vj; ~ |x;—x;|* langreichweitig. Das Gravitations-
oder CouLOMB-Potential von Typ V(r) ~ % ist ein Grenzfall. Fiir die Uberlegungen im
folgenden Abschnitt diirfen wir es als hinreichend kurzreichweitig betrachten.

7.3.1 Erhaltungssatze

Gegeben seien zwei Teilchen mit den Massen m; und my: ihre Geschwindigkeiten seien
vy, 2 vor und ¥, ¥, nach dem Stol8. Abgesehen von der (kurzreichweitigen) wechselseitigen
Wechselwirkung bewegen sich die Teilchen kriftefrei. Daher gilt der Impulserhaltungssatz:

mivy+movy = myv; + mys. (7.26)

Die Energieerhaltung verlangt

2

—UV, = —U0; +—0,. 7.27
2 27 271 272 (7.27)
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Der Erhaltungssétze werden im Schwerpunktsystem besonders transparent. Die Koordian-
ten relativ zum Schwerpunkt lauten

1
x;. =x;-X , X= A—4(m1x1 + Mo xy). (7.28)

Der Abstand der Teilchen ist natiirlich in beiden Systemen identisch

x| — Xy = X1 — Xo. (7.29)

Geschwindigkeiten und Beschleunigungen im Schwerpunktsystem sind
Gi=%-X , F=dk- X =k=-VV(x-x). (7.30)
=0
Im Schwerpunktsystem lauten die Erhaltungssitze

mp o Mz ,» M1 _,n M2 _H
— UV —v, " =—0"+—0 7.31
2 L2727 LT g2 (7.31)
I / ~/ ~1 (7.16)
myvy+mpv, = mv; +mpv, = 0 (7.32)
(der Gesamtimpuls verschwindet im Schwerpunktsystem, vergleiche mit (7.16)). Damit folgt

muv, = —myv,

m by = —my . (7.33)

Der Winkel zwischen Einfalls- und Ausfallsrichtung heil3t Streuwinkel. Im Schwerpunktsys-
tem ist er wegen (7.33) fiir beide Teilchen gleich.
(7.33) kann nun verwendet werden, um im Energiesatz v, und ¥, durch v}, # auszudriicken:

2
12 nm / _ ~2 my ~/
nmy ny
I ~/ I ~/
= || =103 , |l =Dy (7.34)

Die Betrdge der Geschwindigkeiten vor und nach dem Stol$ sind im Schwerpunksystem also
fiir beide Massepunkte gleich.

Damit sind die Erhaltungssétze ausgenutzt. Sie machen also keine Aussage iiber den Streu-
winkel 0 < 9’ < 7. Dieser hingt von der Form des zwischen den Kérpern herrschenden Kraft-
gesetzes ab.

Andersherum ldsst sich aus der Vermessung des Streuwinkels Information tiber die Natur
der Wechselwirkung erlangen.
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7.3.2 Transformation der Streuwinkel

Zwar ist die theoretische Beschreibung des Streuprozesses im Schwerpunksystem am ein-
fachsten, allerdings wird der Streuwinkel i. A. im Laborsystem bestimmt. Wir benétigen also
die Transformation der Streuwinkel zwischen den verschiedenen Systemen.

Betrachten wir zundchst den Fall, dass der Massepunkt m, im Laborsystem ruht, v, = 0,
dann gilt fiir den Schwerpunkt

x="",. (7.35)

Daraus folgt

m m
= v =(1-n =2 (7.36)

. m
171:5{+X:17{+ﬁ1v1 (7.37)

Aus dem Bild ldsst sich ablesen, dass
|51]sin 9, = |¥]sind’ (7.38a)
|51 cos 9y = X +| D] cos '
m
= HII'”' +]7,|cos . (7.38b)

Der Einfachheit halber schreiben wir v; = |v4], etc.
Damit folgt fiir den Tangens des Streuwinkels im Laborsystem

7 sind’ sind’
tand; = o = osg i (7.39)
D} cos 9 + il cosv + o
——
@36)my T30 m
= mlh T omh

N

Dies ist die gesuchte Transformation des Streuwinkels.

Der Streuwinkel des zweiten (ruhenden) Massepunkts lisst sich direkt aus 9’ rekonstruieren,
siehe unten.

Betrachten wie (7.39) zunichst fiir verschiedene Limites:
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- Fiir m; < my gilt tan9; = gg;g, =tan?’
= 9 ~9. (7.40)
- Fiir my < my sind alle Streuwinkel erlaubt: 0 < 9, < 7.
- Fiir m; = my gibt es einen maximalen Streuwinkel
Maximierung
i 171 von
—_—
x x
mit | X| = v = %ﬁi folgt
17, m2
sind 1= 7.41
1 max | X| m ( )
- Fir my = my ist
tan sin &’ =tan , (7.42)
'™ cos® +1 2 '
so dass 9, = % folgt.
Der Streuwinkel von m, folgt aus der Skizze
= Dpsind, = Uysind’ (7.43)
7 cosdy = |X| — Dy cos .
Aus diesen Gleichungen folgt unmittelbar (u.A.)
A
9y = o (7.44)
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7.3.3 Energieiibertragung bei elastischer Streuung

Als Beispiel betrachten wir ein Neutron der Masse m, welches an einem Kern der Masse Am
elastisch streut. Der Kern ruht im Laborsystem im Ursprung (v, = 0).
Die kinetischen Energien des Neturons vor und nach dem StoR sind

T= % v2 baw, T= %ﬁf. (7.45)
Es gilt (nach dem StoR)
-2 (7.35) 1 2
5 = (i + X)2 2 (a;+ 1+Av1)
2

:1712+1+A|171||v1|c0319’+(1+1A)2. (7.46)

Aus der Energieerhaltung folgt zudem
2 = p2 729 (%)2 v = (%)2 v? (7.47)
40 52 = 2 (1 AR (cosd' — 1)). (7.48)

Damit erhalten wir fiir die Anderung der kinetischen Energie des Neutrons (bezogen auf die
Ausgangsenergie)
r-T_,_ B 24 (1-cos?) (7.49)
T vf_ 0+ A7 cos?). .

Wenn wir (ohne die Details der Wechselwirkung zu kennen) der Einfachheit halber anneh-
men, dass die Streuwinkel im Schwerpunktsystem gleichverteilt sind (wie z. B. fiir harte Ku-
geln), erhalten wir fiir den mittleren relativen Energieverlust des Neutrons

2n T

_ !
<T T >:i/d¢’/dﬁ’ 24 (1-cos?)sind’
T A7 (1+ A)?
0 0
1
A /d 1-w=—2 (7.50
T a+a2) T T '

Der Energieverlust wird maximal fiir A = 1, d. h. die Streuung von Neutronen an Atomkernen
bremst die Neutronen dann am effektivsten, wenn die Atomkerne méglichst leicht sind. Dies
macht man sich z. B. bei der Neutronenmoderation z. B. mit Wasser oder Paraffin zu nutze.
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7.4 Rutherford Streuung

Ein wichtiges Beispiel fiir die Streuung eines Massepunkts an einem Zentralkraftpotential
ist durch die RUTHERFORD’sche Streuformel gegeben, bei der das Zentralkraftpotential der
CouLoMB-Kraft entspricht, die ebenso wie die Gravitation ein Kraftgesetz der Form F ~ r%
erfiillt. Die Anwendung dieser Streuformel auf die Streuung von a-Teilchen an Goldatomen
(in einer Folie) hat erheblich zum modernen Verstindnis des Aufbaus der Atome beigetra-
gen.

7.4.1 Streuwinkel

Wir betrachten ein Teilchen (Teilchenstrahl), das an einem Zentralkraftpotential der Form
U ~ % gestreut wird. Die Streuung sei elastisch, so dass Energie und Drehimpuls erhalten
sind
m o -
E= EUO , ngbmv():(, (7.51)

wobei m die Masse des Teilchens, vy die asymptotische Anfangsgeschwindigkeit (bei Ab-
stand — oo vom Streuzentrum) und b der StoBparameter (impact parameter) sei.

> Streuzentrum
bi |
........ ) *

Dieses Problem entspricht dem Kepler-Problem U = —’f fiir den Fall E > 0, d. h. die Bahnkur-
ve ist eine Hyperbel. Wir nehmen zusétzlich an, dass das Streuzentrum in Ruhe bleibt, dass
also der Riickstol$ vernachldssigbar ist.

Die Hyperbel erfiillt die Gleichung

a
—=1+¢€cosO (7.52)
,
mit )
20°E]?
e=|[1+ > 0. (7.53)
k?m
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7.4 Rutherford Streuung Mechanik

Fiir Asymptotische Abstdnde r — oo geht der Polarwinkel der Hyperbel gegen
1
0:11ax @52) arccos(—g). (7.54)

Aus der Skizze wird ersichtlich, dass dieser Winkel direkt mit dem Streuwinkel 9 tiber
19 = zemax_n (7.55)

zusammenhingt. Der Streuwinkel erfiillt somit

) b1

1
e

Die Exzentrizitdt ¢ ldsst sich tiber die Erhaltungsgroflen (7.51) mit dem Stollparameter in

Verbindung bringen:
1
(bmv§)? )2
e=|1+ ez | (7.57)

Mit (7.56) ergibt sich ein Zusammenhang zwischen Stof§parameter und dem Streuwinkel

1 k*
b= -1 e (7.58)
sin? & m?v,

7.4.2 Streuquerschnitt

Gleichung (7.58) liefert basierend auf dem fundamentalen Input der zugrundeliegenden Wech-
selwirkung eine Vorhersage fiir den Streuwinkel als Funktion der Parameter b und vy, die die
Anfangsbedingungen des Streuprozesses charakterisieren. Wahrend vy vergleichsweise pra-
zise bestimmt werden kann, ist der StoBparameter fiir Streuprozesse auf atomaren Skalen
keine gute Beobachtungsgrolle, da die beteiligten Streupartner nicht gentigend gut lokali-
siert werden konnen.

Eine direkte BeobachtungsgroRe ist der differenzielle Wirkungsquerschnitt, der definiert ist
durch

do Zahl in Raumwinkelelement dQ gestreuten Teilchen

Anzahl der pro Zeit einlaufenden Teilchen
(NB: die “Teilchenanzahl pro Zeit” kann man auch als Teilchenstrom auffassen.)
dQ

_
_

"
_

Die Anzahl der pro Zeit gestreuten Teilchen, die innerhalb eines Kreissegments (b, b+ db) d¢
einfallen, ist

nybdbd¢ = n,b 39

ab
—' dode, (7.60)
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wobei n, die Anzahl der einfallenden Teilchen pro Volumen und Zeit ist. Es folgt

ob
oo nybi5glddde  5p 1
e Q:—: —| —— i
(GQ)d b'df)' Sinﬁsmﬁdﬁdgb
=dQ

ny

1

do ob
=b
sind

= — = _—
daQ a9
9
(7.58) 2 cos 3
2m?vg sin3 g sind)
kK
4QE)sint 8

(7.61)

(7.62)

Fiir die Streuung von Elektronen an Kernen der Ladungszahl Z ist k = Ze?:

do  (Ze?)? 1
dQ ~ 4(E)?sin* 2

,  Rutherfordsche Streuformel. (7.63)

7.4.3 Streuung unter kleinen Winkeln

Im Limes kleiner “Ablenkungen”, d. h. kleiner Streuwinkel, vereinfacht sich die Berechnung
des Wirkungsquerschnitts.

Physikalisch entspricht dies z. B. Streuung bei groen StoBparametern. In diesem Limes ver-
nachldssigen wir wie in vorhergehenden Abschnitt den Riicksto von m,. Formal kann dies
durch den Limes m, — oo implementiert werden. Die Berechnung kann komplett im La-
borsystem durchgefiihrt werden (was im formalen Limes m, — oo mit dem Schwerpunk-
system identisch ist).

Fiir die y-Komponente der Geschwindigkeit von m, gilt der einfache Zusammenhang

Uy =vpsind ~vpd , I<KI. (7.64)
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Allgemein gilt fiir die y-Komponente

oo

—00

wobei
_ ov Zentralkraft _d_Vg _ dv y

-— =——=. 7.66
oy dr oy dr r (7.66)
Die Annahme 9 < 1 impliziert, dass auch Fy, eine “kleine” Gréf3e ist. Daher ist die weitere
Nédherung gerechtfertigt, dass das Integral (7.65) entlang der ungestdrten Bahn ausgefiihrt

Fy:

werden kann (dt = ?}—i)‘

o0
_y=b b dV dx
my ~ —— [ ——. (7.67)
2 dr r

—00

Mit r2 = b® + x%, rdr = xdx und

it S — (7.68)
rooxr 2 _ b2
folgt
b [dv d
1 |4
p--—— 2y [
- vomy Vo dr /r2_p2
b
_2b 7°dv dr 7.69)
 omvd) dr o2 '
b

Fiir allgemeine Potentiale V (r) liefert (7.69) einen Zusammenhang zwischen Stof$parameter
und Streuwinkel (im Limes kleiner Streuwinkel), womit mittels (7.61)

do |ob| 1 |ob|D (7.70)
do  |e9 89| 0 '

sind

der differentielle Wirkungsquerschnitt berechnet werden kann.

7.4.4 Ablenkung von Licht im Gravitationsfeld

Im Rahmen einer (NEWTON’schen) korpuskularen Vorstellung von der Natur des Lichtes
(Licht als “Teilchenstrom”) kann man (7.69) verwenden, um eine klassische Abschitzung der
Ablenkung von Licht z. B. im Gravitationsfeld der Sonne zu erhalten. Der Limes my — oo ist
fiir my = me und m; = Myjchreilchen Sicherlich sehr gut erfiillt. Ebenso erwarten wir wegen
der Schwiche der Gravitation sehr kleine Streuwinkel.
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Gmim
MitV =- 1772 ergibt sich aus (7.69)
b o0
2bGmim 1
9=- padc / dr

muy ) r2vVr2 — b?

w=c 2Gmab VIZ-DZ|T  2Gmy

= 5 =—— . (7.71)

c r b c°b

Der Streuwinkel ist Negativ, da das Licht zur Sonne hingelenkt wird. Wir definieren den

Schwarzschild-Radius
_ 2Gm2

2
c
als eine der Masse my, durch die Gravitation zugeordnete charakteristische Ldngenskala. Da-
mit folgt

Ry

(7.72)

Ry
J=—-—. 7.73
b (7.73)

Diese klassische Abschitzung fiihrt zwar qualitativ zum richtigen Ergebnis. Quantitativ und
vollstdndig kann die Analyse allerdings erst in der Allgemeinen Relativitdtstheorie (ART) durch-
gefiihrt werden. Das Ergebnis ist genau das Doppelte der NEwWTON’schen Vorhersage

J=—. 7.74
b (7.74)

Mit my = me = 21033 kg ergibt sich der Schwarzschildradius der Sonne zu
Rs,e = 3km. (7.75)

Ein Lichtstrahl der genau am Sonnenrand bei b = 696000km die Sonne passiert, wird nach
(7.74) der Strahl umd 9 = 1,7 abgelenkt. Dieser Wert wurde (im Rahmen der erreichbaren
Prédzession) 1919 wéhrend einer Sonnenfinsternis nachgewiesen.
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8 Bewegte Bezugssysteme

Obwohl fiir viele Experimente im (erdfesten) Labor das Laborsystem ein NEWTON’sches Iner-
tialsystem hinreichend gut approximiert, lassen sich fiir einige Experimente die Effekte nicht
vernachlédssigen, in denen sich die Abweichungen des Laborsystems von einem Inertialsys-
tem manifestieren. Ganz allgemein wollen wir uns im Folgenden mit der NEWTON’schen
Physik aus der Sicht von bewegten Bezugssystemen beschiftigen.

8.1 Koordinatentransformationen

Betrachten wir zundchst den Zusammenhang zwischen kartesischen Koordinatensystemen.

Gegeben sei ein gestrichenes Bezugssystem mit Basis é;

é; & =08j. (8.1)

Zu einem festen Zeitpunkt befinde sich der Ursprung eines (bewegten) Bezugssystems am
Ort a’, dass durch die Basisvektoren é; aufgespannt sei. Auch fiir diese Basis gilt

8i-8;=05j. (8.2)

Im gestrichenem System seien die Komponenten des é; gegeben durch

Ry;
éi=| Roi |, & =Rj&) (8.3)
R3;
Die neuen Komponenten R;; haben eine einfache geometrische Bedeutung:
o A (83) 4 . A (8) . A A
é;-8j = &;-Ryjé, =Ryjé;-&. = Rij0ik=R;j=cos(<(é]e)), (8.4)

d. h. die R;; entsprechen dem Kosinus der Winkel zwischen den Basisvektoren. Aus (8.2) folgt
die wichtige Relation

~ (8.3)

51’] =8é;- ej = Rkié;C 'leé; = Rkile é;c . é; = RkiRkj- (8.5)
s _m R
s
Mit der Definition der Matrix-Transposition
(R");j=Rji (8.6)
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8.1 Koordinatentransformationen Mechanik

lasst sich (8.5) in Matrixnotation schreiben als
R'R=1 (8.7)

bzw. RR" = 1. Matrizen mit dieser Eigenschaft (d. h. RT = R™!) heiRen orthogonal. Die Matrix
R;j hat 9 Komponenten. (8.5) entspricht 6 Gleichungen, d. h. 6 Bedingungen an R; j; d.h.i.A
. sind 3 Matrixelemente der Matrix R unabhidngig.

Nach dem Determinantensatz folgt
R'R=1 = 1=detR"R=detR" -detR = (detR). (8.8)

Die Menge der orthogonalen Matrizen zerféllt also in zwei Klassen, solche mit det R = 1 und
solche mit detR = —1 (eigentliche und uneigentliche orthogonale Matrizen).

Fiir den Fall, dass ; = &}, gilt offensichtlich

1 00
R=|0 1 0]|=1= R'R=1 (8.9)
00 1

— detR =1.

Ein Beispiel fiir eine uneigentliche orthogonale Matrix ist
-1 0 0
R=| 0 1 0 |=1= R'R=1, detR=-1. (8.10)
0 0 1

Eine uneigentliche Matrix fiihrt also ein rechts- in ein linkshdndiges Koordinatensystem iiber
(und umgekehrt).

Mathematisch betrachtet bilden die orthogonalen Matrizen eine Gruppe, die sogenannte
03) (3 x 3 Matrizen).

D.h. zu jedem R € O(3) existiert ein inverses Element R™!, so dass RR™! = 1. Wegen (8.7)
ist R! gegeben durch R™! = T7. Es existiert ein ,Einselement“ 1 € O(3), so dass R-1 = R.
Und fiir zwei Elemente R;, R, € O(3) gilt unter der Verkniipfung (die in diesem Fall durch
die Matrixmultiplikation gegeben ist), dass R; - R, € O(3) ebenfalls Element der Gruppe ist.
(Letzteres ldsst sich mit der Regel (A- B)T = BT AT leicht nachweisen.)

Die eigentlichen orthogonalen Matrizen mit detR = 1 bilden eine Untergruppe der O(3),
die sogenannte speziell orthogonale Matrizen SO(3). (NB: die uneigentlichen orth. Matrizen
konnen keine Untergruppe bilden, da sie kein Einselement enthalten).

Die Matrixmultiplikation ist im Allgemeinen nicht kommutativ, d. h.

Ri-Ry#R>-Ry. (8.11)

Dies gilt: 1. auch fiir Elemente der O(3) oder SO(3). Physikalisch entspricht dies der Er-
fahrungstatsache, dass Drehungen die entlang verschiedener Achsen hintereinander aus-
gefiihrt werden, nicht miteinander vertauschen.
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8.2 Zeitabhingige Transformationen Mechanik

Betrachten wir schlieBlich die Transformation von Ortsvektoren. Der Ortsvektor x im unge-
strichenen System entspricht im gestrichenem System dem Ortsvektor (vgl. S. 82):

x' =a'+x;é;=a +x;Ry;é,
= X = ap + Ryix;. (8.12)

Fiir einen weiteren Punkt y gilt entsprechend y; = @} + Ry;y;. Der Verbindungsvektor trans-
formiert sich entsprechend wie

Xj = Vi = Rii(xi = yi). (8.13)

In der Physik ist es oft {iblich, Vektoren als solche Objekte zu definieren, die sich wie (8.13)
transformieren. (NB: danach ist ein Ortsvektor strengenommen kein Vektor; er wird biswei-
len als ,gebundener” Vektor bezeichnet.)

8.2 Zeitabhangige Transformationen

Bewegen sich das gestrichene und das ungestrichene Koordinatensystem beliebig relativ zu-
einander, so sind die Koordinaten des Ursprungs a; und die Orientierung der Achsen i.A.
zeitabhingig,

a ,R—a'(1),R(1) (8.14)

d.h.
x'(H)=a' () +R(@) - x(1). (8.15)

Fiir die Geschwindigkeit gilt dann

ad=d+R-x+R-x
—d+R-(x+R"R-x). (8.16)

Hier taucht die Matrix R R auf. Aus R"R = 1 folgt:
0=1=RTR+R"R=R"R)"+R'R. (8.17)
Matrizen mit der Eigenschaft AT + A = 0 heiRen schief symmetrisch.

Die Matrix R" R muss also von folgender Form sein:

0 —w3 W
R'R=| w3y 0 -uw (8.18)
— W un 0

wobei die w; zundchst unbestimmt sind. Die Vorzeichen in jedem off-diagonal Dreieck sind
so gewihlt, dass man R' R mit Hilfe des Levi-Civita Symbols schreiben kann:

(RTR)ij ==&k Wk- (8.19)
Damit l4dsst sich schreiben

(RTR-x); = (RTR);jXj = —€; 5 WkX; = & jrWjXk = (W X X); (8.20)
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und (8.16) lautet
X=d+R (x+wxx). 8.21)

Analog folgt fiir die Transformation eines beliebigen Vektors mit v’ = Rv, dass
V' =R+ wxv). (8.22)

Die Bedeutung von w wird aus einem einfachem Beispiel deutlich. Sei ¢/; gegeben durch

1 0 0
er=01|,&=]1],e=(0[. (8.23)
0 0 1

Das ungestrichene Koordinatensystem drehe sich mit Winkelgeschwindigkeit w um die z-
Achse, d. h.

coswt —sinwt 0
é1=| sinwt |,é =] coswt ,es=1 0 |. (8.24)
0 0 1
Damit ist
coswt -—-sinwt 0 coswt sinwt 0
R=| sinwt coswt 0 |,R"=| —sinwt coswt 0 (8.25)
0 0 1 0 0 1
—sinwt —coswt 0
und R=w| coswt —sinwt 0 |,
0 0 0
sodass
0 —-w O 0
RR=lw 0 0|=w=|0]. (8.26)
0O 0 O w

In diesem einfachem Beispiel entspricht |w| der Winkelgeschwindigkeit der Drehung, und
die Richtung von w der Richtung der Drehachse.

Im Allgemeinen sind sowohl Richtung als auch Betrag von w zeitabhingig. Betrachten wir R
zum Zeitpunkt ¢ und ¢ + dt, so folgt zur Ordnung d¢

R(t+dt)=R(t) + R(p)dt
=R -1 +R"(OR)dD)
—> R;j(t+d1) = Rix(1)- 6j — £xjiw; (1) D). (8.27)

Analog zum obigen Beispiel gibt w(f) die momentane Lage der Drehachse zum Zeitpunkt ¢
an. Im Zeitintervall dz findet dann eine Drehung um den Winkel d¢ = |(p| d¢ im positiven
Drehsinn (Rechte-Hand-Regel) statt.

Den Faktor (6 —€xjiw;dt)=1 +de x kann man als infinitesimale Drehung interpretieren.
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8.3 Scheinkrafte

Im Folgenden betrachten wir das gestrichene Bezugssystem als Inertialsystem, in dem die
NEWTON’schen Gesetze gelten und studieren die Beschreibung der NEwWTON’schen Physik
im ungestrichenem System (Laborsystem).

x'=a +Rx=R-(a+x), (8.28)

wobei wir die HilfsgréRe a iiber @’ = R - a eingefiihrt haben.

Sei z.B. das gestrichene System am Erdmittelpunkt angeheftet (in guter Ndherung ein In-
ertialsystem) und das ungestrichene System ein mit der Erdoberfldche mit rotierendes La-
borsystem, dann rotiert a'(¢) im gestrichenem Bezugssystem, wihrend a im Laborsystem
zeitlich konstant bleibt.

a'(t)=R(t)-a, a=const. (8.29)

Im folgendem beschrdnken wir uns allgemein auf den Fall a = const..
Die Bewegung einer Punktmasse bei x'(¢) wird im Inertialsystem durch die Lagrangefunkti-
on

m . ,

L=T-V=—x V). (8.30)
Wir benétigen

! B2 Pt w x (a+x)

(8.22)
und
=T W =Gtrwx@+x) RT-RG+w x (a+x)
=1
=x+wx@+x) (x+wx(a+x)) (8.31)

und erhalten die Lagrange-Funktion in Laborkoordinaten
m . 2
L= E(x+w>< (a+x)"-V(x), (8.32)

wobei wir das Potential V(x') = V(R - (a + x)) =: V(x) als Funktion der Laborkoordinaten
auffassen. Wir konnen die Laborkoordinaten als generalisierte Koordinaten auf fassen und
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die Bewegungsgleichungen im Laborsystem aus den entsprechenden Euler-Lagrange-Glei-
chungen ableiten. Wir erhalten

oL .
— =m(x+wx (a+x))
ox
oL . N
a:m(xxw)+m(wx(a+x))xw—VV (8.33)
- %[m(x+w x(@a+x)]—[mxxw)+m(wx (a+x)) xw—%V] =0 (8.34)
bzw.
mi+mlwx@+x)]+2m(w x x)+ mlw x (w x xX)] + mlw x (w x a)] = -VV. (8.35)

Zusitzlich zur NEWTON’schen Kraft F = —VV treten vier weitere Terme auf, die wir als Schein-
krifte interpretieren konnen, da alle vier neuen Terme genauso wie VV zur Beschleunigung
mX der Punktmasse betragen kénnen.

Diese Scheinkrifte lassen sich interpretieren:

1. m[w x (a + x)]: dieser Term tritt nur auf, wenn die Drehachse sich dndert. Fiir Labor-
systeme auf der Erdoberfldche ist w = 0 (abgesehen von Prédzession und Polschwan-
kungen).

2. Fc:=2m(x x w) (CORIOLIS-Kraft):
Die CorioLis-Kraft wirkt aus Massepunkte, die sich im Laborsystem bewegen, x # 0.
Sie steht senkrecht auf x und ist senkrecht zur Drehachse w.

3. F;:= m((w x x) x w) (Zentrifugalkraft): Vektoridentitdten fithren auf

w(x;w)) = mw’xy, (8.37)
w

F, = m?x —w(w-x) = mw? (x -
wobei x| der Anteil des Vektors x senkrecht zur Drehachse ist.

o

4. m((wxa)xw):istunabhingigvon x. Diese Kraft beschreibt die Zentrifugalkraft auf den
Ursprung des Laborsystems. In der Praxis wird sie als Beitrag zur Erdbeschleunigung

behandelt.
g — 8Grav. + (W x a) X w. (8.38)

Alle Scheinkréfte haben ihren Ursprung in der Massentrigheit ~ mx’. Scheinkrifte zeigen
an, dass das gewédhlte Bezugssystem kein Inertialsystem ist.

87



8.3 Scheinkrifte Mechanik

8.3.1 Beispiel: Coriolis-Kraft

Seien é; und é; nach Siiden bzw. Osten orientiert, &3 zeige ,nach oben®, d. h. weg vom Erd-
mittelpunkt. Der Ursprung des Laborsystems befinde sich bei geografischer Breite 9 (# Po-
larwinkel, 9 = 0 (Aquator), O = % (Nordpol)).

o

Im Laborsystem ist der Vektor der Winkelgeschwindigkeit @w dann gegeben durch

—cosd
w=w ( 0 ) . (8.39)

sind

Der Drehsinn ist derart, dass das Laborsystem sich in Richtung Osten bewegt.
w kann in Komponenten horizontal und vertikal zur Erdoberflache zerlegt werden,

—wcosd 0
wy = 0 , Wy = 0 . (8.40)
0 wsind

Entsprechend hat die CorioLIs-Kraft zwei Komponenten
Fc=2m(xxwy)+2m(x xwg). (8.41)

Bei Bewegungen horizontal zur Erdoberfldche ist X L &3, d. h. der zweite Term zeigt vertikal
zur Erdoberfldche. Der erste Term ~ X x wy zeigt auf der Nordhalbkugel nach rechts (zur
Bewegungsrichtung) und auf der Siidhalbkugel nach rechts (zur Bewegungsrichtung) und
auf der Stidhalbkugel nach links. Die CorioLIs-Kraft hat Bedeutung fiir die Bewegung der
Luftmassen in der Atmosphdre, fiir Meeresstrome, Flussldaufe und fiir die Ballistik.
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8.4 Das reduzierte Dreikorperproblem

Als Anwendung bewegter Bezugssysteme betrachten wir das reduzierte Dreikdrperproblem.
,Reduziert“ bedeutet in diesem Fall, eine Reihe von Annahmen zu treffen, unter denen das
i. A. schwierige Problem l6sbar wird. Trotz der einschrdankenden Annahmen hat diese Lésung
viele Anwendungen in der Himmelsmechanik.

Wir betrachten eine Testmasse m3, die sich in der Ndhe von zwei erheblich grolleren Massen
my, my > ms bewegt. (m;, my seien z. B. die Sonne und ein Planet, mj3 sei ein Asteroid oder
eine Raumsonde).

Wir nehmen an, dass sich m; und m; auf Kreisbahn um ihren Schwerpunkt bewegen. D. h.
mj und m; folgen der Losung des KEPLER problems mit Exzentrizitit € = 0. Desweiteren be-
wege sich m3 in der Bahnebene von m; und mjy, ohne Geschwindigkeitskomponente senk-
recht zur Bahnkurve.

Der Begriff Testmasse soll zum Ausdruck bringen, dass die von m3 ausgehende Gravitati-
onswirkung auf die gebundene Bewegung von m; und mjy vernachldssigbar ist. In einem
Inertialsystem e’; seien Bahnkurven von m,, m,. wie folgt aus z. B. m; > mo.

éle

my
d
> &
my
Mit der Definition
m mp
pi=———,1-uy=— (8.42)
my+ my my + mp

rotieren die Koordinaten der beiden Massen auf den Bahnkurven

coswt
x{ =(u-1d| sinwt
Y 0
<0
coswt
x; =pd| sinwt |, (8.43)

0

wobei d der Abstand zwischen m; und m; ist, und w den konstanten Betrag der Winkelge-
schwindigkeit bezeichnet. Nach dem 3. KEPLER'schen Gesetz ist die Umlaufzeit gegeben
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durch (vgl. (6.46))
2 42 a3
= (8.44)
G(my + my)

woraus der Betrag der Winkelgeschwindigkeit folgt:

27 G(my + my)
= =) — = 8.45
w . \/ PR (8.45)

Der zugehdorige Vektor der nach der rechten-Hand-Regel senkrecht zur e'1, e', zeigen muss

1st
0

w=| 0 |. (8.46)
w

Wir fithren nun ein mitbewegtes Koordinatensystem ¢é; ein, das definiert ist durch

é3=e'3
coswt —sinwt
é1=| sinwt |,é =| coswt |, (8.47)
0 0

sodass m; und m, immer auf der é;-Achse liegen:
X1 = (/,L— l)dél , X2 = ,udél (8.48)

In diesem System l&sst sich die Bahnkurve von m3 durch die Koordinaten (x, y) parametri-
sieren
X3 =Xxé + yéz (8.49)

Da w = 0 gilt, verschwindet der erste Scheinkraftterm in (8.35). Da die Urspriinge der Koor-
dinatensysteme zusammenfallen, gilt des weiteren a = 0, und wir erhalten die Bewegungs-
gleichung fiir ms:

M3 +2M3w x X3 + M3z (w x (w x x3)) + VV (x3) = 0. (8.50)

Die potentielle Energie ist gegeben durch

Gm1 ms GM2m3

Vixs) =— (8.51)
n r2
mit den Abstidnden
1 1
rn=(x-w-Dd?*+y*)?, r2=(x—ud)*+y*)?. (8.52)
Fiir die Kreuzprodukte in (8.50) erhalten wir
-wy —w?x
wxiz3=| wi |, wx@xx3)=| -0’y (8.53)
0 0
——
im é; System
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8.4 Das reduzierte Dreikérperproblem Mechanik

was auf folgende Bewegungsgleichungen fiihrt:

, 10V 1 0V

=20y -w?x+——=0, i+ 20k — 0’y + —— =0. 8.54
y ms 0x y y ms3 0y ( )
Mit dem effektiven Potential
U= wz( 2442 (8.55)
=———(x .
ms 2 y

vereinfachen sich die Bewegungsgleichungen zu

X—2wy ou j+2wx ou (8.56)
i-20y=—-——, wX=——-1. .
Y 0x Y oy
Wir multiplizieren die erste mit X, die zweite mit y, und addieren das Resultat. Wir erhalten
d(l('2+'2)+u) 0 (8.57)
_ - x = . .
arl2 ™ 7Y

Damit erhalten wir die Jacobi-Konstante
1%
C:=—-2U - (X*+7%) = 0*(x* + y*) —=2— — (* + y*) = const,, (8.58)
ms

das einzige bekannte Integral des reduzierten Dreikorperproblems.
Wegen i + j* > 0 muss die Bewegung von m3 die Bedingung
C+2U<0 (8.59)

erfiillen. Dieser physikalisch zuldssige Bereich ist durch die sogenannte Hill-Kurve begrenzt,
die definiert ist durch

) C
Hill-Kurve: U = -5 (8.60)
Als einfache Anwendung suchen wir nach Punkten, an denen m3 (im bewegten Bezugssys-
tem) ruht, d.h. x = y = X = j = 0. Diese Punkte miissen gemil (8.56) VU = 0 erfiillen. Wir

beginnen die Suche mit der Annahme, das solche Punkte den gleichen Abstand von den
Massen m; und my haben konnten: r = r; = r,, so dass

2u—-1 | d?
=—d,r=1\/—+y2. 8.61
X 2 r 1 y ( )

Das effektive Potential hat die Ableitung in x-Richtung
ou _ 0 (_ Gm1 Gmg) 2

a B a r B ro T
G G
= ’?1 (x—(u-1Dd)+ H;Z (x—pud) - W x. (8.62)
r ry

Mit der Annahme (8.61) finden wir

ou G(my + my)
- — %(u(x—(u—l)d)+(1—u)(x—#d))—w2x
0X | ry=ry=r r
G(my+m 1 1
= (%—a)z x(SéS) G(my + my) (ﬁ_ﬁ) X. (8.63)
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Mechanik

D.h. die Annahme ry = rp = r liefert zwei Losungspunkte mit

2p—1
x=t""4

r=d,
2

3
=34,
y 2

An diesen Orten ist analog zu (8.60) auch

ou
ay

- 3
rn=ry=r r

Diese Kriftefreien Punkte (im bewegten System)

d 2u—-1
l4’5I:§ i\/§

bilden mit m; und m; gleichseitige Dreiecke.

(G(ml +my) 2) (8.64)
=|l—w ="0.
(8.45)

(8.64)

(8.65)

(8.66)

Weitere drei Losungen liegen auf der x-Achse und sind Losungen eines Polynoms 5. Ord-

nung. Alle 5 Punkte heillen Lagrange-Punkte [y, ..., I3.

ly
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9 Bewegung starrer Korper

Unter einem starren Korper versteht man eine Ansammlung von Massepunkten, deren re-
lative Abstdnde zueinander starr fixiert sind. Damit ist auch der Schwerpunkt relativ zu al-
len Massepunkten fixiert. Somit besitzt der starre Korper 6 Freiheitsgerade. Diese kann man
z.B. als die 3 Koordinaten des Schwerpunkts und weitere 3 Winkel, die Drehungen um den
Schwerpunkt parametrisieren, verstehen. Alternativ zum Schwerpunkt kann man auch an-
dere ausgezeichnete Punkte des Koérpers betrachten (z. B. Kreiselspitzen, etc.).

Fiir die Beschreibung der Dynamik eines starren Korpers ist es zweckmélig, zwei Koordi-
natensysteme zu verwenden. Zum einen natiirlich ein Intertialsystem é; zum zweiten ein
korperfestes Bezugssytem ¢é;, in dem alle Massepunkte des starren Korpers konstante zei-
tunabhédngige Koordinaten haben. NB: anstelle einer diskreten Beschreibung eines starren
Korpers durch Massepunkte m;, kann man auch zu einer kontinuierlichen Beschreibung
durch eine Massedichteverteilung p(x) tibergehen.

9.1 Euler-Winkel

Ist ein Punkt des starren Kérpers im Inertialsystem fest fixiert (z. B. Schwerpunkt oder Krei-
selspitze, etc.), so kann man die Bezugssysteme é; und é; so wihlen, dass die Urspriinge
(in diesem Punkt) festgehalten sind. Damit hat der starre Kérper noch 3 Freiheitsgerade.
Zwischen x’ im Inertialsystem und x im korperfesten System besteht dann der Zusammen-
hang

x'=Rx 9.1)

mit RTR = 1 einer orthogonalen Matrix. Die Matrixelemente von R lassen sich durch die
drei EULER-Winkel (0, ¢, ¥) parametrisieren. Wir wéahlen hier eine Konvention, bei der 6 und
¢ den Polarwinkel und Azimutalwinkel der Position einer Drehachse in Kugelkoordinaten
beschreiben und ¥ dann den Drehwinkel um diese Achse angibt, d. h.

0<f<m , Osep=<2m , O0<sy<2m. 9.2)

Die beschriebene Interpretation liefert zugleich eine Konstruktionsvorschrift fiir die Dreh-
matrix R.

Wir stellen und zunéchst eine Drehachse in 3-Richtung vor, die wir in Richtung der Winkel-
koordinaten (0, ¢) ausrichten. Dazu drehen wir sie zundchst um den Azimutalwinkel ¢ um
sich selbst. Die zugehorige Drehmatrix lautet

cosp -—sing 0
Ds(p)=|sing cosg O 9.3)
0 0 1

(die Drehachse zeigt danach natiirlich immer noch in die gleiche Richtung).
Dann “kippen” wir die Drehachse um den Polarwinkel 6 um die nach (9.3) neu entstandene

1-Achse
1 0 0

D10)=|0 cosf -—sinf|. (9.4)
0 sinf cos@
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9.2 Tragheitstensor und Drehimpuls Mechanik

(Die durch diese “Kipp-Achse” beschriebene Gerade heilt auch “Knotenlinie”. Dies ist die
Linie, in der sich die (¢}, &) und die (é, é,) Ebene schneiden.)

Schliellich drehen wir das System um die gekippte Drehachse um den Winkel v:
cosy —siny 0)

Dg(l[/)(Sin'l// cosy O0].
0 0 1

In der Literatur wird of die Konvention gewdhlt, bei der im mathematisch negativen Sinn
gedreht wird. Das entspricht genau der transponierten Drehmatrizen, d. h.
x = D3(y)D] () D3 (p)x'
bzw: x' = D3 () D1 (0) D3(¢)x. (9.6)

(9.5)

Damit ergibt sich
R=R(p,0,y) = D3(¢p)D1(0)D3(y). 9.7
Die volle Drehmatrix lautet dann (in der é; Basis)

singcosy +cos@cosfsiny —singsiny +cos@cosfcosy —cosesind |. (9.8)

cos@cosy —singcosfsiny —cos@siny —singcosf cosy sin(psinH)
sinfsiny sinf cosy cos@

Durch Zeitableitung und entsprechende Matrixmultiplikation (vgl. (8.19)) ldsst sich die vek-
torielle Winkelgeschwindigkeit im korperfesten System é; berechnen
. cosy sinfsiny 0
T UA . . ,
(R'R)jj=—¢€jjrwp = @w=0|—siny |+¢
0

sinfcosy |[+¢@|0
1

(9.9
cosf

9.2 Tragheitstensor und Drehimpuls

Fiir einen starren Korper bestehend aus NV Massepunkten m; mit korperfesten Koordinaten
x; = const. lautet die kinetische Energie

1N T
T:EZ m; (X)) (X). (9.10)
Mit
x;:R($+wxxi)
=0
= R(@ x x;) (9.11)
folgt daraus
2 Zm (wxx,)TRTR(wxxl) = Zm (ouxx,)2
i=1 _]1
1 N
5,; m; (w°x? — (- x)?)
1 N
=5 | & i 0 xi i) ok, 9.12)

94



9.2 Tragheitstensor und Drehimpuls Mechanik

wobei j, k =1,2,3 Vektorindizes sind und i = 1,..., N die Massepunkte nummeriert.

Im (9.12) ist es niitzlich zwischen der momentanen Winkelgeschwindigkeit w(#) als dynami-
scher Eigenschaft und der Grol3e

N
Ok = Z m; (xf5jk—x,-,jx,-,k) (9.13)
i=1

dem Trdgheitstensor zu unterscheiden. Der Trégheitstensor hdngt von der Verteilung der
Massepunkte m; im korperfesten System ab, ist damit zeitlich konstant und kann als reine
Eigenschaft des starren Koérpers (und nicht seines Bewegungszustandes) verstanden werden.
Allerdings ist die Form des Tragheitstensors von den Details der Wahl des korperfesten Ko-
ordinatensystems abhédngig. Aus einem gegebenen korperfesten System ldsst sich z. B. durch
eine zeitunabhéngige Drehung der Koordinatenachsen ein neues korperfestes System é; er-
zeugen. Sei S € SO(3), S = const, so ist

& =5}, 9.14)

eine neue orthonormierte Basis él?“ . é;f =§;;j. Die Koordinaten x;" der Massepunkte m; in der
neuen Basis sind dann mit den alten Koordinaten x; verkniipft tiber (&; = S;1é;)

x;=Sx;. (9.15)

Wegen der Orthogonalitét gilt
Slekm6lm:5jk. (9.16)

Das Skalarprodukt der Ortsvektoren ist natiirlich invariant
xZ:Sﬂx;Sjmx,’;lzélmx;x;: (x*)2. (9.17)
Damit ldsst sich der Trégheitstensor in der Basis &7 konstruieren:
3 2
Ok = ) mi (70— xi,jXi )
i=1
3 2
=) m; ((x*) 81mS;jISkm — Slekmx?_le,m)
i=1
= Silskm®7m. (9.18)

Der Tragheitstensor transformiert sich also beziiglich jedes euklidischen Index wie ein Vek-
tor. Da er zwei solche Indizes hat, nennt man ihn auch einen Tensor zweiter Stufe.
NB:

Eine GroBe Tj,,.. j,, 1 < jr < d, heilt Tensor n-ter Stufe, wennssich T}, . ;, beieinem
Basiswechsel x; = §j;x;. mit zeitunabhéngigen S € SO3 transformiert wie

.....

Tjrvvju = SivksSiskar-- - Sikn Try i - (9.19)

.....

D. h. die Grof3e transformiert sich beziiglich jedes ihrer Indizes wie ein Vektor. Ent-
sprechend ist ein Vektor ein ,, Tensor erster Stufe“ und ein Skalar ein , Tensor nullter
Stufe”.
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9.2 Tragheitstensor und Drehimpuls Mechanik

Der Tragheitstensor ist symmetrisch:
k=0, , 0'=0 (9.20)

und reell © j € R fiir alle j, k.
In Matrix-Schreibweise lautet das Transformationsverhalten (9.18):

0=80*S"| = 01 =S5;0], Smk- (9.21)

Ein zentrales Theorem der linearen Algebra besagt, dass reelle, symmetrische Matrizen durch
eine orthogonale Transformation vom Typ (9.21) diagonalisiert werden konnen. Physika-
lisch bedeutet dies, dass es eine Koordinatentransformation gibt, so dass

© 0 0
©*=S'eS=| 0 ©, 0 |=diag(®;,0,,03). (9.22)
0 0 O

Zusammenfassung aus der linearen Algebra:
Sei A= AT eine reelle, symmetrische Matrix.

1. Dann heil8t A Eigenwert der Matrix A, wenn es einen Vektor y # 0 gibt, fiir den
Ay =Ly (9.23)
gilt. Der Vektor y heillt Eigenvektor von A.

2. Die Eigenwerte A sind reell und bestimmt durch das charakteristische Polynom
det(A—- A1) =0.

3. Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.

4. Die Eigenvektoren konnen so gewdhlt werden, dass sie ein vollstdndiges Orthonormal-
system bilden.

Bezogen auf den Trédgheitstensor bezeichnet man die Eigenwerte ©, » 3 als Haupttrégheits-
momente.
Die Eigenvektoren nennt man Haupttrdgheitsachsen. Seien i, » 3 die Haupttragheitsachsen.
Dann lautet die kinetische Energie bei einer Drehung um die Drehachse w = w- 711 mit |7 | =
1
Loy na _Loor o 1 2
T=-0w"m0On; =-w0; Ny =-610". (9.24)
2 2 L2
=1
Analog fiir 71, ©,; 713, O3.
Sei 71 ein beliebiger Einheitsvektor 722 = 1. Dann ist das Trigheitsmoment um die Achse 7
definiert als
N N
At =Y m;(xF—(x;-A) =Y mix?, (9.25)
i=1 i=1

wobei x;; der Anteil von x; senkrecht zur Drehachse ~ 7 ist.
In einer beliebigen korperfesten Basis, in der ® nicht diagonal ist, sind die Diagonalele-
mente O i die Trigheitsmomente bei Drehungen um die Koordinatenachsen. Die Nicht-
Diagonalelemente © i, j # k heilen Deviationsmomente.
Die Gleichung

y'0y=yiy0r=1 (9.26)
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9.2 Tragheitstensor und Drehimpuls Mechanik

definiert das , Triagheitsellipsoid“ im Raum aller y € R?. Dass es sich bei der Menge alle y,
die (9.26) erfiillen, um ein Ellipsoid handelt, wird im Koordinatensystem deutlich, bei dem
die Basisvektoren den Hauptachsen entsprechen

YOy =0,y +0,y5 +03y5 = 1. 9.27)

Alle oben diskutierten Eigenschaften gelten ebenso fiir den Trégheitstensor einer kontinu-
ierlichen Masseverteilung mit Massendichte p (x)

Ok = / d>xp (%) (x°0 j1 — X xk). 9.28)

Beispiele fiir den Tragheitstensor

1. Wir betrachten zwei Massepunkte, die durch eine masselose Stange verbunden sind
(Lange ¢), m, befinde sich im Ursprung x, = 0, m; bewege sich lediglich in der (x1, x2)-
Ebene.

cos ¢
Dann ist mit x; = ¢ | sing |, x% = ¢2:

0
cos’qp  cos@sing 0
©=my | 0?1 - ¢*|sinpcosgp  sin®p 0
0 0 0
sin? ¢ —cosgsing 0
= m 0| —cospsing cos? ¢ 0]. (9.29)
0 0 1
Die Eigenwerte von © bestimmen sich aus dem charakteristischen Polynom
0=det®-A1) = (m1€2 -A) (sinz(p — mlfz)
(cos2 p - 1 02 ) — cos® psin® (p] mf/l
= (M 0* = )(A* = Amy 0%) (9.30)
= (m10* = )X — my 0.
Die drei Lésungen lauten
M=da=mt* , A3=0. 9.31)

Durch direktes Nachrechnen verifiziert man, dass die Eigenvektoren gegeben sind durch

0 —sing cos ¢
y1=|0],y2=] cose |,ys=|sing |. (9.32)

1 0 0

Esist anschaulich einsichtig, dass die beiden Haupttragheitsachsen mit nicht-verschwin-
dendem Eigenwert senkrecht zur Verbindungslinie zwischen m; und m; liegen.

Fiir Drehungen um diese Verbindungslinie ~ y3 verschwindet das Tragheitsmoment,
da die (idealisierten) Massepunkte keine Ausdehnung besitzen.
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2. Fiir eine homogene Kugel mit Dichte p und Radius R verschwinden die Deviationsmo-

sinf cos @
mente, x =r (sin@ sin(p).
cosf
z.B.:
R b4 2
@12:p/dr rz/desine/d(p(rzsinzecoswsin(p):0. (9.33)
0 0 0

Aufgrund der sphirischen Symmetrie miissen alle Haupttragheitsmomente gleich sein,

3011 =011 + B2 + B33

R T 2n
= p/dr rz/desine/d(p(?)r2 —x2 - x5 - x3)
N——— e —
0 0 0 2
=2 =2n
R
8m
= 8ﬂp/dr rt = T’OR5. (9.34)
0
Mit
B M B M B 3IM (9.35)
p= Volumen 4?” R3  47R3 '
folgt
2
011 =0y = O35 = gMR2 . (9.36)

(NB: Auch ohne die expliziten Symmetrieannahmen kann man dieses Ergebnis verifi-
zieren.)

Der Drehimpuls im Inertialsystem lautet
N .
L'=) mix;xx)). (9.37)
i=1
Uber den Zusammenhang x’ = Rx und x’ = R(w x x) folgt

N
L'=Y mi(Rx) % [R(w x x7)]. 9.38)
i=1
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Da beide Vektoren im Kreuzprodukt (1) um die gleiche Drehmatrix gedreht werden, kann
man das Kreuzprodukt auch im angedrehten System ausfiihren und anschlieend das Er-
gebnis drehen:

N
L'=) miR[x; x (@ x x;)]. (9.39)
i=1

Daraus lésst sich der Drehimpuls im Korperfesten System extrahieren:

N
L=R"L'=) m;[x;x (x x;)]
i=1
=> m [xl?w -xi(x;-w)| = Ow. (9.40)

1
Dieser Zusammenhang besagt, dass L||w gilt, wenn die Drehachse w einer der Haupttrag-
heitsachsen des Korpers entspricht. Ansonsten sind w und L i.A. nicht parallel.
Eine allgemeine Eigenschaft der Richtung von L lisst sich aus folgender Uberlegung extra-
hieren. Wegen 2T = o' Ow ist \/%w ein Punkt auf dem Tréagheitsellipsoid (vgl. (9.26)). Die
Tangentialebene an das Trdgheitsellipsoid in diesem Punkt ist

w
T ={yly'0—= 1}, (9.41)
i ={p1 VT
d. h. die Menge aller Vektoren y, deren Projektion auf \/% konstant ist.

Der Drehimpuls L = Ow steht also senkrecht auf der Tangentialebene an das Trégheitsellip-

i _w
soid im Punkt T

Bislang haben wir die Wahl des Ursprungs der Koordinatensysteme vollig offen gelassen. Es
liegt nahe zu vermuten, dass die Wahl des Schwerpunkts als Ursprung des korperfesten Sys-
tems giinstig sein kann. Beginnen wir mit einem beliebigen korperfesten System x, in dem
der Schwerpunkt den Ortsvektor X hat. Seien x* die Koordinaten im Schwerpunktsystem,

d.h.
N

x=X+x", mit ) m;x; =0, (9.42)
i=1
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dann gilt fiir den Trégheitstensor
> 2
Ojk =) mi(x;6 jk — Xi,jXi k)
i=1
=Y m; [(x;* + X026 51— (7 + X +Xk)]
i

=) mi(x; 26 ji— X7 7 1) + M(X?6 ji— X Xp)
i
+26ij-Zmix;‘—XjZmixzk—XkZmixzj, (9.43)
l l l
N
wobei M = Y m; die Gesamtmasse ist. Aufgrund der Definition des Schwerpunkts (9.42)

i=1
verschwinden alle 3 letzten Terme in (9.43)

N
= Ok =) mi(x] 28k —x] ;x])+ MX?6 i — X; Xp)
i=1
:®;k+M(x25jk—Xij). (9.44)
Sei 72 nun ein Einheitsvektor, der in Richtung der Drehachse zeige, dann gilt
*=X*—(X-7)? (9.45)

wobei ¢ den Abstand der Drehachse vom Schwerpunkt bezeichnet:

o

>

ATe* i+ ML? (9.46)

bekannt als Satz von Steiner.

D.h. dieses Trigheitsmoment ist gleich dem um M¢? vermehrten Trigheitsmoment ©* im
Schwerpunktsystem.
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9.3 Eulersche Gleichungen und klassische Kreisel

Bislang haben wir rein kinematische Eigenschaften des starren Korpers diskutiert. Die dyna-
mischen Eigenschaften werden analog zum 2. NEWTON’schen Gesetz fiir Massepunkte durch
die EULER’schen Gleichungen beschrieben, die natiirlich aus dem 2. NEWTON’schen Gesetz
folgen.

9.3.1 Eulersche Gleichungen

Auf den i-ten Massepunkt wirke im raumfesten Koordinatensystem (Inertialsystem) die du-
Bere Kraft F;. Dann ist das Drehmoment gegeben durch

N
M =) (x;xF) (9.47)
i=1
und es gilt fiir den Drehimpuls
L’ _ M (9.48)
dr '

was im Inertialsystem die Dynamik des starren Korpers beschreibt. Wir wollen diese Dyna-
mik nun im korperfesten System formulieren.

Es gelten die Zusammenhinge

L'=RL M =RM, L2 0w (9.49)

und somit
d .. -
RM:E(RL):RL+RL:R(L+R RL)
=R(L+wxL). (9.50)

Nach Multiplikation mit RT folgt

M=L+wxL=0w+wx0w| (9.51)

Dies sind die EULER’schen Gleichungen. Wahlt man das korperfeste System so, dass die Ko-
ordinatenachsen den Haupttrdgheitsachsen entsprechen, gilt komponentenweise:

M, = 0101 + waw3(03 —02)
M, = 92(){)2 + wi1w3 (91 - 93) (9.52)
Mg = di)g + (1)1(1)2(92 - 91)

Im Folgenden betrachten wir die EULER-Gleichungen fiir wichtige (einfache) Spezialfille.
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9.3.2 Kraftefreier Symmetrischer Kreisel

Fiir einen starren Korper, der rotationssymmetrisch um eine Achse ist, z. B. die 3-Achse, folgt,
dass die Tragheitsmomente senkrecht zu dieser Achse identisch sein miissen, d. h. 8; = 6.

Fiir den Fall einer kriftefreien Bewegung (F =0 = M = 0) folgt aus den EULER’schen Glei-
chungen:

(01 - 03)wow3 — 0101 =0
(93 - 91)(1)3(1)1 - 91&52 =0 (9.53)
93(1)3 =0.

Wir nehmen desweiteren (0. B. d. A.) an, dass der Ursprung des Koordinatensystems im Schwer-
punkt liegt. Fiir den Fall, dass die Rotationsachse w entlang einer der Hauptachsen des Kor-
pers liegt, d. h.

w1 0 0
w=| 0 |, w2 oder| 0 |,
0 0 w3

reduzieren sich die EULER’schen Gleichungen auf entweder
01(1)1 =0 , 61(1)'2 =0 oder 93(1}3 =0

und die Losungen sind trivialerweise Rotationen mit konstanter Winkelgeschwindigkeit um
diese Hauptachsen.

Betrachten wir also den allgemeinen Fall, in dem zu gegebener Zeit mindestens zwei Kom-
ponenten w; # 0.

Fiir die Rotation um die 3-Achsen gilt:
0303 =0 = w3 = const. (9.54)

mit einem Wert w3, der durch die Anfangsbedingungen fixiert ist. Die beiden anderen EU-
LER’schen Gleichungen lauten dann

W ——[83_91w ]w

1= 0, 3| W2

) 03— 01

W = w3 | Wi. (9.55)

01
Mit der Definition .y
Q= ng 629 const. (9.56)
01

erhalten wir

w;+Qwy =0
d)g - le =0. (9.57)
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Wir fiithren an dieser Stelle ein komplexe Hilfsvariable ein

n:=w)+iwy, (9.58)
welche die Differenzialgleichung
f—ion 2”0 9.59)
erfiillt. Die Gleichung wird durch .
n(t) = Ae™ (9.60)

und somit

w1 () = AcosQt
wo (1) = AsinQt (9.61)

iQt+6

gelost. (Entsprechend phasenverschobene Funktionen n = Ae sind natiirlich ebenfalls

Losungen). Mit w3 = const. gilt ebenfalls

lw| = \/aﬁ + w5+ w5 = \/A2 + w3 = const. (9.62)

Damit beschreibt die Drehachse w(¢) eine Kreisbahn parallel zur é;, é, Ebene, die mit ,,Win-
kelgeschwindigkeit“ bzw. Prdzessionsgeschwindigkeit Q2 durchlaufen wird.

Q << --------------- i

w3

A

€1

Im korperfesten System schneidet also w einen Kegel aus, der rotationssymmetrisch um die
Symmetrieachse liegt.

Da wir eine kréftefreie Bewegung betrachten, ist der Drehimpuls im Inertialsystem é; zeit-
lich erhalten, das bedeutet allerdings, dass wir einen zeitlich verdnderlichen Drehimpuls im
korperfesten System erwarten.

Eine weitere ErhaltungsgréBe im kriftefreien Fall ist die kinetische Energie. Im korperfesten
Schwerpunktsystem beschreibt diese rein die Rotationsenergie und ist gegeben durch

T —1wT Hw—lw L = const (9.63)
rot—z _2 - . .

Dies bedeutet, dass der Winkel zwischen w und L immer konstant bleibt (aus der Erhaltung
des Drehimpulses im Inertialsystem L’ = const. => L'? = const. folgt mit L' = RL, dass auch
der Betrag von L im kérperfesten System konstant bleibt, L? = const.)
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9.3 Eulersche Gleichungen und klassische Kreisel Mechanik

Da w im korperfesten System um die é3-Achse prizediert, steht w senkrecht auf der durch é;
und w aufgespannten Ebene, was sich anhand der Losung (9.54) & (9.60) direkt verifizieren
lasst. Aus (9.62) folgt dann

d .
Oza(w-L):d)-L+w-L (9.64)
(9.63) .
— w-L=0.

Dies bedeutet das L ebenfalls in der Ebene liegen muss, die durch @ und é; aufgespannt
wird. Da w um é; prézediert, prazediert ebenfalls L(#) mit Prazessionswinkelgeschwindig-
keit
605 — 6,
01

Q= w3 (9.65)

um die é3-Achse.

Wir kénnen diese Prézession auch vom Inertialsystem aus interpretieren. Da in diesem L' =
const. ist, konnen wir die &;-Achse entlang L’ wihlen. Der Zusammenhang L' = RL impli-
ziert nur, dass die Haupttragheitsachse é; des korperfesten Systems vom Inertialsystem aus
betrachtet um die é}-Achse mit Q préazediert. Entsprechend prézediert w so, dass &}, é; und
w immer in einer Ebene liegen.

Diese Situation ldsst sich im Bild von zwei auseinander abrollenden Kegeln verdeutlichen:

S

Al
€

Vernachldssigt man die von Sonne, Mond und anderen Planeten auf die Erde ausgeiibten
Drehmomente, kann die Erde ndherungsweise als Kriftefreier Kreisel betrachtet werden.
Zudem ist die Erde keine perfekte Kugel, sondern wegen der Abplattung an den Polen ein
symmetrischer Kreisel mit

O =0 _ 1 (9.66)
6 300 '
Mit der Winkelgeschwindigkeit
27
w3 =~W=—
Tag
. e : o 2n
folgt eine Prazessionswinkelgeschwindigkeit von Q x ————.
300Tage

In der Tat ist die Drehachse nicht identisch mit der Hauptrdgheitsachse, was bedeutet, das
die Drehachse nicht fest mit der Erde verbunden ist. Sie wandert um den geografischen
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9.3 Eulersche Gleichungen und klassische Kreisel Mechanik

Nordpol innerhalb eines Radius von = 4,5m (mit starken Schwankungen herum). Die tat-
sdchliche Periode betrdgt im Durchschnitt = 427 Tage fiir die Préazessionsbewegung. Der Un-
terschied zu den oben geschétzten 300 Tagen wird der Tatsache zugeschrieben, dass die Erde
kein starrer Korper ist, sondern elastische Eigenschaft besitzt.

9.3.3 Symmetrischer Kreisel im Gravitationsfeld
Die Anderung seiner Drehachse, mit der ein Kreisel auf ein einwirkendes Drehmoment ant-
wortet, ist typischerweise nicht im Einklang mit der naiven Intuition.

Betrachten wir z. B. einen um die 1-Achse symmetrischen Kreisel, d. h. 8, = 03, der um die
Symmetrieachse mit w; = const. rotiert. (w2 = w3 =0).

W1 /TN e

)
{

Wenn wir nun eine Kraft auf eine Seite der Drehachse in é;-Richtung ausiiben, entspricht
dies einem Drehmoment in é3-Richtung, d. h. M3 # 0.
Gemal
M3 =03w3 + w1 wsr (02 —01) =03w3 (9.67)
—~
=0
fiihrt dies (wie erwartet) zu einer Drehbewegung um die 3-Achse w3 # 0. Fiir die 2. Kompo-
nente bedeutet dies
0=M, :62w2+w1w3(91— 63 ). (9.68)
—~—
=0,
Der zweite Term verschwindet nun nicht mehr. Obwohl kein Drehmoment M, angelegt wird,
erzwingt diese EULER-Gleichung ebenfalls eine Anderung der Drehachse mit endlicher w-
Komponente. Es ergibt sich also eine (naiv unerwartete) Drehbewegung um die 2-Achse.

Diese grundlegende in den EULER-Gleichungen enthaltene Mechanismus wird in Kreisel-
spielzeugen (und Instrumenten wie z. B. Gyroskope) ausgenutzt und kommt auch im sym-
metrischen Kreisel im Gravitationsfeld zum tragen: Konkret betrachten wir einen symmetri-
schen Kreisel mit 0, = 6,, der an einem Aufpunkt (i.A. # Schwerpunkt) festgestellt wird und
sich im Gravitationsfeld befindet. Zur Beschreibung wéhlen wir ein Inertialsystem und ein
korperfestes System, die ihren gemeinsamen Ursprung in diesem Aufpunkt haben.

Die Schwerkraft wirkt in negative 3'-Richtung und greift am Schwerpunkt mit den Betrag
Mg an, wobei M die Gesamtmasse des Kreisels ist. Sei i der Abstand des Schwerpunkt vom
Aufpunkt.

Die kinetische Energie ist (Betrachtung im korperfesten Hauptachsensystem):

1 1
T = 591(w§ +w3) + Eegwg. (9.69)

105
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Im Folgendem verwenden wir das Resultat aus (9.9), das die Konstruktion von w durch EU-
LER-Winkel im korperfesten System beschreibt:

cosy sin@siny 0
w=7 —siny |+¢@| sinOcosy |+| 0 |. (9.70)
0 cos0 1
Daraus folgt
w% = (¢sindsiny + dcosy)?
= ¢?sin? 9sin ¢ + 29 sin Isiny cosy + 9 cos® v
w% = (¢sindcosy — Isiny)? (9.71)
= ¢ sin® 9 cos® 7 — 29 sin Isiny cosy + 9 sin® 1,
sodass .
w% +w§ = (/')2 sin® 9 + 9°. (9.72)
AuBerdem gilt nach (9.70):
w3 = (@ cosd +1)°. (9.73)

Die kinetische Energie lautet folglich
1 . 1 .
T= 591@2 sin® @ + 62) +§93((pcos{)+w)2. (9.74)

Die potentielle Energie zur Gravitationskraft ist

U=Mghcos0, (9.75)
sodass die Lagrange-Funktion lautet:
1 .2 .2 52 1 . .2
L:§91(<p sin“ 9+ 9 )+563((pcosﬁ+w) — Mghcos?. (9.76)

Offenbar sind ¢ und v beides zyklische Koordinaten da L nur von ¢ und ¥ abhéngt. Die
zugehorigen kanonisch konjugierten Impulse sind daher Erhaltungsgré3en:

oL
Py = % = (0 sin® 9 + 05 cos? 9) + H31) cos I = const.

oL
Py = @ = 03(y + ¢ cosd) = const. B3 Osws. (9.77)
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Da die zyklischen Koordinaten Winkel sind, entsprechend die kanonischen Impulse enthal-
tenen Drehimpulsen entlang der Achsen, beziiglich der ¢ und ¥ Drehwinkel sind. Dies sind
die &;-Achse im Inertialsystem (fiir ¢p) bzw. die é3-Achse im korperfesten System (fiir ).
Dies ist einsichtig, da die Gravitationskraft ein Drehmoment entlang der Knotenlinie (vgl.
Kommentar unter (9.4)) erzeugt, welche senkrecht auf &3 und é'3 steht.

Die Gleichungen (9.77) konnen nach ¢ und vy aufgel6st werden. Aus der zweiten folgt z. B.

. Py —03¢pcos?
w:‘/’—.

9.78
05 (9.78)
Einsetzen in die erste Gleichung liefert
— py cos?
p= Lo _Pv 2 9.79)
6, sin“ 9
und damit aus (9.78) P P
. Pw (p(p - pu/ COS )COS
= =——- . 9.80
v 05 0, sin% 9 (9.80)
Da das System konservativ ist, gilt desweiteren die Energieerhaltung
1 . 1
E= 591 (@?sin? 9+ %) + Engg + Mghcos? = const. (9.81)

Da wegen (9.77), ps4 = O3w3, der zweite Term separat eine Konstante ist, betrachten wir die
Erhaltungsgrolle

1 1 .
E':=E- E@gwg = 591 (¢ sin? 9 + 9%) + Mghcos 9 = const. (9.82)
Mit (9.79) kénnen wir in E’ die Abhdngigkeit von ¢ eliminieren:

E:%&ﬁ+vw) (9.83)
mit
(py — py cosD)?

20, sin% 9

als effektivem Potential fiir die Bewegung in 9. Der ,Kippwinkel“ 9 der Rotationsachse zur
senkrechten ist zunéchst grundsitzlich auf 0 < 9 < 7 beschrdnkt. Fiir endliche py, py =
const. (bestimmt durch Anfangsbedingungen) hat V(9) typischerweise die im Bild gezeig-
te Form.
Der Term ~ Sm%ﬂ erzeugt Potentialbarrieren bei 9 = 0 und 9 = n. Fiir (durch Anfangsbedin-
gungen) gegebenes E' = const., z.B. E' = E] < oo ist die Bewegung des Kippwinkels auf ein
endliches Intervall

V() := + Mghcos? (9.84)

0<9 1 =9<r<nm

beschrdnkt. Die Winkel 9; und 9, spielen die Rolle von Umkehrpunkten analog zum 2-
Korper-Problem. Fiir eine minimale Energiekonstante E’ = E; wird das Potentialminimum
bei einem Winkel 9, eingenommen. D. h. fiir dieses Ej kann der Kippwinkel fiir die gesamte
Bewegung nur einen festen Wert 9 = J, annehmen. Die verbleibende Bewegungsfreiheit des
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Vo) A

>

9, 9, om

Kreisels in diesem Fall ist eine Prazession um die &;-Achse. Der Winkel ) ldsst sich analy-
tisch untersuchen:

0 V(99 _—cosdo(py—py cos99)? + py sin® 9o (pyy — py cos D)

09 91 Sil’l3 190
— Mghsind. (9.85)
Mit der Definition
B =Py — pycosdy (9.86)
folgt:
B? cos 9y — Bpy sin® 0y + Mgh6, sin* 9, = 0. (9.87)
Diese quadratische Gleichung in f hat die Lésungen
sin? 9 4Mgh6, cos?
po =D oy, [y 2M8RTLC0SY0 ) (9.88)
2cosdy Py
Da f eine reelle Grof3e sein muss, muss fiir den Fall das 9y < % ist, gelten
plzl, =>4Mgh0, cosy. (9.89)

Mit (9.77), py = O3ws, folgt

2
w3 = 9—\/Mgh61 cos . (9.90)

3
Daraus kénnen wir schlieen, dass eine moégliche Prdzessionsbewegung bei festem 9y nur
moglich ist, falls die Winkelgeschwindigkeit w3 groler als der durch (9.90) gegebene Wert
ist.

Die Prazessionsbewegung wird beschrieben durch ¢. Fiir den Fall, dass 9 = 9y, folgt aus (9.79):

= L (9.91)

$o=¢ 0=19, B 0;sin29,

Fiir die beiden verschiedenen Werte von § = 3. gibt es also zwei verschiedene Prézessions-
bewegungen:

. B+ o
= ——— (schnelle Prizession
Yo+ 91 sin2 190 ( )
Po- = /3—_2 (langsame Prdzession). (9.92)
6, sin” 9
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Im Falle eines ,schnellen Kreisels“, d. h. w3 bzw. p4 groR ist die Wurzel in (9.88) entwickelbar
und es folgt fiir die Prazession

. B3ws

(p0+_9100$190

. _ Mgh

G0-= G (9.93)

Gewdhnlich beobachtet man die langsame Préazession ¢(_. Diese Ergebnisse haben wir fiir
den Fall 9y < 7 abgeleitet, d. h. wir haben angenommen, dass der Schwerpunkt {iber dem
Auflagepunkt ist. Mit geeigneter Aufhdngung ldsst sich auch der Fall 9y > 7 realisieren.

In diesem Fall ist der Radikand in (9.88) immer positiv, und es gibt folglich keine Einschrédn-
kung an w3. Da die Wurzel dann gréRer als 1 ist, haben die langsame und schnelle Prdzession
(o dann unterschiedliche Vorzeichen, insbesondere wechselt ¢ fiir 9y > 7 im Vergleich zu
9o < % das Vorzeichen, d. h. die Prazessionsrichtung.

Fiir den allgemeinen Fall, in dem E’' > E(’), tiberstreicht 9 das Intervall 9; < 9 < 9,. Aus (9.79),

. Py~ pycosd

9.94
0, sin®9 9.9

wird deutlich, dass ¢ je nach Werten fiir p, und py das Vorzeichen wechseln kann (aber
nicht muss).

Falls ¢» das Vorzeichen nicht wechselt, prizediert der Kreisel monoton in eine Richtung um
die éé -Achse, und die é;-Figurenachse oszilliert wihrend der Prdzession zwischen 9; < 9 <
U,. Diese Bewegung wird ,Nutation“ genannt. Der Pfad der Figurenachse projiziert auf eine
den Kreisel umgebende Kugeloberflache und sieht dann folgendermalien aus:

Fiir den Fall, dass ¢ das Vorzeichen wechselt, miissen ¢ bei 9; und ¢ bei 9, unterschiedli-
ches Vorzeichen haben. Die Prazessionsbewegung verlduft also in Schleifen:
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Im Grenzfall, dass p, und py, so gewéhlt sind, dass

=0 (9.95)
=01

(pp — Py cOsD)

gilt

PO =0, 9 =0. (9.96)

=0

Die Prdzession/Nutation entwickelt also Spitzen (,,cusps®).

Dieser Grenzfall wird tatsdchlich natiirlicherweise angenommen, wenn man einen (bereits
angetriebenen) Kreisel im Schwerefeld losldsst. Der Moment des Loslassens entspricht einen
»Cusp®.

9.3.4 Stabilitdt von kraftefreien Rotationen starrer Korper

Fiir den Fall von rotierenden starren Kérpern, die ohne Krafteinwirkung rotieren, wollen wir
die Frage untersuchen, welche Rotationsbewegungen stabil sind. Stabilitdt bedeutet, dass
kleine Storungen der Bewegung wieder zur Bewegung hinfiihren (mit moglichen kleinen
Schwingungen um diese Bewegung).

Wir betrachten einen allgemeinen Korper mit Haupttragheitsmomenten 61, 6, 3 und be-
schrianken uns auf Rotationen um eine Haupttragheitsachse. Sei 0. B. d. A.

w = (1)1@1. (9.98)
Eine kleine Stérung dieser Bewegung parametrisieren wir durch

w=wé + Aég + ,Ltég (9.99)
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. A M
mit —, — <« 1.
w1 W
Die EULER-Gleichungen lauten dann

02 -03)Au—0101 =0
03 —0)pw; —0,A=0 (9.100)
01— 02)Aw; — 031 =0.

Vernachldssigen wir Terme quadratisch in den Stérungen A, i, so besagt die erste Gleichung

0,071 =0 = w; = const.
Daraus folgt:

/'1:(93_9%01)# (9.101)
0>
. [01—0>
= ( 03
wobei die Terme in Klammern zeitlich konstant sind. Differenzieren der ersten Gleichung
und einsetzen der Zweiten fiihrt auf

01 —03)(0; —02)

wl)/l, (9.102)

A 21 =0, 9.103
T 0,0, (9.103)
dhnlich fiir p:
01-03)(01-02) ,
=0. 9.104
0,0, wip ( )
Fur

(01 —03)(01 — 6>) S
0,05
handelt es sich jeweils um harmonische Oszillator-Gleichungen mit entsprechend oszillie-
renden Losungen

0 (9.105)

A, 1~ cos(Qt +0) (9.106)
mit
(0, —-03)(61-0>)
Q= . 9.107
\/ 0,0+ ( )

Die Bedingung (9.105) bedeutet also, dass solche Rotationen unter kleinen Stérungen A, p
stabil sind und oszillatorische Schwingungen in den Stérungen um die ungestorte Bewegung
w = w1 &) ausfiihren. Die Stabilititsbedingung (9.105) ist erfiillt fiir

(D 91>02,93, 0der(2) 91<92,93. (9.108)

Fall (1) beschreibt Rotationen um die Haupttrdgheitsachsen mit dem gréBten, bzw. Fall (2)
mit dem kleinsten, Tragheitsmoment. Diese Rotationsachsen sind stabil.

Bedingung (9.105) ist nicht erfiillt fiir den Fall
3 02 < 61 < 93. (9.109)

In diesem Fall enthalten die Losungen von (9.103), (9.104) exponentiell anwachsende Kom-
ponenten A, i ~ e!!’. D, h. kleine Stérungen fiihren schnell weg von der anfinglichen Be-
wegung. Diese Rotationsachse ist instabil. Das Ergebnis ldsst sich mit einem Tennisschldger
leicht experimentell verifizieren.
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10 Kanonische Bewegungsgleichungen - Hamiltonsche
Dynamik

Bei der Diskussion des HAMILTON ’schen Prinzips war die LAGRANGE-Funktion L(q;, g;; ) von
zentraler Bedeutung. Obwohl der LAGRANGE-Formalismus sowohl vom praktischen Stand-
punkt betrachtet die Beschreibung vieler Systeme vereinfacht als auch viele der Mechanik
zugrunde liegenden Strukturen offenbart, verbleiben gewisse strukturelle Defizite. So wird
z.B. die Abhédngigkeit der Funktion L von g und ¢ einerseits unabhédngig von einander be-
trachtet, andererseits sind g und g durch Zeitableitung miteinander verkniipft.

Desweiteren bestimmt die Wahl eines Punktes im Konfigurationsraum ¢; die Dynamik eines
Systems nicht vollstdndig, da verschiedene Trajektorien durch den selben Punkt im Konfigu-
rationsraum mit unterschiedlicher Geschwindigkeit laufen kénnen.

10.1 Kanonische Bewegungsgleichungen

Diese ,Mingel“ werden in der kanonischen Formulierung der Mechanik behoben, die gleich-
zeitig die formale Grundlage fiir Strukturen der Quantenmechanik liefert.
Als alternative dynamische Variable zu g; bietet sich der kanonische Impuls an,

oL (10.1)
p i= . .
) ) d oL oL o .
Die LAGRANGE-Bewegungsgleichung — —— = — schreibt sich dann unmittelbar
dr aq]- aq]-
pj= oL (10.2)
] aqj . .
Es sei zudem an die HAMILTON-Funktion erinnert
H=) pijqi-L, (10.3)
J

die unter bestimmten Voraussetzungen der Gesamtenergie entspricht und zeitlich erhalten
ist.

Um nun die verallgemeinerten Geschwindigkeiten ¢; als Variable loszuwerden, konnen wir
(10.1) implizit nach g; auflésen:

_0L(qj,q;;1)

= qj=4;(q;j,pj; 1) (10.4)
aCIj J J\M ] F]

Pj
Einsetzen von (10.4) in (10.3) liefert die HAMILTON-Funktion als Funktion von ¢; und p;.
H(qj,pj;t) = ijq'j —L(qj,q;;1), mitqg;=4q;(qj,pj;?) (10.5)
J

(NB: (10.4) definiert eine , Legendre-Transformation®).
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Im Folgenden wollen wir immer die HAMILTON-Funktion als Funktion der Variablen ¢; und
p; (und 1) betrachten. Die Menge aller g; und p; eines Systems bildet den , Phasenraum®.
Das totale Differenzial von H lautet

0H 0H 0H
dH=) |=—d —d —dr. 10.6
;(aq 01k+ap Pk)+at (10.6)
Gemadl der Definition (10.4) gilt ebenfalls
dH = Z (depk — Prdqy - —dLIk Ezﬂﬁ/ - —df (10.7)

. , a
=Y (Grdpr— prdgy) — a—dt.
% t

Da die Differenziale dp;, dq;, df unabhingig voneinander sind und beliebig gewéhlt werden
konnen, folgen aus (10.6) und (10.7) per Koeffizientenvergleich die HAMILTON 'schen Bewe-
gungsgleichungen

) 0H . 0H
gk = 0_}9k Pk = _d_qk ) (10.8)
sowie a_L i OL{ 0
ot ot )

Die HAMILTON’schen Bewegungsgleichungen werden wegen der gleichberechtigten Behand-
lung von g und pj auch kanonische Bewegungsgleichungen genannt.

Hat ein System s Freiheitsgrade g, k = 1,..., s, so wird seine Dynamik durch die 2s HAMIL-
TON’schen-Bewegungsgleichungen beschrieben, die jeweils Differentialgleichungen 1. Ord-
nung sind (im Vergleich zu s Bewegungsgleichungen 2. Ordnung in der LAGRANGE-Formu-
lierung.)

Fiir die totale Zeitableitung von H folgt aus (10.5):

d_H: aquk+6Hdpk +ai{dt
-pr 4k gr Pk
= dH aH, (10.10)
dr ot
th die HAMILTON-Funktion ist eine ErhaltungsgroRe, falls sie explizit zeitunabhingig ist,
or = 0.

In fritheren Kapiteln haben wir bereits diskutiert, dass H = E (gesamte Energie) = T + U gilt,
sofern das Potential nicht von der Geschwindigkeit abhdngt und die Transformation von
kartesischen auf generalisierte Koordinaten nicht explizit von der Zeit abhangt.
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10.1.1 Beispiel:
Wir betrachten die Bewegung eines Massepunkts auf einer Zylinderoberflache:
x>+ > =R% (10.11)
Zusatzlich wird der Massepunkt zum Zentrum hin angezogen:
“A
N
]

A

>y
?
x/v
F=—kr, harmonisches Kraftgesetz. (10.12)
Das zugehorige Potential ist
Lo L, o o, o 1. o
U:Ekr :Ek(x +y°+z ):Ek(R + z°). (10.13)

Die Geschwindigkeit in zylindrischen Koordinaten lautet
v? = p% + p0% + 22, (10.14)
Wegen p = R = const., folgt p = 0, so dass die kinetische Energie gegeben ist durch
1 202, 52
T:Em(R 0°+ z°). (10.15)
Daraus kénnen wir die LAGRANGE-Dichte konstruieren
1 . 1
L= T—U:Em(R202+22)—§k(R2+zz). (10.16)

Betrachten wir 6 und z als verallgemeinerte Koordinaten, dann sind die zugehorigen kano-
nischen Impulse:

L .
po = % - mR%0 (10.17)
oL )
Pz = 35 mz.

Die Geschwindigkeiten lassen sich nun nach den Impulsen auflésen,

po_ ,_Pz (10.18)

mR?’ m
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Mechanik

und die HAMILTONfunktion folgt (geméal’ Legendre-Transformation)

vy p?
H=pgb+p,z-L = 92+_Z_L
9._’.17(%2_’!72 mR m
2 2
P P riy
mR2  m
Mit
1 5.9 .o (1018 1 Py Pl
T = —m(R20%+2%) &Y = L
2 ( ) 2 m2R%2  m?
erhalten wir
2 2
1
p=Lo Pz L, 2
mR2 m 2

=T+ U (wie erwartet).

Die kanonischen Bewegungsgleichungen folgen unmittelbar:

i 0H
1) pg:—E:O
0H
2.) }bzz—az—kz
. 0H
3) 6=——="L0
Opgp mR
0H
4) Z:E:%.

Die letzen beiden Gleichungen reproduzieren (10.17) bzw. (10.18).

(10.19)

(10.20)

(10.21)

(10.22)

Wihrend (10.17) im Lagrange-Formalismus eine Definition ist, sind (3) & (4) ein Ergebnis des

HAMILTON-Formalismus.

(1) & (3) zusammen besagen, dass

pPo = mR*0 = const.

(10.23)

gilt, was der Drehimpulserhaltung um die z-Achse entspricht. (2) & (4) liefern schlielich

s, 2 .ok
Z+twyz =0mitwy=—.
m

Die Bewegung in z-Richtung ist also eine harmonische Schwingung.

(10.24)
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10.2 Poisson-Klammern Mechanik

10.2 Poisson-Klammern

Da die Dynamik eines HAMILTONschen Systems durch die Zeitentwicklung im Phasenraum
bestimmt ist, ist jede physikalische GréRe als Funktion der Phasenraumvariablen bestimm-
bar. Solche allgemeine Funktionen f(q;, pj; t) heilen Observable.

Ihre Zeitableitung lautet

of ) of
—p‘ + = (10.25)
dt ]Zl (aq] op;"’) ot
Verwendung der kanonischen Gleichung fiihrt auf
d of 0H o0f o0H) 0
—f: ( f _9f ) of (10.26)
dt aqj apj apj aqj ot

Die hier auftretende Struktur fasst man in der Definition der Poisson-Klammer zusammen.
Fiir zwei beliebige Observable f(q;, p;j; 1), g(qj, pj, t) ist diese definiert durch

. of dg of ag)
{f,g}.—Z(aqj op; " piaa;) (10.27)

Damit ldsst sich die Zeitevolution von f in der kompakten Form

a5 _ of
= (10.28)

schreiben. Diese Notation verdeutlicht die Relevanz der HAMILTON-Funktion, die die Zeit-
entwicklung der Observablen steuert.

Mit der Poisson-Klammer konnen nun auch Erhaltungssétze in einer kompakten Form ge-
schrieben werden. Nach (10.28) ist eine nicht explizit zeitabhdngige Observable f genau
dann eine Erhaltungsgrof3e, wenn ihre Poisson-Klammer mit der HAMILTON-Funktion ver-
schwindet:

_ af _ of )
{fH =0 dt_o, (f 1ls at_o (10.29)

Ein einfaches Beispiel ist offensichtlich eine nicht explizit zeitabhéngige HAMILTON-Funkti-

0H
on H, a7 =0, fiir die bereits aus der Definition (10.27) folgt

{H,H} =0, (10.30)

d. h. solche HAMILTON-Funktionen sind zeitlich erhalten.

Betrachten wir die Beispiele
f(q,p;t) = gj oder p;,

so finden wir durch direktes nachrechnen

aq] (10.27) 0H
yH 10.31
31 =1{q;, H} ap] ( )
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bzw. d

——=1{pj, H}=——— (10.32)

d. h. die Bewegungsgleichungen lassen sich durch die Poisson-Klammern ausdriicken.

Werfen wir einen ndheren Blick auf (10.32):

Pi= ; dq; 0p; Op; 0q;)  0q;’
—~—

~——
=0 =6;;

dpj OH Opj 0H\ _0H

(10.33)

dann ist der kanonische Impuls p; erhalten, p; = 0, genau dann, wenn H nicht von ¢; ab-

. 0H
hingt, — =0.
aq;

Aus der Definition der HAMILTON-Funktion

H= Z pjqj—L(q,q;t) (aufgefasstals Funktion von g, q)
J

ist erkennbar, dass dies zutrifft, wenn

0H oL _

L=, (10.34)
dq;  0q;

d.h. wenn g; eine zyklische Koordinate ist.

Hier stollen wir wieder auf einen Zusammenhang zwischen Symmetrien und Erhaltungsgro-
Ben:

Ist H(q1,...,qs P1,-.-, Ps) = H(qn,...,qj+Aqj, p1,..., ps) (Invarianz unter beliebiger Verschie-
bung einer Phasenraumkoordinate), dann ist g—f, = 0 und der zugehorige kanonische Impuls

J
ist erhalten p; = 0.

Abschlief3end listen wir wichtige Eigenschaften der Poisson-Klammern auf, die direkt aus
der Definition folgen:

1. Linearitat:
{cif +c28 b} = a1{f, h} + c2{g, h}. (10.35)

2. Antisymmetrie:

if.gt=-1g f}. (10.36)
3. Existenz eines Nullelements
{c, f} =0 mit ¢ = const. (10.37)

4. Produktregel:
{fgn=flgn+1{f nig. (10.38)

Da diese Regel der Leibniz-Regel von Ableitungen dhnelt, zdhlt auch die Poisson-Klam-
mer mathematisch auch zu den Derivationen.
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5. Jacobi-Identitit:
{fiig, i} +{g {h, fI}+{h{f, gt=0. (10.39)

6. Fundamentale Poisson-Klammern:
{gi,qj} =0={pi, pj} (10.40)
{qi,pj}=0ij.

Aus der Jacobi-Identitédt folgt z.B.: sind f und g Erhaltungsgrof3en, so ist auch {f, g} eine
Erhaltungsgrolle:

=0 =0

Neben ihrer Bedeutung in der klassischen Mechanik, findet sich die gleiche Algebraische
Struktur der Poisson-Klammern auch in der Quantenmechanik in Form der Kommutatoren
wieder.

10.3 Stabilitdat dynamischer Systeme, Lyapunov-Exponenten

Wir wollen im Folgenden der Frage nachgehen, wie die Stabilitdt von dynamischen Systemen
klassifiziert und quantifiziert werden kann. Dies wollen wir im Rahmen und als Beispiel von
HAMILTON’schen Systemen tun, auch wenn sich diese Diskussion nach allgemeiner fassen
lasst.

Sei ein Dynamisches System gegeben durch die HAMILTON-Funktion H(T'), wobei

r:(QI;---;CIsyply---,Ps) (10.42)

einen Punkt im Phasenraum beschreibt. Die Dynamik des Systems ist gegeben durch die
kanonischen Bewegungsgleichungen

dar . 0H 0H OH 0
= =(— _

H
— = ey — = FT 10.43
" S0 30 )=:F(I) (10.43)

opy’"" opus

)

fiir die wir hier eine verkiirzte Notation eingefiihrt haben. Fiir den Fall, dass F explizit zeitu-
nabhiéngig ist, nennt man das System autonom.

Der Begriff der Ruhelage in einem Newtonschen System verallgemeinert sich auf den Begriff
eines Fixpunktes T . des HAMILTON schen Systems, der definiert ist durch

dr*
dr

=F([I,)=0. (10.44)

Im Folgenden sei angenommen, das unser HAMILTON’sches System einen oder mehrere Fix-
punkte hat. Nun betrachten wir eine Trajektorie I'(¢), die fiir eine gewisse Zeit nahe an einem
Fixpunkt vorbeilduft und daher in diesem Zeitraum durch

I'(t)=T.+06T(1) (10.45)
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parametrisiert werden kann. Wegen I, = 0 gilt

déT (1) _ dr(
dr  dr
Wir beschrianken uns nun auf die Trajektorien, bzw. die Zeitrdume, fiir die eine linearisierte

Beschreibung zu niedrigster Ordnung in 6T'(¢) hinreichend genau ist. Fiir die i-te Kompo-
nente lautet dann die Zeitevolution

=F([, +0I(1). (10.46)

doT; OF;
*=F(T,+00) =F(T)+ —| 0;+0((6D)%
= B;;6Tj +O((61)?). (10.47)

Die Jacobi-Matrix B;; heillt auch Stabilitdtsmatrix. Wir nehmen nun an, dass wir 6T'; durch
Rechtseigenvektoren von B;j aufspannen konnen:

5Fj = CAYAj (10.48)
mit Koordinaten C4 und den Rechtseigenvektoren v 4; fiir die gilt:

Bijyaj=Aayaj, (10.49)

mit den Eigenwerten A 4. Diese heillen auch Lyapunov-Exponenten.

Nebenbemerkung: Da B;; nicht notwendigerweise symmetrisch ist, miissen die A 4 nicht re-
ell sein. I. A. sind A4 € C. Auch folgt aus B;y 4; i. A. nicht, dass auch y 4;B;; = A4y a;. Die Ei-
genwerte A 4 lassen sich aber immer noch aus dem charakteristischen Polynom det(B—A1) =
0 bestimmen.

Da fiir autonome Systeme %—IZ = 0 gilt, folgt ebenso % =0 und % =0= ?—t". Die Bewe-
gungsgleichung ist daher

dor;
dr

Fiir linear unabhéngige y 4; folgt daraus

=Cayaj =CaBijyaj = Calayaj. (10.50)

Ca=24Cx (10.51)
mit der Losung
Ca(t) =Cx(0)exp(Aa- ). (10.52)

Die Lyapunov-Exponenten erlauben es uns nun, die Fixpunkte und ihre Stabilitédtseigen-
schaften zu klassifizieren:

1. Alle 14 haben negativen Realteil, Re A <0 = Cx(t — 00) — 0
= der Fixpunkt ist attraktiv I'(¢) — I,
= alle Phasenraumtrajektorien in der Ndhe des Fixpunktes werden in der Ndhe des
Fixpunktes “angezogen”.

2. mindestens ein A4 hat positiven Realteil ReAd 4 > 0 fiir mindestens einen Eigenwert.
Der Fixpunkt ist instabil, es existieren Trajektorien, die sich exponentiell schnell vom
Fixpunkt entfernen.

119



10.3 Stabilitdt dynamischer Systeme, Lyapunov-Exponenten Mechanik

3. mindestens ein Eigenwert hat Realteil = 0, alle anderen haben negativen Realteil. Sei
z.B. A} = iIlm 4, dann gibt es Trajektorien, die um den Fixpunkt oszillieren

Ca(t) = C1(0)exp(i|Aq]0). (10.53)
Ob der Fixpunkt wirklich stabil oder instabil ist, entscheiden dann Terme der Ordnung (6T )2.
Fall 3 mit sogar allen Re A 4 = 0 kann in konservativen Systemen auftreten z. B. der harmoni-

sche Oszillator hat Phasenraum-Trajektorien, die Ellipsen entsprechen.
p

—\
—

A

Der Fixpunkt I', = (0,0) liegt im Zentrum aller Ellipsen. Jede kleine Stérung T fiihrt zu os-
zillatorischem Verhalten muss also dem Fall (10.53) entsprechen.
Fall 1 ist charakteristisch fiir dissipative System wie z. B. dem harmonischen Oszillator mit
Déampfung.

p

) ;

Eine kleine Storung spiralisiert in den Fixpunkt I', = (0, 0).

@
-/

Beispiel: Mathematisches Pendel

Fiir das mathematische Pendel lautet die HAMILTON-Funktion

p2
H= 2m(plz —mglcos. (10.54)
Im Phasenraum I' = (;‘0 ) lautet die Bewegungsgleichung
@
o1 Lo
r=||= ( Cme ) (10.55)
~%0 —-mglsing

120



10.3 Stabilitdt dynamischer Systeme, Lyapunov-Exponenten Mechanik

Damit ergeben sich die Fixpunkte

T, = (””) (10.56)
0
mit der Stabilitdtsmatrix
c0 L c0 S
B= mi? | — ml? .
(—mglcowlwzm 0) (—mgl(—l)" 0) (1057

und den Eigenwerten (Lyapunov-Exponenten):

-1 1 g
= - = 2 = 2 Ly YL
0 =det(A-A1) ‘(—mgl(—l)" Z)L) AS+ ; (=" (10.58)
n=0,24,... Aimen:ii\/% = Fall 3
n=1,35,..  A®PN= i\/% = Fall 2 (10.59)
Py

N

P
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