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1 Licht und Materie

1.1 Axiomatische Herleitung der Wellengleichung

Die MAXWELL-Gleichungen in differentieller Form lauten im Vakuum mit den Ladungs- o
und Stromdichten j

N 0B . 1
VxE=—-—— V-E=— 1.1
8 ot EOQ (1.1)
%xB—laE+ 1 V-B=0 (1.2)
2ot HoJ e .

wobei E das elektrische Feld und B die magnetische Induktion bezeichnet. Die auftretenden
Konstanten lauten

As
£0=28,8542- 10712 vm Dielektrizitatskonstante des Vakuums (1.3)
m
Vs
Lo = 12,566 - 1077 m Permeabilitidt des Vakuums (1.4)
m
m
¢ =299792458 — Lichtgeschwindigkeit im Vakuum. (1.5)
S

Das Einsetzen der MAXWELL-Gleichungen in

@xﬁxE—ﬁx( OB)— a§XB——iaz—E— 0—] (1.6)
B ot ) ot 2orr M '

fiihrt zur Eliminierung der magnetischen Induktion. Unter Verwendung der bekannten Iden-
titdt des rot-rot Operators

ﬁxﬁszﬁ(ﬁ-E)—AEzﬁﬁ—AE 1.7)

ergibt sich somit die Wellengleichung

LOE_ge., 9 (1.8)
2 a2 g Hogy - )

—_—
Feld Quellen / Treiber

Die rechte Seite von (1.8) beschreibt die Quellen des elektromagnetischen Feldes.

. ve fiihrt zu quasistatischen Feldern der Ladungen

€0
0j dor e 00
° _— = —_— = f —:O.
,ant Ho Y HoQr 1ur a1

= Dies entspricht einer beschleunigt bewegten Ladung.

Im weiteren soll nun nach speziellen Losungen der MAXWELL-Gleichungen fiir Gebiete ohne
Quellen (p =0, j = 0) gesucht werden. Als Ansatz wird dafiir eine ebene Welle gewéhlt

E(r,t) =Re{Epexpli(k-r —w?)]} Ey, keC’. (1.9)




1.2 Monochromatische Felder Optik

Dabei bezeichnet Ej die komplexe Feldamplitude und k den Wellenzahlvektor, der prinzi-
piell auch komplex sein kann, aber vorerst als reell diskutiert wird. Durch einsetzen in die
Wellengleichung (1.8) ergibt sich

2
(—k2+%)E0exp[i(k-r—wt)] =0. (1.10)

2
w
Nichttriviale Lésungen erfordern die Dispersionsbeziehung des Vakuums k? = — . Eine wei-
c
tere Forderung des Ansatzes ist V- E = 0, welche durch k- E, = 0 erfiillt wird. Zur Berechnung
der zum elektrischen Feld gehorenden magnetischen Induktion wird (1.1) verwendet und

der Ansatz (1.9) eingesetzt

- 0B
V x Re{Eyexpli(k-r —wt)]} = Refik x Eyexpli(k-r —wi)]} = 3 (1.11)
Dies fithrt zum Ausdruck fiir die magnetische Induktion B
1
B =Re{Bpexpli(k-r—wr]} mit By=—kx Ej. (1.12)
w

Elektromagnetische Wellen im Vakuum sind transversal im elektrischen Feld und bzgl. der
magnetischen Induktion. Ausbreitungsvektor, elektrisches Feld und magnetische Induktion
bilden ein orthogonales rechtshédndiges Dreibein.

1.2 Monochromatische Felder

In der Optik werden monochromatische (einfarbige) Felder als stationdr bezeichnet, obwohl
sie eine schnelle Zeitabhdngigkeit besitzen und nur im zeitlichen Mittel konstant bleiben.
Fiir ein stationdres Lichtfeld ergibt sich der Ausdruck

Ercen(r, t) = Re[E(r) exp(—iw?)]. (1.13)

In Zukunft wird nur mit komplexen Feldern gerechnet. Die beobachtbaren reellen Felder
konnen jeweils durch Realteilbildung generiert werden.

Zeitableitungen wirken sich folgendermafen auf monochromatische Felder aus:

ORe[E(r) exp(—iwt)]
ot

= Re[-iwE(r) exp(—iw?)]. (1.14)

Zeitableitungen werden also durch den Ausdruck —iw ersetzt. Somit nehmen die MAXWELL-
Gleichungen monochromatischer Felder folgende Form an

<
e
I
|
o)

VxE=iwB (1.15)

<
&=
Il

o

N iw .
VXB:—§E+;10] (1.16)




1.2 Monochromatische Felder Optik

Die Wellengleichung fiir monochromatische Felder erhidlt man ausgehend von

1 azEreell = Oreell 0 jreell
AEeel — = =V +
reell 2 012 €0 Ho ot

= Greell (1.17)

mit den allgemeinen Quellen g;qcp1. Unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass Zeitableitun-
gen durch —iw ersetzt werden folgt

wZ
A+?)E:q. (1.18)

Im freien Raum (g, j = 0) ergibt sich die Helmholtz-Gleichung
0>
(A+—2)u(r) =0 (1.19)
c

fir jede der drei Komponenten des elektrischen Feldes u = Ey; .
Die spezielle Losung von (1.18) fiir eine punktformige Quelle (6-Anregung) mit g(r) = 6(r)
ist nach dem Prinzip von HUYGENS die Kugelwelle

ur) = —— 2P it r =, k= 2 (1.20)
C

Poyntingvektor

Der durch elektromagnetische Felder bewirkte Energiefluss wird durch den Poyntingvektor
Sreell beschrieben (Der Index soll ausdriicken, dass es sich um eine rein reelle Gro8e handelt.
Allerdings gibt es im Sinne der monochromatischen Felder keinen komplexen Poyntingvek-
tor). Allgemein gilt

1
Sreell = — Ereell X Breell» (1.21)
Ho

wobei die magnetische Induktion die Form Byee; = Re[B(r) exp(—iwf)] annimmt. Es ergibt
sich fiir den Energiefluss
Sreell =

(Ee—iwt+E* eiwt) % %(Be—iwt +B*eiwt)

1 : .
(ExB* +E* xB)+Z(E><Be'21“”+E* x B*e5) | (1.22)

/ ~ J

V" —~
stationdr schnell oszillierend

Messgerdte konnen die schnellen Oszillationen im Energiefluss optischer Felder (10'5Hz)
nicht auflésen und registrieren daher einen zeitgemittelten Poyntingvektor (s), der nur den
stationdren Anteil enthilt

1 *
(Sreell) = Re(ExB"). (1.23)
210

Die Divergenz von (s) beschreibt die lokale Generation und Absorption elektromagnetischer
Energie.




1.3 Einzelstreuer Optik

e div(sieel) > 0: Generation (Quelle) elektromagnetischer Energie
e div(seel) < 0: Absorption (Senke) elektromagnetischer Energie

Fiir die Energieflussbilanz ergibt sich also
1 -
div(sreenn) = —V[E x B* + c¢|
4po

1 = 1 —>
=— B*VxE-—EVxB*"+cc

4o 4o
1B*'B 1E+' 1E*+ i* |+
=—B*iwB- — iw— cc
4o 4po c? Ho
iw iw iw
beachte: — BB* +cc=—|B|>——|B|*>=0
4o 4po 4o
1
:—Z[E-j*+E*-j]. (1.24)

Im zweiten Schritt wurde die Vektoridentitit V- A x B = BV x A— AV x B verwendet. Aus
dem Vorzeichen der Divergenz ldsst sich folgern, dass durch das Feld induzierte Strome zum
Verlust elektromagnetischer Energie fithren.

1.3 Einzelstreuer

Bei globaler Ladungsneutralitét, wie sie in optischen Systemen gewohnlich vorherrscht, ist
der elektrische Dipol die dominierende Ladungsverteilung und verantwortlich fiir die Wech-
selwirkung zwischen Licht und Materie.

Zwei gegensdtzliche Punktladungen +q im Abstand d bilden

einen Dipol p = gd mit einem charakteristischen Feld. All- n
gemein ergibt sich das Dipolmoment p als erstes Element
der Multipolentwicklung einer Ladungsverteilung. Falls La- d E ‘p

dungsneutralitit vorherrscht, d. h. die Summe {iiber alle La-

dungen ¢; verschwindet ) _¢g; = 0, ist das Dipolmoment der
i
gesamten Ladungsverteilung preen = Z qiti., auch unabhingig von der Wahl des Koordi-

i
natenursprungs.

dpreell _
dr

haltung der Elementarladungen g; eine Summe kleiner Elementarstréme dar. Wird nun die

Polarisationsdichte Py (1, t) und Stromdichte jieep (7, £) mit den Relationen

d
Die Zeitableitung der Polarisation der Ladungsverteilung Y qi a4 ri.. stellt bei Er-
i

d ,
Preen(r, 1) = /dVPreell(r» 1), Z qiErireell = /dV]reell (1.25)
i

verkniipft, sind diese wegen der freien Wéhlbarkeit des Integrationsgebietes tiber die Zeita-
bleitung als

0
Jreen(r, 1) = & reell (', 1) (1.26)




1.3 Einzelstreuer Optik

verbunden. Eine sich verdndernde Polarisationsdichte kann also auch Quelle oder Senke
elektromagnetischer Strahlung sein.

Im Folgenden wird wieder zu monochromatischen Feldern iibergegangen. Gleichung (1.26)
nimmt dann die Form

Jreell () = =i Pyeey (1) (1.27)

an. Es wird die Abstrahlung eines Dipols verschwindender rdumlicher Ausdehnung d — 0
bei konstant gehaltenem Dipolmoment entsprechend einer Dipoldichte P(r) = pod(r) be-
trachtet. Dazu werden die elektromagnetischen Felder durch das Vektorpotential A und das
skalare Potential ® dargestellt
B=VxA E=iwA-Vo (1.28)

und diese in die MAXWELL-Gleichungen eingesetzt

- iw ¢, . .

VxVxA= —z(lwA—V®)+u0]

; 2

o= iw w ]

V(V'A—FQ)—AA—§A=M01- (1.29)
Im zweiten Schritt wurde die Vektoridentitit V x V x A = VV- A— A A verwendet. Mithilfe der

- iw
Lorenzeichung V- A—- —® =0 ergibt sich
c

0)2
(A+?)A: —poj = iwpopod(r), (1.30)

d. h. eine inhomogene HELMHOLTZ-Gleichung, deren Lésung bereits durch Gleichung (1.20)
bekannt ist

iwpyg  exp(ikr)
A(r)=- . 1.31
(r) 4y PO (1.31)
Das zum schwingenden Dipol geh6rende B-Feld ergibt sich zu
ile'O N eikr) l(U,Ll() _)(eikr)
B = — V = V
47 8 ( 0 r 4 Po~ r
Lo C]C2 A elkr ( 1 )

= 1-—, 1.32
in (er x po) " Ter (1.32)

wobei ausgenutzt wurde, dass sich der Gradient bei rein radiusabhingigen Funktionen auf
é% reduziert.

Das elektrische Feld kann tiber die MAXWELL-Gleichung VxB= —IC—“Z’E + o j bestimmt wer-
den zu

E(r)=- {kzé x (é; x po) e [3¢:(é; - po) —l9o](l — %)eikr}
dmeg | r rer 3 2
Fernfeld Nahfeld
1
- E—P05 (r) < Feld innerhalb des Dipols. (1.33)
0

Das den schwingenden Dipol umgebende Feld besteht aus einem schnell abfallenden
Nahfeld- und einem langsam abfallenden Fernfeldanteil. Standiges Umpolen des Dipols be-
wirkt ein Ablésen des Feldes vom Dipol, das das Fernfeld zu weit entfernt ist, um seine Po-
lung zu wechseln. Es kommt zur Abstrahlung .
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Fig. 1: Abstrahlung eines Dipols (T = Schwingungsperiode).

Im Folgenden sollen die Terme des Fernfeldes diskutiert werden:

eikr
1.

-
¢ Kugelwelle (Huygensches Prinzip)

* Das Fernfeld fillt mit r~! ab und die abgestrahlte Energiedichte mit r 2
2. e, x (e x po)

* Es gibt keine Abstrahlung in Richtung der Dipolachse (fiir &, bzw. r parallel zu
po verschwindet é, x pg). Die Feldstdrke ist proportional zum Sinus des Winkels
zwischen é, und py.

* Das abgestrahlte Feld ist in der Ebene von &, und py senkrecht zu é, polarisiert,
wegen &, x (&, x po) = &,(é, - po) — po(é, - &;) = ér(é:-po) — po

* Die Frequenzabhingigkeit der Abstrahlung ist Konsequenz der Tatsache, dass
Abstrahlung proportional zur Beschleunigung beteiligter Ladungen ist.

* Die abgestrahlte Leistung ist proportional zu w*.

¢ Der Photonenfluss (Zahl der emittierten Photonen Epnoton = fw pro Zeit), der von

einem angeregten Dipol ausgeht ist proportional zu w?.

¢ Die Lebensdauer eines angeregten Zustandes, der durch spontane Emission zer-
fallt, ist invers zu @

Bei den hohen Frequenzen der Optik (= 10'® Hz) konnen Dipole nur noch durch das optische
Feld erregt werden. Das einfallende optische Feld wirkt auf vorhandenen Einzelladungen mit
der Kraft F = gE und induziert Dipole. Diese schwingen mit der Frequenz des einfallenden
Feldes und strahlen senkrecht zur Dipolachse ab.

Anregung der Dipole mit polarisiertem Licht

Die Achse des induzierten Dipols zeigt fiir kleine (< 1/10) Streuer in Richtung der Polarisati-
on des einfallenden Lichtes. Es erfolgt keine Streuung in Richtung der Dipolachse und damit
auch nicht in Richtung der Polarisation des einfallenden Feldes.
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E
einfallende I -
ebene Welle|

Fig. 2: Fiir einfallendes Licht mit vertikaler Polarisation wird kein Licht in vertikale Richtung gestreut.

Anregung der Dipole mit unpolarisiertem Licht

Hier handelt es sich um die Uberlagerung unterschiedlich polarisierter Felder, die aber alle
senkrecht zur Ausbreitungsrichtung polarisiert sind. Ein Beobachter neben dem Strahl wird
vor allem von Streulicht, das von Streuern ausgeht deren induzierte Dipolachse senkrecht
auf der Ebene Strahlachse-Beobachter steht, getroffen. Das Streulicht ist daher senkrecht
zur Ebene Strahlachse-Beobachter polarisiert.

einfallende

» unpolarisiert
ebene Welle s

Fig. 3: Fiir einfallendes unpolarisiertes Licht, erreicht den Beobachter hauptsachlich nur Licht, des-
sen elektrisches Feld senkrecht zur Ebene Strahlachse-Beobachter steht.

Die Streuung ist weiterhin frequenzabhéngig. Blaues Licht wird wesentlich stédrker gestreut
als rotes, da die gestreute Leistung o< w*.

schwankungen. Das Himmelslicht ist azimuthal um die Son-

—
Am Himmel erfolgt die Streuung an stochastischen Dichte-
NCONE
ne polarisiert.

—

10



1.4 Feldausbreitung im Material Optik

1.4 Feldausbreitung im Material
1.4.1 Modifizierte Maxwell-Gleichungen monochromatischer Felder

Jeder Einzelstreuer wird vom Licht zu Schwingungen angeregt, was zu einer oszillierenden
Polarisation des Materials fiihrt. Bei monochromatischer Strahlung wird diese durch die Di-
poldichte P(r) reprisentiert, die durch die geméal} j(r) = —iwP(r) induzierte Stromdichte in
die MAXWELL-Gleichungen eingeht als

1
SE+HoP(r) . (1.34)

- iw . )
VxB:—§E+,u0]:—1w

Unter Verwendung von gqpo = 1/¢? lésst sich die dielektrische Verschiebung D und das ma-
gnetische Feld H einfiihren

1
D=¢yE+P H=—B, (1.35)
Ho

wobei die fiir die Optik zutreffende Abwesenheit einer magnetischen Materialresponse an-
genommen wurde. Die oben angegebene MAXWELL-Gleichung modifiziert sich bei Abwe-
senheit weiterer, sogenannter externer Strome fiir die Optik zu

VxH=-iwD V-D=0. (1.36)

Der zweite Teil von Gleichung (1.36) ergibt sich durch die Vektoridentitét V. (6 X A) =0.
Der Zusammenhang zwischen Polarisationsdichte und dielektrischer Verschiebung und wir-
kenden Feldern kann letztendlich nur experimentell oder durch quantenmechanische Rech-
nungen ermittelt werden. Bei monochromatischen Feldern nicht zu hoher Intensitit gilt je-
doch in sehr guter Ndherung

3
Pw,r)=¢gy(w,nNEw,r), Piwr) =¢ ) xijrEjwr),
j=1
wobei die Suszeptibilitit y einen Tensor zweiter Ordnung darstellt. Die dielektrische Ver-
schiebung wird damit aus dem elektrischen Feld mittels der relativen Dielektrizitdtskonstan-
ten

Elw,r)=1+y(w,r)
= D(w,r) =epe(w, r)E(w, r) (1.37)

gebildet. Vorerst werden y und ¢ als Skalare angenommen, was fiir eine Vielzahl von Medien
zutreffend ist, spater wird auch der Effekt nichtverschwindender Tensoreigenschaften dis-
kutiert.

Die in weiten Teilen der Optik relevante Approximation der MAXWELL-Gleichungen fiir mo-
nochromatische Felder stellt sich nun folgendermalfen dar:

VxE=iwB V-(E)=0 (1.38)
VxB=—i—¢E V-B=o0, (1.39)
C

wobei die beiden rechten Gleichungen fiir w # 0 durch Divergenzbildung aus den linken
Gleichungen folgen, d. h. zur Beschreibung optischer Phdnomene reicht es aus, nur die Ro-
tationsgleichungen zu betrachten.

11



1.4 Feldausbreitung im Material Optik

kuumanteile des Verschiebungsstroms (entsprechend der “1”), als
auch der Materialanteile (entsprechend y), die durch bewegte Pola-
risationsladungen entstehen und sich trotz unterschiedlicher Vorzei-
chen der beteiligten Ladungen nicht gegenseitig kompensieren. Fiir ? JJ

Die relative Dielektrizitdtskonstante reprasentiert hier sowohl die Va- ; T

die meisten Materialien ist der Materialanteil der Strome deutlich ho-
her als der Vakuumanteil (Beispiel Silizium bei A = 1000nm : y =
12,24).

1.4.2 Feldausbreitung im homogenen Material

Klassische Materialien setzen sich auch aus vielen Einzelstreuern zusammen, die mehr oder
weniger gleichmRig verteilt sind. Vom homogenen Material wird gesprochen, wenn Inho-
mogenitdten kleiner als = 1/10 sind, eine Voraussetzung die fiir klassische optische Materia-
lien gut erfiillt ist. In diesem Fall kann ¢(w, r) als rdumlich konstant angenommen werden,
d.h. es gilt ﬁg(w, r) = 0 und damit V- E = 0. Somit sind die MAXWELL-Gleichungen wieder
formal dquivalent zu denen im Vakuum bei Abwesenheit von Ladungen und strémen, nur,
dass die Lichtgeschwindigkeit zu

verdandert wurde. Fiir € reell und € > 0 kann ¢’ so interpretiert werden, dass durch die im Ma-
terial induzierten Dipolstréme die Lichtgeschwindigkeit ¢ zu ¢/ und damit um die Brechzahl
n = /€ reduziert wird. Ebenfalls wird die Wellenldnge von

c c A

A=21— zu AN=21—== (1.41)

w w n
modifiziert. Die Energiebilanz verdndert sich unter Verwendung der Beziehung zwischen
Stromdichte und Zeitableitung der Polarisation zu

(1. 24)

di v(s) ](127)1(1)(

Lo e e
—[E-] +E

(1.37) Eow

E*-P+E-P*)

——Im(y)|E)* __TI m(e)|E|%, (1.42)

d. h. Energieverluste treten nur bei einem nicht verschwindenden Imaginarteil der Dielek-
trizititskonstanten auf. In passiven Materialien ohne dullere Energiezufuhr muss daher der
Imaginérteil der Dielektrizitdtskonstanten fiir positive Frequenzen w > 0 stets positiv sein.

1.4.3 Felder an Grenzflachen

Die Ubergangsbedingungen

Im weiteren wird nur die Transversalkomponente der Feld (parallel zur Grenzfldche) beno-
tigt, weshalb nur deren Ubergangsbedingungen untersucht werden.

12



1.4 Feldausbreitung im Material Optik

Ausgangspunkt ist die MAXWELL-Gleichung fiir monochromatische Felder (1.38) in integra-
ler Formulierung unter Verwendung des Satzes von STOKES

}5 Eds:iwfdef. (1.43)
ocC C

Die gewdhlte Kontur soll die Grenzfldche zwi- : ‘

schen den Medien 1 und 2 in infinitesimalem ‘ > ‘

Abstand umschlieBen. Da die magnetische In- I 2
duktion als physikalisch beobachtbares Feld nicht divergieren kann, verschwindet das Fla-
chenintegral {iber sie bei verschwindendem Fldcheninhalt der Kontur. Damit ergibt sich fiir
die Linienintegrale tiber die Felder in den beiden Medien an der Grenzflache

II I
/ E; ds+ / E, ds=0. (1.44)
I 11

Dain die Linienintegrale nur die Transversalkomponenten eingehen (Skalarprodukt mit ds)
und die Punkte I und II beliebig gew@hlt werden konnen, miissen die transversalen E-Felder
an der Grenzfldche stetig tibergehen. Analog kann gezeigt werden dass die Transversalkom-
ponenten der magnetischen Induktion stetig an der Grenzflache iibergehen

AN

I gl I_ gl
E'=El  B/=Bl. (1.45)

Das Brechungsgesetz

Es werden homogene Medien und eine ideal glatte Grenzflache vorausgesetzt. Weiterhin
werden ebene Wellen (oder sehr breite Strahlen) mit elektrischen E(r) = eEpexp(ik-r) und
magnetischen B(r) = eBpexp(ik-r) Komponenten angenommen, wobei die Amplituden
von elektrischen und magnetischen Feldern miteinander zusammenhédngen

1
BOZ—kXE() E():———kXB() (1.46)
w

w
und der Wellenvektor der Dispersionsbeziehung | k|* = 5? geniigt. Da aus Symmetriegriin-

den alle Wellenzahlvektoren und das Fldchenlot in einer Ebene liegen, kann folgende Geo-
metrie verwendet werden:
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1.4 Feldausbreitung im Material Optik

Jeder Wellenzahlvektor liegt in der Einfallsebene x — z und besitzt nur zwei Komponenten
K

k=|(0], mit ﬁ:ngsin(p (1.47)
) c

An der Grenzfldche bei x = 0 muss wegen der Stetigkeit der Transversalkomponenten der
elektrischen Felder gelten:

I ,iBm Il ifrz _ gl i
E] e'fm* 1 Bl o'Pr% = Elo'Pr%. (1.48)
Diese Forderung ist nur durch
E\ +Ey=E, und  frn=pr=pr=p (1.49)

zu erfiillen. Die Transversalkomponente des Wellenzahlvektors geht stetig iiber. Aus B, = Br
folgt das

Pm = PR Reflexionsgesetz, (1.50)
d. h. die Gleichheit von Einfalls- und Reflexionswinkel. Aus f, = t folgt das

ny sin@, = np sin@r Brechungsgesetz. (1.51)

1.4.4 Fresnelsche Formeln

Das Einfallfeld kann nach seinen zwei moéglichen Polarisationsrichtungen zerlegt werden.

1. TE: Transversal elektrisch
E 1 zur Einfallsebene polarisiert E = Eé,,
B in der Einfallsebene polarisiert

2. TM: Transversal magnetisch
B 1 zur Einfallsebene polarisiert B = Béy,
E in der Einfallsebene polarisiert

Transversal elektrischer Fall

Die Verwendung der Stetigkeit der Transversalkomponenten fiihrt fiir das
E-Feld (y-Komponente) zu: Ey, + Eg = Et und fiir das
B-Feld (z-Komponente) zu: By, , + Br, = Bt

1
Letzteres kann mittels B, = — (k x Ep) ; durch das elektrische Feld ausgedriickt werden als:
w

KinEm + XRER = KTET. (1.52)

Das reflektierte Feld ist von der Grenzflache weg gerichtet, weshalb k1, = —xg und damit
K1(Emn — ER) = k2 ET mit x; = xjp = —kg und x» =« gilt.
Damit ergeben sich zwei Gleichungen fiir die unbekannten reflektierten und transmittierten

14



1.4 Feldausbreitung im Material Optik

Felder, woraus durch Auflosen die Reflexions- und Transmissionskoeffizienten prg und 77g
berechnet werden kénnen

ER K1 —K2 ET 2’K1
o =R = L (1.53)
EIn K1 +K2 EIn K1 +K2

- 2% s 2 0% s @i
mit ;= ”1?‘:[3»7‘2: nzg—ﬁ, und ﬁ:nlzsmq)m

Transversal magnetischer Fall

Die Verwendung der Stetigkeit der Transversalkomponenten fiihr fiir das
B-Feld (y-Komponente) zu: By, + Bg = B und fiir das

E-Feld (z-Komponente) zu: Em, , + Er, = ET,
2

c
Letzteres kann mittels E, = o (k x By), durch das B-Feld ausgedriickt werden als

K1 K2
— (B — Br) = —Br. (1.54)
&1 &2

Analog zum TE-Fall konnen durch Auflésen der Gleichungen die Reflexions- und Transmis-
sionskoeffizienten ptg und 71 berechnet werden. Hierbei werden E- und B- Felder ausge-
tauscht und x; durch x;/&; und x» durch x,/e5 ersetzt:

BR K1E2 —K2€71 BT 21(182

PTE=—— = , TIE=F5—=———— (1.55)
B x1&2+ K261 B k1€ + K267

Senkrechter Einfall (¢, =0und =0)

Der TE und TM Fall sind bei senkrechtem Einfall nicht unterscheidbar. Trotzdem ergeben
sich fiir Reflexions- und Transmissionskoeffizienten unterschiedliche Werte, da sich diese
Koeffizienten im Fall von TE auf das E-Feld und bei TM auf das B-Feld beziehen. Werden
zuséatzlich noch die Felder ineinander umgerechnet, ergeben sich gleiche Werte, weshalb
nur der TE Fall diskutiert wird:

ny—np 217,1

=0) = , T =0)= .
OTE(@m = 0) F—— TE(@m = 0) F——

(1.56)

Dabei treten zwei interessante physikalische Effekte auf:

1. Bei der Reflexion am hochbrechenden Material (n, > n,) tritt ein Phasensprung von
7 auf p1e(@m = 0) < 0. Das Gesamtfeld als Summe aus einfallendem und reflektiertem
Feld wird damit abgeschwécht und effektiv von der Grenzfldche verdriangt (destruktive
Interferenz). Diese Verdrangung erfolgt aber nur in einem kleinen Bereich (< halbe
Wellenlidnge) vor der Grenzfldche.

2. Beim Austritt aus dem hochbrechenden ins niedrigbrechend Material (n; > n,) kommt
es zur Verstdrkung des elektrischen Feldes (|7Tg(¢m = 0) |2 > 1). Der Grund ist, dass im
hochbrechenden Material das elektrische Feld abgeschirmt und ein Teil der Feldener-
gie in der Polarisation gespeichert wird. Diese Energie wird beim Durchgang durch die
Grenzflache wieder in elektrische Feldenergie umgewandelt.
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1.4 Feldausbreitung im Material Optik

Energiefliisse an Grenzflachen

Fiir den Energiefluss ist der Poyntingvektor verantwortlich, der in zeitgemittelter Form fiir
ebene Wellen durch die elektrischen oder magnetischen Amplituden folgendermalflen aus-
gedriickt werden kann:

éRe(k)IBolz. (1.57)

(s) = 1 Re(k)|Ey)> oder (s)=
Ho

wHo

Fiir das Reflexions-Transmissionsproblem sind jedoch nur die Energiefliisse interessant, wel-
che senkrecht zur Grenzflache erfolgen, d. h. die x-Komponente des Poyntingvektors. Fiir die
Reflexion ergibt sich

(SR) (SR)
LER lotel? und  Rpy = —=%

= 2, 1.58
(Sm) x {Sm)x |QTM| ( )

Rrg =

Die Berechnung der Transmission ist schwieriger, das einfallender und transmittierter Strahl
in unterschiedlichen Medien “gemessen” werden

(sT) Re(x2) (sT? €1 Re(x2)
Trg = = = lTtel*  und Trm = === ITtml?.

(1.59)
(Sm)x K1 (Sm)x €2 K1

1.4.5 Der Brewster Winkel

Es wird nun nach einem Einfallswinkel gesucht, fiir den die Reflexion komplett verschwindet
(ote(@B) = 0). Fiir Transversal elektrisch polarisiertes Licht existiert ein solcher Winkel nicht,
jedoch immer fiir TM-Polarisation. Der Brewsterwinkel folgt aus der Forderung:

K1€2 —K2€1

— B 1.60
oM (¢B) S (1.60)

= E2K1 = €1K2

: ﬁB)—el(ez : ﬁB)

wz €162

2
=— = —¢ysin® 1.61

Fiir der Brewsterwinkel ergibt sich letztendlich

&2

) (1.62)
E1t+ &

singgp =

Weitere Rechnungen zeigen, dass beim Brewsterwinkel transmittierter und verschwinden-
der reflektierter Strahl aufeinander senkrecht stehen.
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1.4 Feldausbreitung im Material Optik

Daraus ergibt sich eine physikalische Interpretation des |
Brewsterwinkels: Da der reflektierte Strahl durch die \€
Wirkung von Material 2, d. h. der im Material induzier- I £
ten Dipole gebildet wird, muss der reflektierte Strahl o

beim Brewsterwinkel verschwinden, da Dipole nicht in |
Richtung ihrer Achse abstrahlen konnen. 3

1.4.6 Totalreflexion

Wird beim Ubergang vom hoch- ins niedrigbrechende

Medium (n; > n,) das Brechungsgesetz angewendet, ergibt sich fiir Eingangswinkel ¢y, die
einen Grenzwinkel ¢ libersteigen, formal ein Wert mit Betrag groler als 1 fiir den Sinus des
Transmissionswinkels. Eine Wellenausbreitung ist im Medium 2 daher nicht méglich. Der
Grenzwinkel der Totalreflexion ergibt sich aus der Bedingung sin¢t =1 zu

. ny
singg = P (1.63)
1

Die Stetigkeit transversaler Feldkomponenten an der Grenzfliche zwischen beiden Medi-
en erfordert die Existenz eines Feldes kurz hinter der Grenzfliche im Medium 2, selbst
dann, wenn Totalreflexion vorliegt (¢, > ¢g). Ein solches Feld muss sowohl die Wellenglei-
chung, als auch die Ubergangsbedingungen erfiillen. Fiir die gegebene Geometrie und fiir
TE-Polarisation hat es fiir die E)-Feldkomponente die Struktur:

E(x,z) = Erexpli(k2x + f2)], (1.64)

wobei die transversale Komponente des Wellenzahlvektors (z-Komponente) durch den Ein-
fallswinkel im Medium 1 vorgegeben ist ( = n; 2sin ¢m) und sich die longitudinale Kompo-

. . . 2 .
nente (x-Komponente) aus der Dispersionsrelation n%“c’—z =B+ K% ergibt:

2 20 5 @ 5 5
Kzzl’lz?—ﬁ <?(n2—nlsln PIN)- (1.65)

Im Bereich der Totalreflexion ¢y, > ¢g gilt

2
w
K3 < ?(ng — nfsin® gg) =0, (1.66)
d. h. x, ist imaginéar. Das Feld im Medium 2 hat daher die Form
E(x,z) = Erexp(ifiz) exp(—Ix2|x), (1.67)

klingt also exponentiell mit Vergrollerung des Abstandes zur Grenzfliche ab. Diese Wellen
werden als evaneszent bezeichnet.

Merke: Felder, denen eine Modulation aufgezwungen wird, die feiner als die Wellenldnge
im jeweiligen Material ist, klingen exponentiell ab. Im Fall der Totalreflexion wird dem Feld
im Medium 2 an der Grenzfliche durch das Feld aus Medium 1 eine Modulation exp(ifiz)
aufgezwungen, die feiner als die Wellenldnge im Medium 2 ist.
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1.4 Feldausbreitung im Material Optik

Effekte bei Totalreflexion

Goos-Hdnchen-Shift:

Der Strahl wird bei Totalreflexion am optisch diin-

neren Medium um tan ¢y, /|x2|, einer Strecke, die \ /‘
der Eindringtiefe 1/|x»| entspricht, versetzt. Es
sieht also so aus, als wiirde der Strahl erst etwas
ins niedrigbrechende Medium eindringen, bevor
er zuriick reflektiert wird.

Tunneleffekt:
Bei optischem Kontakt (Abstand vergleichbar \ / \ /

mit der Wellenldnge) kommt es zum Tunneln.
Die getunnelte Leistung ist proportional zu Totalreflexion |d

exp(—2|x2|d). Tunnelr\

Phasenverschiebung bei Totalreflexion

<—
Goos-Hianchen-Shift

Am Beispiel TE-polarisierter Strahlung gilt fiir die Reflexion nach (1.53)

Er _Kxi-x2 _x1— ik (1.68)

TE — = 3 .
e EIn K1 +K2 K1+ l|’K2|

Es gilt |QTE|2 =1 und damit p1g = €. Es kommt bei Totalreflexion nur zu einer Phasenver-

schiebung um den Winkel

@ = —2arctan(| 2'), (1.69)
K1

die auch wieder als Folge eines kurzen Eindringens ins niedrigbrechende Medium interpre-
tiert werden kann.

Anwendungen der Totalreflexion

Umlenkprisma: Es wird 100 % Reflexion an einer einfachen Glasfldche er-
zielt. Somit ist eine teure Verspiegelung nicht erforderlich.

AN

Wellenfiihrung: Licht wird durch permanente Totalreflexion im hochbre-
chenden Material gefiihrt. Beispiele dafiir sind optische Leiter oder Fasern.

Nur das Licht, das innerhalb eines bestimmten Win- ’ ‘

kelbereiches auf die Stirnfliche einer Faser fillt,
kann innerhalb der Faser durch Totalreflexion ge- \/\/I

fiihrt werden. ’ ‘

Der halbe Offnungswinkel 9 des durch die Faser ak-
zeptierten Lichtbiindels (“Apertur” der Faser) ldsst sich mithilfe des Winkels fiir die Totalre-
flexion sin¢ = n¢jadding/ Neore Und des Brechungsgesetzes herleiten:

$in 9 = Neore SINY = Neore/ 1 — sin? ¢. (1.70)
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1.5 Die Polarisation des Materials Optik

Ncladding

Fig. 4: Zur Herleitung des Akzeptanzwinkels fiir Totalreflexion in einer optischen Faser. Fiir Totalre-
flexion muss 7core > Ncladding gelten.

Damit folgt schlieBlich

sind = \/ngore —~ néaddmg. (1.71)

1.5 Die Polarisation des Materials
1.5.1 Das Lorentz-Modell

Die Idee von LORENTZ war die Beschreibung des Materials als ein Ensemble von durch das
optische Feld (treibende Kraft) getriebenen Oszillatoren. Die induzierte Auslenkung ent-
spricht der Polarisation.

Die Evolutionsgleichung der Elongation d eines “Oszillators” lautet

d? d
2
m_zdreell + mY_dreell + mwodreell = qEreell (1.72)
gz el T gy reell T 0 eel] = el
Tréié?lei t Démﬁgfung Riickstellkraft ~ Treiber

mit der Eigenfrequenz w,, der Dampfungsrate y, der Masse m und der Ladung g. Das durch
die Bewegung induzierte mikroskopische Dipolmoment ergibt sich zu preen) = Gdreen- Die
makroskopische Polarisation ergibt sich durch Multiplikation mit der Dipoldichte N als Pyeep =
N preell (Achtung preen und Preepp haben verschiedene Einheiten). Damit ergibt sich die Bewe-
gungsgleichung der makroskopischen Polarisation zu

2

d? q
Preell = NEEreell- (1.73)

ORI
a2 Vg T

Bei einem monochromatischen Treiberfeld ergibt sich die komplexe Amplitude der Polari-
sation zu

P(w) =€0—; ]; —FE(w) (1.74)
w5 — w* —iyw
. . ) 1 ¢°N
mit der Oszillatorstirke f = — ——.
Eg M

Da P(w) = gy (w) E(w) gilt, folgt fiir die komplexe Suszeptibilitdtsfunktion

f

— (1.75)
-w?-iyw

X (w) = w(z)
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1.5 Die Polarisation des Materials Optik

Aus der Suszeptibilitdt ergibt sich die relative Dielektrizitdtskonstante zu

f

e(w) =€'(w) +ie" (@) = 1+ 5—5— (1.76)
Wy — W —1yw
22
=>e(w)=1+ Zf(wo @)
(g — w?)? + (yw)?
fro

£ (w) = (w% _w2)2 " ('}/a))z.

I gl/(w)

i i’s

Fig. 5: Real- und Imaginérteil der komplexen Dielektrizitdtskonstante.

Die Dielektrizitdtskonstante ist vor allem in der Ndhe von Resonanzen stark frequenzabhén-
gig (dispersiv). Der Realteil/Imaginérteil der Dielektrizitdtskonstanten ist bzgl. w = 0 symme-
trisch/antisymmetrisch. Der Imaginérteil der Dielektrizitdtskonstanten ist nur in der Nahe
von Resonanzen wesentlich von Null verschieden (starke Abnahme bei Entfernung von der
Resonanz), wiahrend der Realteil in einem wesentlich grofleren Frequenzbereich von der Re-
sonanz beeinflusst wird.

1.5.2 Ebene Wellen im dispersiven Material

Da sich die MAXWELL-Gleichungen fiir das homogene isotrope Material gegeniiber denen
des Vakuums formal nicht gedndert haben, beschreibt die HELMHOLTZ-Gleichung ebenfalls
die Ausbreitung monochromatischer Felder, wobei die Lichtgeschwindigkeit des Vakuums
durch ¢/ /€ ersetzt wird

w?
(A+£—2)E(r) =0. (1.77)
c
Losungen davon sind beispielsweise ebene Wellen E(r) = Eyexp(ik-r), deren Wellenzahl-

2
vektor die Dispersionsrelation k* = k% + k3 + k7 = £% erfiillt. In Abhingigkeit vom Frequenz-
bereich treten nun drei interessante Félle auf:
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1.5 Die Polarisation des Materials Optik

1. gistreell (fern von Resonanzen)
k kann (aber muss nicht) reell sein. “Normale” Wellen sind méglich. In der Ndhe einer
Grenzflache (z. B.) bei Totalreflexion sind Wellen der Form E(r) = Eyexp(ikrr) exp(—kir)
moglich. Es muss dann gelten

2
-k =~ und ky-k=0, (1.78)
c
d. h. Realteil (Ausbreitungsrichtung der Phasenfronten) und Imaginarteil (Richtung des
Abklingens) des Ausbreitungsvektors stehen senkrecht aufeinander.

2. ¢ist komplex (nahe der Resonanz)
k = kg + ik; ist komplex. Es handelt sich um eine in Richtung von k; exponentiell
o exp(—k;ir) abklingenden Welle. Der nicht verschwindende Imaginirteil der Dielek-
trizitdtskonstanten bewirkt einen Energieverlust (Absorption).

3. gistreell und negativ (oberhalb einer Resonanz, bei schwacher Dampfung und groRer
Oszillatorstarke)
2_ 12,12 12 w’
k :kx+ky+kZ:—|s|?. (1.79)

Mindestens ein der drei Komponenten des Wellenzahlvektors ist imagindr. Es tritt eine
Déampfung in die entsprechende Richtung auf. Daran @ndert sich auch nichts, wenn ¢
bei negativem Realteil ebenfalls einen Imaginérteil besitzt.

CAVE: Exponentiell anwachsende Losungen sind nur in einem Halbraum, d. h. in der Ndhe
einer Grenzflache moglich, weil sonst unbegrenzt hohe Felder auftreten.

1.5.3 Die Suszeptibilitdt realer Materialien

Reale Systeme haben stets mehrere Resonanzen mit meistens unterschiedlichen Resonanz-
frequenzen w,,, Dampfungen y,, und Oszillatorstdrken. Das Lorentz-Modell wird daher mo-
difiziert zu:

(1.80)

fm
=1+ E
£(w) >

e — W+ Y

Die Breite der Resonanz (Breite der Absorptionslinie) wird durch die Ddmpfung bestimmt
und ist proportional zu y. Materialien mit schwacher Dampfung besitzen daher eine schma-
le Absorptionslinie.

Einzelatome, -molekiile oder Gase bei geringem Druck:
* schwache Wechselwirkung der Atome bzw. Molekiile

* schwache Dampfung (y = 1/ Tpsmpfung mit Ddmpfungszeiten zwischen 100 ps und meh-
reren Nanosekunden)

 schmale Absorptionslinien (Linienbreite < 10~ mm)
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1.5 Die Polarisation des Materials Optik

Festkorper:
* starke Wechselwirkung der Einzeloszillatoren

* homogene Verbreiterung durch verstarkte Damp-
fung y = 1/ Tpimpfung mit Ddmpfungszeiten um
100 fs und Linienbreiten > 1 mm

effektive Linie

* inhomogene Verbreiterung durch Uberlagerung
vieler nebeneinander liegender Resonanzen

Transparente Materialien im sichtbaren Spektralbereich

Im Transparenzgebiet herrscht keine Absorption, d.h. Resonanzen sind weit entfernt. Es
kann sich gewohnlich auf die Wirkung zweier benachbarter Resonanzen beschrankt werden
und die Ddmpfung vernachldssigt werden y = 0:

E(w) =¢€x + Zfl + 2f2 fir wi<w<w; (1.81)
wi-w?  w5-w?

Der Parameter €., beschreibt den Ein- €
fluss weit entfernter Resonanzen. Die
erste Resonanz w liegt im Infraroten und
die Zweite w, im Ultravioletten. Fiir £

sichtbares
Licht

. . 14
wurde im nebenstehenden Bild €5, = 1
gewath. Im Transparenzgebiet gilt meis- Transparenz
tens %0 = 0, ein Verhalten, das als “nor- gebiet
w
male” Dispersion bezeichnet wird. } w
w1 w2

1.5.4 Metalle

Metalle sind durch eine hohe Dichter freier Ladungstrdger gekennzeichnet. In der entspre-
chenden Bewegungsgleichung fehlt daher die Riickstellkraft:

& d + d d E (1.82)
M—— Qreell T MY —— lreell = ( Ereell .

dr? dr ——

Tr'ei:grheit D'eim?fung Treiber

Die oben abgeleiteten Formeln kdnnen sofort auf Metalle tibertragen werden. Wird wg = 0
gesetzt, ergibt sich

2 2

N 1 w
x(w):——q — = .
E0 Mw* +1yw w” +1yw

(1.83)
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10 | Im(e)

wp

Re(e)

N
~

sichtbar
_40 ]

Fig. 6: Real- und Imagindrteil der Dielektrizitdtskonstanten eines Metalls.

q°N

mit der Plasmafrequenz wlz, = —— und der Dielektrizitdtskonstanten
Eom
Wp
£€=1-——. (1.84)
w? +iyw

Ein Beispiel fiir Silber bei A = 1um ergibt folgende Werte: Dielektrizitdtskonstante: Re(e) =
—49,Im(¢) = 5, Plasmafrequenz: wp = 5,65 - 101° Hz entsprechend einer Wellenldnge Ap =
330nm.

Im Allgemeinen haben die Dielektrizitdtskonstanten von Metallen
 einen negativen Realteil im sichtbaren Spektralbereich,
e einen sehr grollen Absolutbetrag aufgrund der hohen Zahl an Ladungstriagern,
* einen groflen Imaginérteil und
¢ eine Plasmafrequenz im nahen UV

Fiir w < wp und fiir vernachldssigbaren Im(e) (e(w) = 1 - a)lz)/a)2 < 0) fallen ebene Wellen
im Metall exponentiell ab, da die Elektronen das optische Feld abschirmen. Oberhalb der
Plasmafrequenz konnen die Elektronen der schnellen Oszillation des optischen Feldes nicht
mehr stark genug folgen, die Abschirmung bricht zusammen und das Metall verhélt sich wie
ein “normales” Dielektrikum. In diesem Frequenzbereich gilt das oben eingefiihrte Modell
oft nicht mehr so gut, da neben dem Einfluss freier Ladungstriger auch andere Uberginge
relevant werden.

1.5.5 Kramers-Kronig-Transformation

Bisher wurden ausschlie8lich monochromatische Felder P(w) = €y (w) E(w) betrachtet. Im
Fall beliebiger Zeitverldufe bestimmen sich die reellen Felder durch die Uberlagerung vieler
monochromatischer Felder

(o.0]

) MO / doP@)e ™ und Epee(t) = / dw E(w)e ! (1.85)

(o.0] —00
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1.5 Die Polarisation des Materials Optik

mit den spektralen Amplituden

ﬁ(w) = i/ dt Preen () und E(U)) = i/\ dt Ereen (). (1.86)
21 —00 2n —00

Eine Analyse des Spektrums monochromatischer Felder zeigt, dass falls die Polarisation li-

near vom elektrischen Feld monochromatischer Felder abhéngt, dies auch fiir allgemeine

Spektralamplituden P(w) = ¢ )((w)E (w) gelten muss. Wird diese Formel in die Gleichung

(1.85) eingesetzt und E(w) ersetzt, ergibt sich

Preep (1) = / d7 R(7) Ereen(t — 1) (1.87)
mit der Responsefunktion R(7) = 28—0 / dw y(w)e ! (1.88)
T —00

Die Responsefunktion muss folgende Forderungen erfiillen:
1. Rmuss reell sein, da Pyee (1) und Epee reell sind.

2. R muss kausal sein, d.h. es muss R(7) = 0 fiir 7 < 0 gelten, da sonst die Polarisation
Peen (1) zum Zeitpunkt ¢ durch elektrische Felder aus der Zukunft E. (¢’ > t) beein-
flusst wiirde.

Umgekehrt kann die Suszeptibilitidt auch aus der Responsefunktion mittels Fouriertransfor-
mation generiert werden

1 [ .

¥ () = —/ dr R(1)e'“". (1.89)
€0 J -0

Die oben genannten Forderungen an R iibertragen sich auch auf y. Aus der Tatsache, dass R

reell ist folgt:

1 [ ok
X () (129)8_/ dr[R(m)e 7] =y(-w)". (1.90)
0J-c0

Diese Beziehung gilt generell, wenn reelle Grof3en fouriertransformiert werden. Sie demons-
triert, dass der Raum negativer Frequenzen w < 0 keine neuen Informationen enthélt und
damit nur den positiven Frequenzbereich reproduziert.

Aus der Forderung des kausalen Verhaltens von R folgt, dass Real- und Imaginérteil der Sus-
zeptibilitdt y miteinander verbunden sind, dass das eine aus dem anderen folgt. Dieser Zu-
sammenhang wird mit der KRAMERS-KRONIG-Transformation reprasentiert.

Herleitung der Kramers-Kronig-Transformation
Ausgangspunkt zur Herleitung der KRAMERS-KRONIG Transformation stellen folgende An-
nahmen dar:

e Ristkausal (R(t<0)=0)
¢ Ristbeschriankt (|R(7)| < Rmax)
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1.5 Die Polarisation des Materials Optik

e y(w) féallt mindestens mit |w|~¢ mite >0
Aus den ersten beiden Annahmen folgt, dass
1 © : 1 © .
x(WR +iw;) = E—/ dT R(1)e'“RTe " = g_/ dr R(1)e'“RT e~ ¢i" (1.91)
0.J-c0 0Jo
analytisch in der oberen komplexen Halbebene ist (w; > 0), da

. ]- e —W;T Rmax
[y (wR +iwj)| < — dtRpaxe V' = —— (1.92)
€0 .Jo Eowi

gilt. Wird nun die Funktion Zc(w)

entlang einer geschlossenen Kontur C beziiglich @ inte-

griert, enthilt diese

Alm(@
Co

o > Re(w)

e eine Integration entlang der reellen Achse von —Ry bis w — v,
¢ einen Halbkreis Cy mit Radius v,
e eine Integration entlang der reellen Achse von w + v bis + Ry und

¢ einen Halbkreis C,, mit Radius Ry in der oberen komplexen Halbebene, der die Kontur
schlief3t.

Da der Integrand innerhalb der Kontur analytisch ist, verschwindet das Integral

w—v +Ro
ygd_ (@) /d‘ x (@) /d‘ x (@) /d‘ x (@) /d‘ x (@)
w—w w—Q w-—w w-—w w-—w
C —Ry w+v Coo Co

Wird nun der Radius des grollen Halbkreises Ry gegen Unendlich gefiihrt, verschwindet das
Integral iiber die Kontur C,,, da der Integrand mindestens wie |w|~1¢ f4llt. Weiterhin lassen
wir den Radius v des kleinen Halbkreises um w gegen null gehen. Dann kann y (w) innerhalb
des Halbkreises als konstant angenommen werden und es gilt
0 .
) f ive'? )
lim da)— = x(w) da)— =x(w) [ dp——=—-iny(w) (1.93)
ve

v—0 19
C() /2
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1.5 Die Polarisation des Materials Optik

wobei @ —w = ve'¥ und dw = ivel” dp gesetzt wurde.
Damit folgt die Kramer-Kronig-Beziehung zu

w-—Vv o0
: _
Y (@) = — lim / dop X9 / dop L9 (1.94)
17 v—0 w—w w—w
—00 w+v
: ]
Lo [ 4029, (1.95)
1%/3 w—w

wobei &2 / den Cauchy’schen Hauptwert darstellt.
Diese Gleichung verbindet Real- und Imagindrteil der Suzeptibilitdt und erlaubt z. B. eine
Herleitung des Realteils aus dem Imaginérteil

Im[x(w)]
w-—w

Re[y(w)] = —9/ (1.96)
d. h. absorptive Prozesse (Im[y(®)]) sind mit refraktiven (Re[y (w)]) eng verbunden. Eine nicht-
verschwindende Suszeptibilitdt hat stets Real- und Imaginirteil, ist also eine komplexe Funk-
tion der Frequenz.

Alternative Herleitung der Kramers-Kronig-Transformation

Eine andere Herleitung soll ohne die Verwendung von Sétzen der Funktionentheorie oder
Integration in der komplexen Ebene auskommen.

Zunichst wird die Fouriertransformation der Theta-Funktion

1 t=0
O(r) = (1.97)
{0 <0

bendtigt. 0(1) ist nur als Grenzwert transformierbar, da die Funktion nicht absolut integrabel
ist. Mit 0(¢) = lim,_o0(r)e ¢’ folgt

- 1 o0 .
6(w) :lim—/ dtO(t)e cle®!
e—027m

—00
11
=lim———
e—027 € — 1w
1 €
=lim +1 ] Achtung: lim #0 (1.98)

e—02mle2 + w2 g2+ w2 £—0 €2 + w?

Der Wert des Grenzwertes wird durch die Auswertung des Integrals iiber die Funktion sicht-
bar

o0 (o 0]

€ w *©
/dwm:/d(z) (Q)Z_H—arctan( )‘_oo:n
“c0 “c0 €
. €
= lim——— =716 (w). (1.99)
£—0 2 + w?
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1.5 Die Polarisation des Materials Optik

Fiir die Fouriertransformierte der 8-Funktion ergibt sich also

w

Unter Verwendung der Kausalitdit der Responsefunktion (R(7 < 0) = 0) folgt fiir die Suszepti-
bilitat

;((w):l / dr e“"0(1)R(7)
€0 J-

(e.0]

1 (o.0] (o0] o0 .
= dr e / do'O(w)e " 0/ do" y(@")e T

:—/ do' H(w)/ dw"x(a)”)/ dr e/(@-e'-e"r

—27r6(a) w'-w'")

= / do' 6"y (-

(o.¢]

(o¢] !/
)((a)):/ do’ [zé(w)+—th2])((w—w’)

oo 27 e—0 €2 + '
. o0 !/
i )
=— do’ 5 (0~ )
TJ) o E+w
Substitution: w —w' =w = dw’' = -dw

1 [ _ w-w
X(w)_E/ dwTw)zX@) (1.101)

—00

Die Funktion divergiert mit verschwindendem ¢ an der Stelle w = w, wobei das

w—w
2+ (0w —w)?
Integral tiber diese Polstelle verschwindet

w+E . w_ w 1 9 N ) w+E
dwﬁ = —ll'l[E +(w—w)7] =0 (1.102)
w—¢ £+ (w—-w) 2 W—¢
Es ergibt sich also ebenfalls
w—vVv [e.@]
1 .
¥ (@) = — lim / A /de (1.103)
im v—0 0-w -
—00 w+v

in Ubereinstimmung mit Gleichung (1.94).
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1.6 Transparente, doppelbrechende Materialien Optik

1.6 Transparente, doppelbrechende Materialien
1.6.1 Die dielektrische Funktion

Bisher wurden nur isotrope (richtungsunabhédngige) Materialien betrachtet. Hier wird die
dielektrische Verschiebung D(w) = €€ (w) E(w) mit einem skalaren ¢(w) gebildet.

In anisotropen (richtungsabhéngigen) Materialien wird die dielektrische Verschiebung zu
einem Tensor zweiter Stufe &(w). In Komponentenschreibweise ldsst sich dieser Zusammen-
hang durch

3
Di:5025ijEj (1.104)
j=1

darstellen. Der mikroskopische Grund ist gewohnlich das Vorhandensein nicht equivalen-
ter Kristallachsen, die auf ein einwirkendes elektrisches Feld unterschiedlich stark mit einer
induzierten Materialpolarisation reagieren. Die so entstehende Polarisation und damit die
dielektrische Verschiebung D(w) ist daher gewohnlich nicht parallel zum wirkenden elektri-
schen Feld E(w) ausgerichtet. Im folgenden werden nur transparente Materialien betrachtet,
d. h. es muss Energieerhaltung gelten. Aus

1
div (Sreen) = —Z{E-j* +E*-j} und j=-iwP=-iw(D-¢E) (1.105)
_ iw o dweg S, x
folgt div (srect) = - (E"-D~E-D") = —= Y. EEjeij—€}). (1.106)
ij=1

Im verlustfreien Fall, d. h. fiir transparente Medien muss dieser Ausdruck fiir alle méglichen
elektrischen Felder verschwinden. Fiir den dielektrischen Tensor folgt also

Eij =€} (1.107)

d. h. der dielektrische Tensor &(w) ist hermitesch. Damit besitzt €(w) nur reelle Eigenwerte
und ein orthogonales Set von Eigenvektoren, die im Fall doppelbrechender Materialien, so-
weit diese orthogonal sind, den Kristallachsen entsprechen.

Im Fall doppelbrechender Kristalle (kein magnetooptischer Effekt, keine Chiralitdt des Ma-
terials), sind aullerdem alle Komponenten von &(w) reell, auch die aullerhalb der Diagona-
len. Damit besitzen die Eigenvektoren nur reelle Komponenten und kénnen als Basissystem
genutzt werden, was im Weiteren auch getan wird, um eine Diagonalisierung von &(w) zu
erreichen. Im System der Eigenvektoren ergibt sich

€1 0 0
Ew)=[0 € 0 (1.108)
0 0 €3
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1.6 Transparente, doppelbrechende Materialien Optik

1.6.2 Die optische Klassifikation von Kristallen

Isotrope Kristalle

Isotrope Kristalle besitzen drei dquivalente Kristallachsen.
Damit gilt £) = €2 = €3 = € und € = ¢1. Isotrope Kristalle besit-
zen daher kubische Symmetrie und verhalten sich fiir geringe
Intensitdten (keine nichtlinearen Effekte) wie Gase, amorphe
Fliissigkeiten oder Glas. Typische Beispiele fiir diese Kristall-
klasse sind Diamant oder Silizium.

Einachsige Kristalle

einachsige Kristalle besitzen zwei dquivalente Kristallachsen,

die sich von einer dritten senkrecht dazu stehenden Kristallachse unterscheiden. Sie besit-
zen damit genau eine Drehachse mit héherer Zdhligkeit als zwei. Zwei der Eigenwerte des
Dielektrizitatstensor sind entartet. Fiir Kalkspat, ein sehr stark doppelbrechendes einachsi-
ges Mineral ergeben sich €, = £, = n2 und €3 = n mit einem ordentlichen (engl. “ordinary”)
Brechungsindex n, = 1.66 und einem aullerordentlichen (engl. “extra ordinary”) Brechungs-
index n, = 1.49.

& [

Fig. 7: Beispiele einachsiger Kristallgitter: trigonal (Quartz, Lithiumniobate), tetragonal, hexagonal

Zweiachsige Kristalle
Zweiachsige Kristalle besitzen drei unterschiedliche Kristallachsen und es gilt €; # €, # €3 #
1.

Fig. 8: Beispiele zweiachsiger Kristallgitter: orthorhombisch, monoklin, triklin
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1.6 Transparente, doppelbrechende Materialien Optik

1.6.3 Wellenausbreitung im doppelbrechenden Material

Da doppelbrechende Materialien zwar anisotrop, aber trotzdem translationsinvariant sind,
breiten sich in ihnen ebene Wellen der Form

E(r)=Eyexp(ik-r) und D(r)=Dyexp(ik-r) (1.109)

aus. Werden diese Ausdriicke in die Wellengleichung

o w
VxVxE=—¢EE (1.110)
c
eingesetzt ergibt sich
w2
k><k><E0+—2£'E0:0. (1.111)
c

Der Vektor k wird nun in einen die Richtung bestimmenden Einheitsvektor # und die Linge
bestimmende richtungsabhingige Brechzahl n(u) zerlegt, da sie fiir eine vorgegebene Rich-
tung von k zur Linge proportional ist

w
k=nu)—u mit |u|=1. (1.112)
c

Damit ergibt sich so fiir gegebenen Richtungsvektor u ein dreidimensionales Eigenwertpro-
blem fiir n der Form

1
é_luxuxEO:——on, (1.113)
n

wobei vorausgesetzt wurde, dass keiner der Eigenwerte von & verschwindet und damit der
Tensor invertierbar ist. Diese Voraussetzung ist fiir natiirliche Materialien stets erfiillt. For-
mal ldsst sich (1.113) umschreiben zu

R 1 . N
MEy=AEy, mit A=—, M=¢&'V, (1.114)
n

wobei M aus dem inversen dielektrischen Tensor und dem aus k x kx folgenden Ausdruck
V gebildet wird:

2
uy— 1 Uiy Uupus

w—-1 ujuy uus €1 £1 €1
2 ! 2 2 wmuy Us;—1  wug
V=1lwmu u;-1 uus >M= (1.115)
&2 &2 )

2
Ujus Usug u5—1
3 Uruz  Upug u§—1

€3 €3 €3

Aus det(M — A1) folgt

2 2 2 2,22
us—1 us—1 u;—1 ususu
(1 —A)(Z _/1)(3 —)1)+2123
&1 ) €3 €1E2€3
2 2.2 2 2.2 2 2.2
B ul_l—)t uzug_ uz—l_/1 ulus_ us.)—l_/l u1u2:0
€1 E2E3 top) E1&3 €3 E1E2
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2 2 2
us—1 wus5—-1 wu5-—1
/13_( 1 42 L3 )AZ
€1 &2 &3

wi-lus—-1 wui-lui-1 ui-1u5-1 uiui wus wlus
+ + + - A=0
€1 &2 &2 &3 €1 €3 283 €1€3 £1€&2

2., .2 2., .2 2., .2 2 2 2
us+u uy+u uy+u u u u
13+( 2 3,1 3,7 2)/124_( 1 2 4 3)1:0, (1.116)

+
€1 &2 €3 E2€3 €1E3 €182

wobei in der letzten Zeile die Normierung des Richtungsvektors uf + u% + u§ = 1 ausgenutzt
wurde.

Einer der drei Eigenwerte von M ist offensichtlich Null. Der zugehorigen Eigenvektor lisst
sich sofort erraten, da jeder Vektor parallel zu u durch die Operation u x ux zu Null wird und
demzufolge den Eigenwert Null hat.

Leider ist diese Losung physikalisch unrealistisch, da die resultierende Brechzahl der Welle
unendlich wire. Dariiber hinaus wire fiir eine solche Losung die aus V- D =0 resultierende
Bedingung uéu = 0 fiir positive Eigenwerte £; > 0 nicht zu erfiillen.

Es verbleibt stets eine quadratische Gleichung fiir n(w)? = -1/1

2 2 2.\ 4
(ujer + usesr + uses)n'—

[e162(uf + 13) + e163(U + U5) + £263 (15 + U3) | n® + €16263 =0 (1.117)

die fiir jede Richtung des Wellenzahlvektors genau zu zwei moglichen Langen derselben
Brechzahl oder zwei Brechzahlen fiihrt.

M ist keine hermitesche Matrix, d. h. es konnen erst einmal keine generellen Aussagen iiber
die Struktur von Eigenwerten und -vektoren getroffen werden. Das zu behandelnde Eigen-
wertproblem der Matrix M kann aber fiir positive £; > 0 durch eine einfache Transformation
in das einer hermiteschen Matrix umgeformt werden. Aus

MEy=¢"'"VEy=Vé WelVVeVeEE, = \E, (1.118)
folgt V& 1VVé1VéEy=AVEE,. (1.119)

2
ur—1  wuy uwus

€1 vEl€2 E1€E3

2
N us;—1
M =Velvye1=| 2 Ualis (1.120)

VELE2 &2 VE2E3

Uupus Uy Uz ug -1
VEIEZ /€283 €3

Die neue Matrix in (1.120) ist hermitesch, besitzt die gleichen Eigenwerte und erfiillt beziig-
lich des Vektors X = vZE, ein analoges Eigenwertproblem

1
X, (1.121)

N
M'Xy =——
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1.6 Transparente, doppelbrechende Materialien Optik

Aufgrund der Hermizitit von M’ miissen alle Eigenwerte A = 1/n? und damit die gesuchten
Quadrate der Brechzahlen reell sein.

Normalenflichen

Werden die aus der Losung der entsprechenden quadratischen Gleichung resultierenden 2
Brechzahlen oder Modenindizes iiber dem jeweiligen Richtungsvektor u aufgetragen, ergibt
sich die sogenannte Normalenfldche, eine zweiblittige Oberflache, deren Innen- und Au-
Benfldche sich in den zwei optischen Achsen jeweils punktweise beriihren.

Fig. 9: Normalenfldchen fiir s- und f-Wellen in einem zweiachsigen Kristall mit den Brechzahlen n, <
ny <n.
S.G. Grechin, PP. Nikolaev, A.G. Okhrimchuk, Quantum Electronics (2014)

Polarisation der Eigenlosungen

Die Eigenvektoren entsprechen der Polarisation der sich im doppelbrechenden Kristall aus-
breitenden Wellen. Da M’ fiir positive ¢; nur reelle Komponenten besitzt, sind entsprechen-
de Eigenvektoren X,, ebenfalls reell, genauso wie entsprechende Eigenvektoren von M, die
durch E,, = \/éTan gebildet werden kénnen.

Eigenvektoren des elektrischen Feldes und die Quadrate entsprechender Brechzahlen sind
also fiir transparente doppelbrechende Kristalle stets reell, d. h. (wie wir spdter noch aus-
fiihrlicher diskutieren werden) linear polarisiert.

Da Eigenvektoren X, zu verschiedenen Eigenwerten A zueinander orthogonal sind, sind die
zugehorigen elektrischen Felder E,, = v£-1X,, im Allgemeinen nicht orthogonal zueinander.
Allgemein folgt aus X, - X,y = ad,,y nur eine Orthogonalitdt von E- und D-Feldern unter-
schiedlicher Eigenlésungen D, - E,y = a'6 ;.

Da im homogenen anisotropen Medium auch V- D = 0 erfiillt sein muss, gilt fiir die Eigenls-
sungen u- D, = 0 und damit nicht unbedingt k- E,, = 0. Das elektrische Feld elektromagneti-
scher Wellen in doppelbrechenden Kristallen ist i. A. nicht mehr rein transversal polarisiert.
Aus

1

1 1
¢ luxuxE,=-—E, folgt n’lE,—u(uE,)=—D, (1.122)

n? €0

und nach einer Multiplikation mit dem gleichen Eigenvektor D, ergibt sich
ZDni‘Dni ZEiEniDni
, 17 i

" :E_OZEniDni ) ZEniDni '
i i

(1.123)
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Da die einzelnen Summanden fiir positive €; > 0wegen E;, Dy, = €; Ey, Ej,, grofler sind, muss
min(e;) < n? < max(g;) (1.124)

gelten. Das Quadrat des effektiven Index der Eigenmode ist also positiv und im Bereich der
Indizes des Mediums, eine Beziehung, die fiir den in natiirlichen Medien allerdings unrea-
listischen Fall negativer €; nicht mehr gilt.

Wird die obige Beziehung mit dem anderen Eigenvektor D,, zum gleichen Richtungsvektor
u multipliziert, ergibt sich

D,,D, = n’D,,E, =0. (1.125)

Die D-Vektoren der Eigenl6sungen sich also orthogonal.

1.6.4 Wellenausbreitung im einachsigen Kristall

Im weiteren wird der Fall des einachsigen Kristalls, AZ
d. h. eines Kristallgitters mit zwei dquivalenten und “
einer davon abweichenden Kristallachse, genauer /O\F ; \@

betrachtet. Dabei wird angenommen, dass die bei- O\( :\

den dquivalenten Achsen in der x-y-Ebene liegen,
wihrend die in die z-Richtung weisende Kristallach- /‘ Y

L
N

se, die hier gleich der optischen Achse ist, davon

abweichende dielektrische Eigenschaften reprisen- T
tiert: sx:(sy:n(z);tfsz:nﬁ. )

Fiir diesen konkreten Fall wird folgendes Eigenwert- D

problem gelost: /C \r D\m

N \
1 C %
¢ 'uxuxEy=& " uuEy) - Ey) = —ﬁE0 (1.126)

Da der Kristall in seinen linearen Eigenschaften zylindersymmetrisch ist, ldsst sich anneh-
men, dass die Ausbreitungseigenschaften einer Welle nur von dem von ihrem Ausbreitungs-
vektor und der z-Achse eingeschlossenen Winkel 9 abhdngen. Im Weiteren sein angenom-
men, dass u in der x-z-Ebene liegt, d. h. dass u? + u? = 1 gilt. Aus Symmetriegriinden lassen
sich zwei Fille mit orthogonaler Polarisation des elektrischen Feldes unterscheiden:

Ordentlicher Strahl

Das elektrische Feld Ey = Ege, istin y-Richtung und damit senkrecht zur aus optischer Achse
und Richtung des Wellenzahlvektor u gebildeten Ebene polarisiert. Dann féllt in der Eigen-
wertgleichung (1.126) der erste Term (u(uEy)) weg und es verbleibt

—1 —1 (1.127)
e, = ey, .
ng y n2 y

d.h. Ey = Epe, ist wie von den Symmetrieliberlegungen her erwartet ein Eigenvektor des
Systems mit einem effektiven Brechungs- oder Modenindex n = ng, der nicht von der Aus-
breitungsrichtung abhéngt. Bzgl. des sogenannten ordentlichen Strahls, d. h. einer Welle, die
senkrecht zur Ebene aus Kristallachse und Ausbreitungsvektor polarisiert ist, verhilt sich der
Kristall wie ein isotropes Material.
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AuBerordentlicher Strahl
Es wird nun das in der x-y-Ebene polarisierte, elektrische Feld untersucht und die Eigen-
wertgleichung zu

u(uE,) = (]1 - %)Ee (1.128)
n

modifiziert. Auller fiir die speziellen Fille n = n, und n = n,, die vorldufig ausgeschlossen

. &
werden sollen, ist die Matrix (]l — —2) invertierbar zu
n

&1

(]1 - iz) u(uE,) = E,. (1.129)
n

Beide Seiten werden mit # multipliziert und das Skalarprodukt (#E,) gekiirzt (Implizit wird

dabei ausgenutzt, dass die aulerordentliche Welle nicht transversal ist und damit gewdhn-

lich uE, # 0). Es ergibt sich somit

A
1= u(]l — —2) u. (1.130)
n

Bis zu dieser Stelle wurde die Einachsigkeit des Kristalls noch nicht benutzt, d. h. (1.130) gilt
genauso auch fiir allgemein doppelbrechende Kristalle. Sie fiihrt dort zu der schon behan-
delten Eigenwertgleichung, einer algebraischen Gleichung dritter Ordnung, die aber, wir be-
reits auf Seite 31 in Gleichung (1.116) gezeigt wurde, zu einer quadratischen Form verein-
facht werden kann.

Im weiteren wird nun explizit die Einachsigkeit von der Einachsigkeit des Kristalls Gebrauch
gemacht und aulerdem genutzt, dass der Richtungsvektor u o. B. d. A. nur zwei Komponen-
ten hat

uy U
R
1-5% 1-32
n2 2 , ) 2
0 el _ _ e _ "o
(1-28) (1 2 ) = - 2 )+ 21 - 2]
2 2 2.2 2 2
mG M mane oM oM
n2 n2 nt X 52 Zp2
2.2
nsn
—E=(1-ud)ni+(1-uf)n. (1.131)
n —_— ——
:u% :ui
Es ergibt sich eine Ellipsengleichung als
die Normalenfldche des aullerordentlichen Az k
Strahls no
2,2 2.2
ncu; n°u n(9)
1= —=~+—~ (1.132) o
ne nO 19

Das Ellipsoid des aul3erordentlichen Strahls
beriihrt die Kugel des ordentlichen Strahls o Ne
in der Richtung der Kristallachse (hier z-
Achse), d.h. in Kristallen mit zwei gleichen
Indizes gibt es nur eine optische Achse.

=Y
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1.7 Die Polarisation
Elektromagnetischer Felder

1.7.1 Polarisation ebener Wellen im homogenen Material

Dieses Kapitel handelt vom vektoriellen Charakter des elektromagnetischen Feldes. Es wird
sich dabei auf ebene Wellen konzentriert, die sich im homogenen, nicht absorbierenden Ma-
terial in z-Richtung ausbreiten. Das komplette (reelle) elektromagnetische Feld hat dann die
Form:

Ereenn(r, ) =Re[Egexp(ik-r —iwt)] mit Ege C* und Eyk. (1.133)

Da eine Ausbreitung in z-Richtung o. B. d. A. vorausgesetzt werden kann, vereinfachen sich
die beteiligten Vektoren zu

0 Eyel®x
k=|0| undEy=|Eye¥ | mitk,Ex/y,@xy€R. (1.134)
k 0

Wird dies in (1.133) eingesetzt, ergibt sich folgender Zeitverlauf des Vektors der elektrischen
Feldstérke:

Excos(kz—wt+ @) E, cos(0)
Ereen(r, 1) = | Eycos(kz—wt +¢y) | = | Eycos(© —§) (1.135)
0 0

mit® =wf—kz—¢,und b = ¢, —¢,. Wihrend die Phase © in Raum und Zeit variiert, bleibt
0 konstant und bestimmt die Phasenverschiebung zwischen den schwingenden x und y-
Komponenten des elektrischen Feldes.

Der Polarisationszustand der elektromagnetischen Welle wird also durch einen zweidimen-
sionalen komplexen Vektor, den Jones Vektor charakterisiert:

1 E
i=——=—=\g xm). (1.136)

e

VES+E5 VY

Da der Betrag des Jones-Vektors keine Rolle spielt, wird er gewhnlich auf 1 normiert.
Im Folgenden wird der Zeitverlauf der Polarisation des elektrischen Feldes an einem festen
Raumpunkt betrachtet, d. h. es wird © variiert.
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1.7 Die Polarisation Elektromagnetischer Felder Optik
. . . . ]- Ex
Lineare Polarisation §=0, j = —— B
VES+E; VY
E y-Komponente
E, |
E, | Eyt------ ‘
dox t 3
Ex
x-Komponente
Zeitverlauf der elektrischen Feldkomponenten Kurve des Polarisationsvektors
. .. . 1 E
Lineare Polarisation 6=7, j= ———— (_];f )
VES+ES Y Y
E y-Komponente
E, |
Ey
Do t l
Ex
Eyf----->
x-Komponente
Zeitverlauf der elektrischen Feldkomponenten Kurve des Polarisationsvektors
. .. /1 . 1 (1
Zirkulare Polarisation 6=+—, Ex=E,=E, j=—| .
2 V2 %1
Das elektrische Feld nimmt folgende Form an:
cos(9) cos(9)
Ecen(r,t) = E|cos(OFm/2) | = E| +sin(d) (1.137)
0 0

Im folgenden ist linksdrehendes zirkular polarisiertes Licht fiir § = 7/2 dargestellt.
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1.7 Die Polarisation Elektromagnetischer Felder

Optik

E, |

dox t

Zeitverlauf der elektrischen Feldkomponenten

y-Komponente

E -

x-Komponente

Kurve des Polarisationsvektors

Elliptische Polarisation alle restlichen Fille.

Fiir 0 < § < 7 : linksdrehend, fiir -7 < d < 0: rechtsdrehend.

Im Folgenden sind Beispiele linksdrehenden, elliptisch polarisierten Lichts dargestellt.

y y y
Ey 1 Ey il Ey 1
Ex / Ex L/Ex
6=0° 5=10° 5 =60°
y y y
Ey 1 Ey 1
\ x v . |
\/‘x d‘x Ex
0 =90° 0 =150° 0 =180°

Da jeder Polarisationszustand durch einen zweidimensionalen Jones-Vektor charakterisiert
ist, kdnnen aus zwei Wellen unterschiedlicher Polarisation alle moglichen Polarisationszu-
stdnde gebildet werden. So kann z. B. jeder Polarisationszustand als Summe von rechts und
links zirkular polarisiertem Licht dargestellt werden.
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1.7 Die Polarisation Elektromagnetischer Felder Optik

1.7.2 Polarisierende Elemente

Polarisatoren

Polarisatoren lassen nur linear in eine Richtung polarisiertes Licht durch. Die Wirkung eines
in x-Richtung orientierten Polarisators auf einen Jones-Vektor wird durch eine Matrixopera-
tion beschrieben

. A, 1 0).
]out:MP]In:(O O)Jin; (1.138)

wobei auf die Normierung der Jones-Vektoren verzichtet y ,'
wird. Um einen um einen Winkel ¢ gegeniiber der x-Achse Ey e
gedrehten Polarisator zu beschreiben, muss erst jede Kom- e

ponente des Jones-Vektors auf die Achse des Polarisators (p\ X
projiziert und dann die resultierende Amplitude wieder im Ex
urspriinglichen Achsensystem dargestellt werden. Mathe- ,,"AChSE
matisch entspricht dieser Prozess einer Drehung der Ma- .+ Polarfsator

trix Mp um den Winkel 0 .

.

jout = ﬁ;;MlAI(pjin = M((P)]m (1.139)

cos? @ singcos
singcos g sin? ¢

Ccosg sing

. (1.140)
—sing cosg

mitlAI(p:( ) undM((p):(

Al4-Plattchen
Beim Durchgang durch das A/4-Pldttchen wird die Phase der zueinander orthogonalen Po-
larisationskomponenten um /2 oder um ein Viertel einer Wellenldnge gegeneinander ver-
schoben. Verwendet wird hierzu ein doppelbrechendes Material. Ist das A/4-Plédttchen in die
y-Richtung orientiert, so wird diese Polarisationsrichtung um 7/2 in der Phase verschoben
oder die entsprechende Komponente des Jones-Vektors mit i multipliziert. Die Transferma-
trix des A/4-Pléttchens ergibt sich im Jones-Kalkiil zu:

. I 1 0).

Jout = M4 jin = (O i) Jin- (1.141)
Bei einer anderen Orientierung miissen wieder Drehmatrizen verwendet werden. Wird das

in y-Richtung orientierte A/4-Plidttchen auf unter 45° polarisiertes Licht (gleiche x und y-
Komponente) angewendet, entsteht links drehendes zirkular polarisiertes Licht:

.o . (1 0y 1 (1)_ 1/
]out—M/ll4]1n—(0 i)\/i(l)_\/i(i)' (1.142)

Genauso kann durch Anwendung eines A/4-Plittchens zirkular polarisiertes Licht in linear
polarisiertes Licht umgewandelt werden.
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1.7 Die Polarisation Elektromagnetischer Felder Optik

A/12-Plattchen

Beim Durchgang durch das A/2-Plittchen wird die Phase der zueinander orthogonalen Po-
larisationskomponenten um 7 oder um eine halbe Wellenlidnge gegeneinander verschoben.
Ist das A/2-Pldttchen in die y-Richtung orientiert, so wird diese Polarisationsrichtung um
7 in der Phase verschoben oder die entsprechende Komponente des Jones-Vektors mit —1
multipliziert. Die entsprechende Transfermatrix im Jones-Kalkiil ergibt sich zu:

. ~ . 1 0).
Jout = M/l/Z]in = (0 _1) Jin, (1.143)

d. h. aus einem Polarisationsvektor der Form ji, = (Z) ensteht ein an der x-Achse gespiegel-

a o ..
ter Vektor der Form jou¢ = (_ b)' Das A/2-Plattchen @ndert den prinzipiellen Polarisations-

zustand nicht, bewirkt aber eine Spiegelung an einer bestimmten Achse. Es kann daher zur
verlustfreien Anderung der Polarisationsrichtung linear polarisierten Lichtes oder zur Ande-
rung des Drehsinns zirkular polarisierten Lichtes verwendet werden.

1.7.3 Anwendungen anisotroper Materialien

Polarisierende Elemente

Normale Polarisationsfilter bestehen aus Materialien, deren Absorption (gewthnlich durch
die Ausrichtung interner Molekiilstrukturen) stark polarisationsabhéngig ist. Mittels doppel-
brechender Materialien lassen sich Strahlen auch entsprechend ihrer Polarisation auftren-
nen und damit z. B. auch eine extrem hohe Unterdriickung der ungewiinschten Polarisation
erzielen.

Polarisationstrennung mittels eines Wollaston-Prismas

Im Wollaston-Prisma werden zwei einachsige Kristalle mit parallel zur Eintrittsflache, aber
gegenseitig um 90° verdrehten optischen Achsen verkittet. Damit durchlaufen einfallende
Strahlen in Abhédngigkeit von ihrer Polarisation zuerst ein effektiv hochbrechendes und da-
nach ein niedrigbrechendes Material (griiner Strahl) oder umgekehrt (roter Strahl). Entspre-
chend werden die beiden Strahlen orthogonaler Polarisation in gegensitzliche Richtungen
von der urspriinglichen Ausbreitungsrichtung weggebrochen.

$ $ ordentlich
unpolarisiert .
L )
| : .
auller-
Kleber /f ordentlich

(z. B. Kanadabalsam)
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1.7 Die Polarisation Elektromagnetischer Felder Optik

Realisierung von 1/4- und A/2-Plattchen

Die phdnomenologisch eingefiihrten A/4- und A/2-Plidttchen Lz
werden mit Hilfe anisotroper Kristalle hergestellt. Ge-
wohnlich werden dazu einachsige Kristalle senkrecht zur
optischen Achse geschnitten. Fillt Licht senkrecht auf die
entstandene Grenzfliche, werden sowohl der ordentliche,
als auch der aullerordentliche Strahl angeregt. Beide brei-
ten sich durch den Kristall mit unterschiedlichen Ausbrei-
tungskonstanten aus und akkumulieren dabei eine Pha-
sendifferenz, die im Fall des A/4 oder A/2-Plédttchens n/2
oder 7 betrdgt. Die dafiir erforderliche Dicke des Kristalls
ergibt sich z. B. im Fall des A/2-Pldttchens zu

Toptische Achse

N

No ne

3 A _7c 1
2|no — nel w |ny— ngl

(1.144)

und ist damit in doppelter Hinsicht dispersiv und zwar durch die explizite Frequenzabhén-
gigkeit und durch die Frequenzabhingigkeit der Doppelbrechung.

Charakterisierung von Mineralien mittels Polarisationsmikroskopie

Die meisten Mineralien sind mikrokristallin, d. h. sie bestehen aus wenige Mikrometer gro3en,
meistens anisotropen Kristallen. Bei Beleuchtung mit polarisiertem Licht und Beobachtung
durch einen auf Ausloschung gedrehten Polarisator werden durch die Mikrokristallite indu-
zierte Polarisationsdrehungen sichtbar.

Da Phdanomene der Doppelbrechung frequenzabhéngig sind,
kommt es zusitzlich zu intensiven Farberscheinungen, die
zur Charakterisierung der Mikrokristallite bzgl. Material, Ori-
entierung und Dicke verwendet werden konnen. Rechts
im Bild wird die Transmission eines senkrecht zur opti-
schen Achse geschnittenen einachsigen Kristalls im divergen-
ten Weillich bei gekreuzter Polarisation gezeigt (homepage.
ruhr-uni-bochum.de/olaf .medenbach).

Jeder Punkt des Bildes entspricht einer Durchstrahlungsrich-
tung des Kristalls. Das dunkle Kreuz bestehend aus den sogenannten Isogyren stimmt in sei-
ner Orientierung mit den Orientierungen der beiden Polarisatoren iiberein. In seinem Zen-
trum befindet sich die optische Achse. Auf der Linie des dunklen Kreuzes wird entweder der
ordentliche oder der aullerordentliche Strahl angeregt, aber keine Mischung von beiden. Da
ordentlicher und auBerordentlicher Strahl unverdndert durch den Kristall propagieren, wer-
den sie am Ausgang im gekreuzten Polarisator ausgeloscht. Auerhalb des dunklen Kreuzes
werden ordentlicher und aulerordentlicher Strahl gemeinsam angeregt, wobei sich ihre re-
lative Phasenlage und damit auch der resultierende Polarisationszustand wihrend der Pro-
pagation durch den Kristall permanent dndert. Ausloschung in gekreuzter Polarisation tritt
nur noch auf konzentrischen Kreisen auf, fiir die die induzierte Phasendifferenz ein Vielfa-
ches von 27 betrégt.
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Da die induzierte Phasendifferenz, wie oben diskutiert, stark
frequenzabhingig ist, kommt es zu Farberscheinungen. Bei
schiefem Schnitt des Kristalls verschiebt sich das Kreuz der
Ausloschung, bei zweiachsigen Kristallen sind zwei dunkle
Kreuze im Winkelabstand der beiden optischen Achsen zu
sehen. Rechts ist die Transmission eines zweiachsigen Kris-
talls zwischen gekreuzten Polarisatoren dargestellt. Die bei-
den optischen Achsen sind am linken unteren und rechten
oberen Bildrand zu sehen.

Spannungsdoppelbrechung

Wird der Kristall aufgrund interner mechanischer Spannungen deformiert, dann dndert sich
die Dielektrizitdtskonstante des Materials und es wird eine Doppelbrechung induziert. Da-
bei ist die spannungsinduzierte Anderung des dielektrischen Tensors A proportional zum
Spannungstensor &, der die negative Krafteinwirkung beschreibt, die bei einem Schnitt an
der Schnittflache entsteht, bezogen auf die Schnittflache.

Die inneren Spannungen im Kristall kénnen mit gekreuzten Polarisatoren durch Farbmuster
sichtbar gemacht werden:

* Hohe Transmission: Polarisationsdrehung wie bei einem A/2-Pldttchen.

* Niedrige Transmission: Phasendifferenz zwischen den orthogonalen Polarisationen ist
ein Vielfaches von 27 fiir die entsprechende Wellenlidnge.

Des Weiteren kann eine Doppelbrechung auch durch Anlegen einer elektrischen Spannung
induziert werden. Dabei verhilt sich die Doppelbrechung linear zum angelegten elektri-
schen Feld

An= ng -TesfE mit  regr - elektro-optischer Tensor, (1.145)

und tritt fast verzogerungsfrei auf. Dieser Effekt wird Pockels Effekt genannt und wird bei-
spielsweise in Pockels-Zellen genutzt, um gezielt Polarisationsdrehungen zu induzieren. Da-
mit ldsst sich beispielsweise ein elektrisch gesteuerter optischer Schalter bauen, womit die
Kopplung von Licht in und aus einem Laserverstirker gesteuert werden kann.
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2 Geometrische Optik

Das Ziel der geometrischen Optik ist es, Abbildungseigenschaften optischer Systeme (Lin-
sen, Spiegel, Freiraum) beschreiben zu kénnen.

Dafiir werden einige Annahmen getroffen:

Die Feldausbreitung in optischen Systemen kann auf die Propagation einer Vielzahl einzel-
ner Strahlen zuriickgefiihrt werden. Jeder Strahl i,i = 1,..., N transportiert eine feste opti-
sche Leistung P; und verhilt sich, obwohl er als unendlich diinn angenommen wird, wie
eine im gleichen Medium propagierende ebene Welle.

In wie fern diese Annahmen berechtigt sind, wird spdter bei der Behandlung von Beugungspha-
nomenen diskutiert.

Aus den Annahmen ergeben sich einige Konsequenzen:
Jeder Strahl ist lokal charakterisiert durch

* eine komplexe Amplitude u; mit |u;|* = P;

* eine Ausbreitungsrichtung, die durch einen Wellenzahlvektor k;, der auch fiir die Pha-
senakkumulation verantwortlich ist,

e eine lokale Polarisation, charakterisiert durch einen zweidimensionalen Jones j; Vek-
tor

Im homogenen isotropen Medium verédndert sich der
Strahl bis auf eine Phasenakkumulation widhrend der
Ausbreitung nicht. An Grenzfldchen folgt er lokal dem
Brechungs- und Reflexionsgesetz ebener Wellen.

Tatsdchlich folgt das Design heutiger optischer Syste-
me, aber auch die simulation von Bildeindriicken in
Computerspielen fast ausschlief8lich diesen Prinzipien.
Das dabei angewendete Verfahren wird als Raytracing
bezeichnet. Sehr oft werden zur Reduktion des Rechen-
aufwandes noch weitere Vereinfachungen angewandt
(Vernachlédssigung von Polarisation, Phasenevolution
oder Reflexion).
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2.1 Gaullsche Optik Optik

2.1 Gaulische Optik
2.1.1 Idee der Matrizenoptik

Das Ziel ist ein analytisches, strahlenoptisches Verfahren zum Systemdesign. Dazu werden
nur die Richtungen von Strahlen und lokale Brechungsgesetze beriicksichtigt. Die Voraus-
setzungen dafiir sind:

* Rotationssymmetrie (Existenz einer Rotationsachse = optische Achse)
e Strahlen liegen mit der optischen Achse in der Ebene

¢ kleine Winkel zur optischen Achse (Paraxialitdt) und zu den Normalen von Grenzfla-
chen.

Die ersten beiden Voraussetzungen dienen zur Reduktion des ehemals dreidimensionalen
Problems auf ein zweidimensionales System.

tan 27 sin

0.5 | >
F 10 % Fehler

¢ in Grad

30 60
Fig. 10: Abweichung der linearen Ndherung (Paraxialitdt) zum Tangens und Sinus.

Kleine Winkel werden gebraucht, um eine Ersetzung sin¢g = tan¢ = ¢ vornehmen zu kon-
nen. Bis zu einem Winkel von ca. 30° liegt der dadurch entstehende Fehler unter 10 %.

Im Folgenden wollen wir einen Strahl durch folgende Gro-
Ben beschreiben:

e Abstand zur optischen Achse x

* Winkel zur optischen Achse a

. X . .
* Zweiervektor s = (na) mit Brechungsindex n

z optische Achse

Translation im Raum um die Strecke L

Bewegt sich der Strahl durch den freien Raum um die Strecke L (Anteil entlang der optischen
Achse), dann bleibt der Winkel a gleich und fiir den Abstand x gilt x(z9+ L) = x(z9) + Ltana =
x(zp) + La. Somit l4sst sich eine Darstellung fiir die Transfermatrix T finden:

. . (1 L/
Sout = T'spy  mit T:(O 1”). @.1)
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Veranderung des Strahlparameters an einer Kugelflache

Nach dem Brechungsgesetz gilt n;singy =
ny sinrt. Aus der nebenstehenden Zeichnunglas-
sen sich folgende Beziehungen ablesen: ¢, = a1+
9, ¢t = az + 9. Werden diese nun in das Bre-
chungsgesetz eingesetzt, ergibt sich:

ny —np

noas =nay + (2.2)
Wird zudem angenommen, dass durch die Bre-
chung an der Kugelfliche der Abstand zur opti-
schen Achse gleich bleibt x; = x, folgt fiir die Transfermatrix Ry»

A ) . 1 0
Sout = R128m mit |Ry2 = (—k12 1) ) (2.3)

np; —ny

mit der Brechkraft ki, =

nach rechts ausgefiihrt. Zudem handelt es sich um einen positiven (negativen) Kriimmungs-
radius, wenn der Kriimmungsmittelpunkt rechts (links) von der Grenzfldache liegt.

. Entsprechend der Konvention wird die Rechnung von links

2.1.2 Linse

Eine Linse besteht aus zwei Aullenflichen und ei- m 1y n3
nem Zwischenraum. Der Parameter L charakterisiert S Sout
die Dicke der Linse und bezeichnet den Abstand der \
Schnittpunkte der Linsenflaichen und der optischen ------- -k & - .
Achse (Vertices). Die Transfermatrizen ﬁlz,ﬁzg fur die . .
Kugelflichen entstammen Gleichung (2.3) und fiir T
wird (2.1) verwendet. Es ergibt sich also eine Transfer-
matrix der Linse in folgender Form:

N

W= Ry TRz = 1= kizgy 0 2.0
BETE T ~(kip + Kaz) + Kz ’€23,,L2 1- kzsn%- '
Fiir eine diinne Linse L < r ldsst sich L = 0 approximieren und es ergibt sich
N 1 0
M = . 2.5
(—(k12 + ko3) 1) (25)

Da es sich um eine Linse handelt, sollten parallele Lichtstrahlen im Abstand f (Brennweite)
auf einen Punkt fokussiert werden. Ein paralleler Strahl nimmt als Vektor die Form sy, = (g)

an. Fiir den Strahl hinter der Linse folgt also

A X
Shinter Linse = M S = (—(kIZ + kz?,)x) ' (2.6)
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Erfolgt nun noch eine Translation um die Brennweite f folgt

f f
A 1 — X 1— (ki + kp3)—
Sout = T Shinter Linse = ns (—(k K )x) =X (K12 23) ns |- 2.7
0 1 127 %23 — (k12 + k23)

Wenn der Strahl die Achse bei f schneiden soll (x = 0), muss 1 — (k12 + k23) n% gelten. Damit
ist die Brennweite durch
ns

= (2.8)
k12 + ko3

f

gegeben. Von jetzt an wird Luft (n = 1) aullerhalb der optischen Elemente vorausgesetzt. Die
Transfermatrix der diinnen Linse kann damit durch ihre Brennweite f ausgedriickt werden

als:
R 1 0
M= _l oll 2.9

Test der Linseneigenschaften
e Parallelstrahlen werden zu Brennpunktstrahlen (wie bereits gezeigt)

e Brennpunktstrahlen werden zu Parallelstrahlen (einfache Inversion des schon durch-
gerechneten Strahlenganges)

e Mittelpunktstrahlen sy, = (2) bleiben unbeeinflusst:

1 0
Shinter Linse = Msln = (_l 1) (0 a) = (Oa) = SIn- (2.10)
f

2.1.3 Abbildungen

Geometrische Konstruktion fiir diinne Linsen

Bei einer Abbildung wird angenommen, dass sich alle unter einem beliebigen Winkel von
einem Objektpunkt ausgehenden Strahlen in einem Bildpunkt treffen (reelles Bild), oder
nur der Eindruck entsteht, als wiirden alle Strahlen von einem gemeinsamen Schnittpunkt
ausgehen (virtuelles Bild). Geometrischen Konstruktionen der Abbildung an diinnen Linsen
werden real aber nur fiir drei Strahlen, deren Verlauf durch diinne Linsen bekannt ist, durch-
gefiihrt:

» Mittelpunkstrahl: verlduft ungebrochen durch das Linsenzentrum

e Parallelstrahl: verldauft vor der Linse parallel zur optischen Achse und wird nach Durch-
gang durch die Linse zum Brennpunktstrahl.
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. virtuelle Abbildung

Fig. 11: Befindet sich das Objekt aulerhalb der Brennweite so entsteht ein reelles Bild auf der Bildsei-
te. Liegt das Objekt innerhalb der Brennweite entsteht ein virtuelles Bild auf der Objektseite.

* Brennpunktstrahl: verlduft durch den objektseitigen Brennpunkt und wird nach Durch-
gang durch die Linse zum Parallelstrahl.

Alle drei Strahlen gehen von einem Objektpunkt aus und schneiden sich hinter der Linse
im Bildpunkt (reelles Bild). Tritt kein Schnittpunkt hinter der Linse auf, werden die Strahlen
riickwdrtig bis zu einem Schnittpunkt auf der Objektseite verldngert (virtuelles Bild).

Mathematische Konstruktion
In

Das Ziel ist, dass alle Strahlen sy, = (; ) unabhingig vom Emissionswinekl ay, auf einen

In

Bildpunkt x,, fokussieren squ = (zout). Es gilt:

out

_[Xout) _[A B)[Xm
s"“t‘(aout)‘(c D)(am). @2.11)

Da x4y nicht von ay, abhidngen soll, muss B = 0 gelten. In diesem Fall gilt xo ¢ = Axp, d.h. A
ist der Abbildungsmalf3stab.

Abbildung durch eine diinne Linse

Liegt das Objekt einen Abstand u > 0 vor der Lin-
se, muss auch hinter der Linse ein Abstand v einge-
fiigt werden, um eine Matrix zu erhalten, die die Ab-
bildungsbedingung erfiillt (die GréRen der Freirdume u
und v werden wieder positiv gezdhlt, wenn Objekt und
Bild rechts bzw. links von der Linse liegen). Die Matrix
des Gesamtsystems ergibt sich zu:

1 0 1 v u+v uv
ey Ed | B | L I L (2.12)
0 1)|-= 1flo 1 Lol
! f f
Die Bedingung fiir eine Abbildung (B = 0) ergibt u+ v — % =0 oder
1-|—1—1 (2.13)
u U_fu .
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Der Abbildungsmalistab entspricht A in der ABCD-Matrix und damit

a=1-2-_1 |
f f-u

Er ist fiir reelle Bilder (z > f) und (v > f) negativ, d. h. das Bild steht auf dem Kopf. Die

hier abgeleiteten Beziehungen gelten genauso fiir Zerstreuungslinsen (f < 0) und virtuelle

Abbildungen (v < 0).

(2.14)

2.1.4 Hauptebenen

Das Ziel der Einfiihrung von Hauptebenen ist es, belie-
bige Linsensysteme durch eine effektive “diinne Linse”
zu ersetzen. Dabei wird links und rechts vom optischen
System Freiraum hinzugefiigt, bis die entstehende Ge-
samtmatrix der der diinnen Linse entspricht. Das Ge-
samtsystem (Linsensystem + Freiraum) wirkt zwischen den sogenannten Hauptebenen wie
eine diinne Linse.

Die Grof3e des Freiraums wird hier positiv gezdhlt, wenn die entsprechenden Hauptebenen
aullerhalb des optischen Systems liegen.

Es ergibt sich nun folgende Gesamtmatrix des Systems:

(1% 0):(1 v)(A B)(l u):(A+vC Au+B+uvC+vD

=
L.

A B
u C D v

' Hy H;

- (2.15)

1) \0 1J\C DJ\0 1 C Cu+D

Esmuss also 1 = A+ vCund 1 = Cu + D gelten. Damit ergibt sich die Lage der Hauptebenen
Zu

1-A 1-D
v=——| und |u=—— (2.16)
C C
. . . 1
und die effektive Brennweite des Gesamtsystems zu f = Bk
A B
Da det(c D) =1 gilt, muss Au+ B+ uvC+ vD =0 gelten.

In GAuss’scher Approximation sind also alle optischen Systeme (auch z. B. dicke Linsen oder
Linsensysteme) auf diinne Linsen abbildbar.

Merke: Da diinne Linsen perfekt abbilden, erméglicht in der GAuss’schen Optik jedes System
spétestens nach Hinzufiigen von Freiraum eine perfekte Abbildung

Geometrische Konstruktion mit Hauptebenen

Bei der geometrsichen Konstruktion mit Hauptebenen werden die bekannten Konstrukti-
onsvorschriften fiir diinne Linsen verwendet, der Raum zwischen den Hauptebenen wird
ignoriert. Da sich auch ein negativer Zwischenraum ergeben kann, kann die Ausgangsebene
(H>) auch vor der Eingangsebene (H;) liegen.

Merke: Da die zwei Hauptebenen im Prinzip Vorder- und Riickseite einer diinnen Linse re-
prasentieren, werden Objekte, die in einer der Hauptebenen liegen, stets im Mal3stab 1:1 in
die andere Hauptebene abgebildet.
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Fig. 12: Geometrische Konstruktion des Strahlenverlaufs durch ein optisches System mithilfe von
Hauptebenen.

2.2 Abbildungsfehler

Eine perfekte Abbildung ist nur fiir sehr wenige optische Systeme (flacher Spiegel und apla-
natisches Objektiv) moglich. In der Realitét treten immer Abbildungsfehler auf.

2.2.1 Farbfehler (Chromatische Aberration)

1
Die Brennweite f = hingt von der
n-11/r1—-1/ry

Brechzahl und diese wiederum von der Wellenlédnge ab.
Fiir unterschiedliche Farben entsteht daher das Bild in
unterschiedlichen Ebenen. Da Glas im optischen Be-
reich normal dispersiv ist, wird blaues Licht stirker ge-
brochen als rotes. Die Bildebene fiir Blau liegt vor der
fiir Rot.

Korrekturméglichkeiten der chromatischen Aberrati-
on:

* Kombination unterschiedlicher Glédser in Sammel- und Zerstreuungslinsen
» Spiegel besitzen keine chromatische Abberation

e Diffraktive Elemente, in denen die Strahlablenkung an Gitterstrukturen durch Beu-
gung realisiert wird besitzen gewohnlich die zum Glas inverse Dispersion

2.2.2 Abbildungsfehler fiir monochromatisches Licht

In GAuUss’scher Approximation, d. h. fiir paraxiale Strahlen gibt es von Beugungseffekten ab-
gesehen, keine Abbildungsfehler. Es werden jedoch optische Systeme mit groRen Offnungs-
winkeln benotigt, um Beugungseffekte zu minimieren und hohe Lichtstdrken zu erreichen.

Die mathematische Ursache der Abbildungsfehler ist die Naherung sin @ = @, welche mathe-
matisch zur perfekten Abbildung wird. Tatsdchlich handelt es sich dabei nur um das erste
Glied der Taylor-Entwicklung vom Sinus:

5

1
sina=a-—a’+—a’—.... (2.17)
3! 5!

Hohere Terme in der Entwicklung der Winkelfunktionen fiihren zu Abbildungsfehlern.
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2.2 Abbildungsfehler Optik

Spharische Aberration

Die Brennweite von Kugellinsen variiert mit dem Ab-
stand zur optischen Achse. Achsenferne Strahlen ha-
ben eine kiirzere Brennweite als achsennahe Strahlen.
Als Konsequenz werden Parallelstrahlen mit verschie-
denem Abstand zur optischen Achse nicht auf einen
Punkt fokussiert.

Astigmatismus

Als Astigmatismus wird eine Storung der Fokussierung von Strahlenbiindeln, die sich un-
ter einem erheblichen Winkel quer zur optischen Achse ausbreiten. Ein Biindel von paral-
lelen Strahlen, die in der Einfallsebene liegen (meridionale Strahlen) “sieht” eine gedreh-
te Linse, die auf die Strahlrichtung projiziert eine hohere Dicke und damit einen kleineren
Kriimmungsradius aufweist. Da in erster Ndherung die Brennweite nur vom Kriimmungsra-
dius abhédngt und damit fiir meridionale Strahlen deutlich reduziert ist, fokussieren diese an
einem entsprechend gedrehten Brennpunkt in reduzierter Brennweite. Im Gegensatz dazu
“sieht” ein Strahlenbiindel, das senkrecht zur Einfallsebene orientiert ist (sagittaler Strahl),
zwar ebenfalls eine effektiv dickere Linse, aber keinen reduzierten Krimmungsradius. Fiir
den sagittalen Strahl bleibt die Brennweite daher in etwa gleich.

X y .
meridionaler ~-- _

Sagittale und meridionale Strahlen fokussieren daher in unterschiedlichen Abstdnden von
der Linse. Ein gegeniiber der optischen Achse geneigtes zylinderférmiges Biindel paralleler
Strahlen, dass ja sowohl aus sagittalen als auch meridionalen Strahlen besteht, bildet hinter
der Linse an keiner Stelle einen perfekten, d. h. punktformigen Fokus. Der Fokus ist also stets
elliptisch, wobei die Halbachse dieser Ellipse der Fokussierung von sagittalen und meridio-
nalen Strahlen folgen.

Koma

Koma entsteht durch die gemeinsame Wirkung von Astigmatismus (Verwendung schrédger
Strahlen) und Offnungsfehlern (Verwendung der gesamten Linse). Die schon beim Astigma-
tismus auftretende elliptische Verzeichnung des Fokus wird durch die sphirischen Aberra-
tionen noch tropfchenférmig verzerrt.
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2.2 Abbildungsfehler Optik

Fig. 13: Objekte, die aullerhalb der optischen Achse liegen, werden unscharf abgebildet. Ursache sind

die verschiedenen Brennweiten in der Meridional- und Sagittalebene (von Michael Schmid,
CCBY-SA 3.0, commons .wikimedia.org/w/index.php?curid=4799508)

Feldkrimmung
Das Bildfeld ist keine Ebene, sondern eine gekriimmte Fldche. Bei Fokussierung auf eine
Ebene werden daher Bildbereiche unscharf.

Verzerrung

Selbst moderne kommerzielle Objektive bilden Objekte in verschiedenen Bildbereichen oft
nicht exakt im gleichen Maf3stab ab, was zu globalen Verzerrungen und einer nicht mal3stabs-
und winkeltreuen Abbildung fiihrt.

Korrektur von Abbildungsfehlern

Kompensation von Verzerrungen durch elektronische Nachbearbeitung

Verwendung von Asphdren, d. h. speziell an den gewiinschten Strahlengang angepass-
ten Oberflachen. Meistens handelt es sich um Paraboloide. Asphéren sind in der Her-
stellung meistens sehr teuer.

Kompensation durch Kombination von Sammel- und Zerstreuungslinsen mit Abbil-
dungsfehlern unterschiedlichen Vorzeichens.

Vermeidung schriger Einfallswinkel auf brechende Fldchen. Verteilung der Strahla-
blenkung auf moglichst viele Oberfldchen.

Verwendung verzeichnisfreier (aplanatischer Abbildungen)

50


commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=4799508

2.3 Aplanatische Objektive Optik

geringere
Fehler

grofle
Fehler

geringere
Fehler

Fig. 14: Oben und unten sind jweils zwei Durchgédnge durch ein Linsensystem dargestellt, welche je-
weils strahlenoptisch entlang des gleichen Weges verlaufen allerdings treten fiir die linke Seite
jweils grollere Abbildungsfehler auf. Als Fausretel ldsst sich merken, dass eine gréRere Anzahl
an Brechungen mit jeweils kleinere Winkeln vorteilhaft ist.

2.3 Aplanatische Objektive

Es gibt einige spezielle Oberfldchen, die fiir ausgewidhlte Objektpunkte eine im Rahmen der
Strahlenoptik ideale Abbildung erméglichen. Im Folgenden soll eine solche vorgestellt wer-
den.

Es wird behauptet, dass ein im Abstand R/n innerhalb einer Kugel mit Brechungsindex n
und Radius R platzierter Punkt A ideal abgebildet wird, d. h. simtliche Strahlen scheinen
nach Passieren der AuBenfliche der Kugel von einem einzigen Punkt A’ zu kommen.

ay
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2.3 Aplanatische Objektive Optik

Zum Beweis dieser Behauptung wird der Sinussatz auf das Dreieck AM P angewendet:

sina

sin B =n. (2.18)

AuBerdem muss an der Grenzflache der Kugel das Brechungsgesetz gelten: siny = nsinf.
Nach ineinander einsetzen der obigen Ausdriicke ergibt sich sina = siny. Im Winkelbereich
|| < 90°, fiir den diese Betrachtung gelten soll, gilt damit a = y. In diesem Winkelbereich
miissen aber auch, da y gleich dem Winkel A’PM ist, die beiden Dreiecke APM und A'PM
zueinander dhnlich sein. Damit gilt:

AM MP —

——=—— oder A'M=nR. (2.19)
MP AM

Die Position des Bildpunktes A’ hidngt also nicht vom speziellen Strahlengang, d. h. vom Win-

kel a ab. Damit scheint jeder vom Punkt A im Bereich —90° < a < 90° ausgehende Strahl von

A’ zu kommen.

Da die Kugel rotationssymmetrisch ist, werden zwei Kugelschalen zentriert um den Kugel-

mittelpunkt strahlenoptisch exakt virtuell aufeinander abgebildet. Die Bildentstehung ent-

spricht der mathematischen Spiegelung am Kreis. Dabei kommt es zu einer VergréoBerung

um den Faktor n?. Werden in der Kugel noch Strahlen bis zum Winkel a,.x weitergeleitet,

entspricht das einer numerischen Apertur von

N Agugel = nSin @max- (2.20)

Ein nachgeschaltetes Objektiv empfingt diese Strahlen héchstens unter dem Winkel M A'P,
der wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke gleich S,y ist. Das nachgeschaltete Objektiv beno-
tigt also nur noch eine numerische Apertur von

. 1 . 1
N Aobjektiv = $in fmax = W SN &max = ﬁNAKugely (2.21)

d.h. die numerische Apertur des gesamten Objektivs hat sich um den Faktor n? formal er-
hoht.

Nun erscheint diese Art der Abbildung eher akademischer Natur zu sein, vor allem da das
abzubildende Objekt innerhalb der Glaskugel liegt und die Abbildung nur virtuell ist. Tat-
sdchlich wird jedoch die obige Abbildungsvorschrift verwendet, um Mikroskopobjektive mit

52



2.3 Aplanatische Objektive Optik

hoher numerischer Apertur, die die von einem Objekt in einem groBen Winkelbereich ausge-
henden Strahlen auffangen, zu konstruieren. Da die dabei untersuchten Objekte sehr klein
sind, ldsst sich annehmen, dass sie praktisch in A liegen und die Kriimmung der exakt ab-
gebildeten Kugelschale noch keine Rolle spielt. Die Glaskugel wird daher senkrecht zur op-
tischen Achse in A durchtrennt. Das Objekt wird im Falle des Immersionsobjektives mittels
einer Immersionsfliissigkeit, die die gleiche Brechzahl wie die Glaskugel hat, im Punkt A an
der Schnittflache fixiert. Damit wird fiir das Licht wieder die Idealsituation des im Punkt A
innerhalb eines Mediums mit Brechungsindex 7n liegenden Objektes realisiert.

aY

Deckglas

Immersionsfliissigkeit

Durch dieses Verfahren wird zwar keine reelle Abbildung ermoglicht, aber Strahlen die in
einem grofen Winkel zur optischen Achse vom Objekt ausgehen, werden in achsennahe
Strahlen umgewandelt, ohne, dass es zu zusétzlichen Abbildungsfehlern kommt. Besitzt die
Glaskugel z.B. die Brechzahl n = 1,45, treten Strahlen, die vom Objekt unter 90° emittiert
werden, nur noch knapp 44° zur optischen Achse geneigt aus der Glaskugel aus. Bei n = 2
reduziert sich dieser Winkel sogar auf 30°.

Fiir Trockenobjektive wird prinzipiell die gleiche Konfiguration verwendet, wobei versucht
wird, den Abstand zwischen Objekt und Frontlinse so klein, wie moglich zu halten. Die nu-
merische Apertur und damit, wie spdter noch gezeigt wird auch die Auflésung reduziert sich
dann aber auf NA = sin &y ax.

Prinzipiell kbnnen auch mehrere aplanatische Objektive hintereinander geschaltet werden,
um die Winkel der auftretenden Strahlen weiter zu reduzieren. Dazu muss aus dem zweiten
aplanatischen Objektiv eine Hohlkugel um den weiter zu verarbeitenden Bildpunkt A’ aus-
gespart werden, in dem sich dann das erste aplanatische Objektiv befindet. Da das nur noch
fiir einen begrenzten Winkelbereich nétigist, reich hier eine konkav-konvexe Linse. Von dem
zu verarbeitenden Bildpunkt A" ausgehende Strahlen treffen senkrecht auf die Innenfliache
der zweiten Linse, weshalb sie erst einmal in ihrer Ausbreitungsrichtung nicht beeinflusst
werden. Das zweite aplanatische Element entfaltet seine Wirkung erst an seiner Aullenfla-
che, deren Radius und Krimmungsmittelpunkt so gewdhlt werden, dass die aplanatische
Bedingung auch fiir A erfiillt wird.
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2.3 Aplanatische Objektive Optik

Fig. 15: Zwei aplanatische Objektive konnen hintereinander verbaut werden wenn das zweite Objek-
tiv eine konkav-konvexe Linse ist. Vom Bildpunkt A" kommende Strahlen treffen senkrecht
auf die konkave Seite und werden nicht abgelenkt.

Fig. 16: Im Frontbereich eines Mikroskopobjektivs (Werbeprospekt der Firma Zeiss) ldsst sich eine
Konstruktion aus zwei ineinander verschachtelten aplanatischen Objektiven erkennen.
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3 Beugungsphanomene

3.1 Konfiguration und Ausbreitungsgleichung

Vorausgesetzt wird im Folgenden ein monochromatisches Feld (w = konst.) und ein homo-
genes, isotropes und absorptionsfreies Medium (7 konstant und reell). Zudem gilt die HELM-
HOLTZ-Gleichung

2

w
A+n2—2) = (A+K)E=0 mit k*=n
C

2 3.1)

CZ

fiir alle drei Komponenten des elektrischen Feldes. Da aber auch noch V- E = 0 erfiillt wer-
den muss, sind nur zwei Komponenten (z. B. Ex und E)) frei wihlbar. Im folgenden soll die
Gleichung

(A+K*)ur) =0 (3.2)

untersucht werden, wobei u(r) einer Feldkomponente entspricht.
Es wird folgende Konfiguration gewéhlt:

y/\ /
* Objekt- und Bildebene liegen in der x-y-Ebene.

* Die Ausbreitung erfolgt in positive z-Richtung.

* Gegeben ist das Feld in der Objektebene bei z = 0 als
u(x,y,z=0) = uo(x, y).

e Gesucht ist das Feld fiir u(x, y, z > 0).

3.2 Lo6sung des Anfangswertproblems

Zur Losung des Anfangswertproblems wird eine Darstellung
im Fourierraum gesucht. Das Feld wird aus lauter ebenen Wellen, deren Ausbreitung be-
kannt ist, zusammengesetzt

Ansatz: u(x,y,z)://U(a,ﬁ,z)exp[i(ax+ﬁy)]dadﬁ. (3.3)

—00 —00

Das Einsetzen des Ansatzes in (3.2) ergibt

]

Diese Beziehungen sind nun fiir alle Felder erfiillt, falls gilt:

2
explilax+ By)|dadp. (3.4)

+ kZ)U(a B,2)

(a—ﬁ+a

2

( a? - p? +aa +k2)U(a B,z) = (3.5)
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3.2 Losung des Anfangswertproblems Optik

Eine allgemeine Losung hat die Form

Ul(a, B, 2) = a.(a, B exp[iy(a, B)z] + a_(a, B) exp[-iy(a, B)z] (3.6)

mit y(a,f) =/ k?— a® - B2 (3.7)

mit y(a, B) = v/ k? — a? — 2. Da nur sich in positive z-Richtung ausbreitende Felder betrach-
tet werden, kann a_ = 0 angenommen werden. Damit ergibt sich bei z=0

Up(x,y) =

\8

Ula,B,z=0)exp [i(ax+fy)| dadp

—3 5:3\:8
\88

a.(a,P)exp [i(ax+ By)|dadp. (3.8)

2
8

a;(a, p) ist also die Fouriertransformierte von u(x, y). Damit ergibt sich die allgemeine Lo-
sung des Anfangswertproblems zu:

u(x,y,z)://Uo(a,ﬁ)exp[iy(a,ﬂ)z] explilax+ By)|dadp (3.9)
—_——

—00—00 Amplitude

J

W:srlle

[ J

Summation tiber alle Wellen

1
(2m)?

mit (3.7) und Uy(a, B) = //uo(x,y)exp[—i(ax+,6y)]dxdy. (3.10)

—00 —00

Die gesamte z-Abhingigkeit der Lésung steckt in der Ubertragungsfunktion

H(a, B,2) =expliy(a,p)z]| = exp(i\/ k?—a?- ,Bzz). (3.11)

H entscheidet dariiber, wie sich eine Welle bei ihrer Ausbreitung entlang z verdndert.
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3.2 Losung des Anfangswertproblems

Es ergeben sich nun zwei verschiedene Typen von Lésungen:

Homogene Wellen

Es bilden sich homogene Wellen unterschiedlicher Nei-
gung bzgl. der z-Achse aus mit a? + 2 < k?, woraus |H| =
1 und argH # 0 folgt. Das heiflt, jede homogene ebene
Welle wird bei der Ausbreitung mit einem Phasenfaktor

exp[i\/ k?—a?— ,Bzz] belegt. Der Betrag ihrer Amplitude
wird jedoch nicht verdndert, d. h. die in ihr enthaltene Infor-
mation geht nicht verloren. Wahrend der Ausbreitung gera-
ten unterschiedliche Wellen nur “aufler Phase”, was sich bei
der gesamten Feldverteilung dann als Beugung dul3ert.

Evaneszente Wellen

Hier gilt nun a? + 2 > k? und damit y? < 0, d.h. y ist rein
imagindr und die Welle wird in z-Richtung gedampft mit
~ exp(—lylz), was sich auch in der Ubertragungsfunktion

widerspiegelt
—1 /a2+’32_k22

d.h. jede evaneszente Welle wird bei der Ausbreitung mit

|H| =exp <1,arg H=0,

einem Amplitudenfaktor < 1 belegt. Die Betrdge werden fiir wachsende z exponentiell ge-

dampft.

Evaneszente Wellen treten auf, sobald die Fouriertransformierte der Anfangsverteilung we-

sentliche Komponenten im Spektralbereich a? + % > k? besitzt.

Nach relativ kurzer Ausbreitungsldnge (Ausbreitungsldnge < Wellenldnge) liegen nur noch
Fourierkomponenten mit a? + 2 < k? vor. Die optische Ubertragung folgt also einem Tief-

passverhalten.

Nach Abklingen der evaneszenten Wellen dndert sich das Fourierspektrum vom Betrag her
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3.2 Losung des Anfangswertproblems Optik

nicht mehr, sehr wohl aber in der Phase. Beugung tritt auf, da unterschiedliche Fourierkom-
ponenten unterschiedliche Phasen akkumulieren.

Eindimensionaler Spalt

Up(@)
Ein 1D-Spalt besitzt folgende Feldverteilung: ‘
1 fiir|x|<al/2
Up(x) = (3.12)
0 sonst.
Nach (3.10) ergibt sich fiir die Fouriertransfor- T\ N\ a
mierte der Feldverteilung fiir z = 0: i\ _n 2\
a a a a
00 al2
- 1 . 1 .
Up(a) = — / dx upg(x)e % = — / dx ug(x)e™'**
27 27
—00 —al2
= L sin(ﬁa) = isinc(goa) (3.13)
o« 27 2z 27 '

mit sinc(x) = w und liII(l) sinc(x) = 1.

X—
Das Fourierspektrum des Spalts ist nicht begrenzt, sondern féllt lediglich langsam mit 1/«
ab. Damit noch eine Information tiber die Spaltbreite extrahiert werden kann, sollten charak-
teristische Merkmale des Fourierspektrums, wie z. B. die erste Nullstelle {ibertragen werden.

Damit die erste Nullstelle tibertragen wird, muss
A
—<k=n—, dha>— (3.14)
n

gelten. Strukturdetails die kleiner als die Wellenldnge im Material sind, werden also nicht
iibertragen. Klassische abbildende Elemente (z. B.) Objektive konnen nur die sich bei den
propagierenden Wellen (a? + 2 < k?) akkumulierenden Phasendifferenzen (Wellenfront-
kriimmungen) korrigieren und damit die Wirkung der Beugung neutralisieren. Eine Rekon-
struktion der exponentiell gedimpften Anteile des Fourierspektrums (a? + 2 > k?) ist nicht
moglich.
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3.2 Losung des Anfangswertproblems Optik

Feldverteilung u(x, y, z) Fourierspektrum

z=0.51

51

-8-4-202 4 8

2-10 1 2
Breite in Wellenldingen Raumfrequenz k

Es gibt verschiedene Wege zur Verbesserung des Auflosungsvermogens:

* Verwertung eines moglichst grofen Anteils der sich ausbreitenden Wellen durch Ver-
wendung von Objektiven hoher numerischer Apertur NA = nsin¢g (maximaler noch
transferierter Wellenzahlvektor: apnax = ksing)

* Reduktion der Wellenlédnge durch Verwendung hochbrechender Fliissigkeiten und Ver-
wendung hoher Frequenzen

 direkte Detektion evaneszenter Wellen mittels optischer Nahfeldmikroskopie (Scan-
ning Nearfield Optical Microscopy - SNOM) evaneszente Wellen werden direkt in eine
optische Spitze eingekoppelt.
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3.3 Gaullférmige Strahlen in paraxialer Naherung Optik

<>

Fig. 17: Links: Darstellung des maximalen Offnungswinkels einer Linse
Rechts: Detektion evaneszenter Wellen mittels SNOM

3.3 Gauldformige Strahlen in paraxialer Naherung

Im Folgenden wird hiufig die Gauss-Funktion exp(—x?) auftreten, deren Eigenschaften kurz
erlautert werden sollen. Fiir diese stark fallende Funktion gilt folgende Identitét:

[e.@]

/dxexp[—ax2+bx] = \/gexp

—00

b2

2al (3.15)

Zudem ist die GAUSS-Funktion mehrdimensional verallgemeinerbar, da sie sich faktorisieren
lasst: exp(—(x* + y%)) = exp(—x?) exp(—y?).

Gaul3-formige Strahlen treten in der Optik als Grundmode von Lasern mit Hohlspiegeln auf
und sind analytisch beschreibbar. Sie bilden eine Briicke zwischen Wellen- und Strahlenop-
tik.

Ausbreitungsproblem der Anfangsverteilung:  ugy(x,y) = Agexp

x2+y2)

2
0

Zunichst wird das Spektrum der Anfangsverteilung bestimmt:

_ 2T T 1%+ 52
Uo(a,ﬂ):(—) /dx/donexp — 2y )exp[—i(ax+,3y)]
21 Wy
—00 —00
2 2
= Ap—>exp | ——=(a*+ p?)|, (3.16)
47 4

wobei die Fouriertransformation mithilfe einer quadratischer Ergdnzung ausgefiihrt wird.

Im zweiten Schritt wird das Spektrum nach der Ausbreitung berechnet und anschlieBend
riicktransformiert. Es ergibt sich mit (3.16)

i/ k2 - (a?+p))z

Leider ist das integral wegen des Wurzelterms im Exponenten der e-Funktion nicht ausfiihr-
bar. Unter der Annahme von Strahlbreiten, die wesentlich grof3er als die Wellenlédnge sind,

u(x,y,z) = /da/dﬁUo(a,ﬂ)exp exp[ilax+ By)]. (3.17)
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3.3 Gaullférmige Strahlen in paraxialer Naherung Optik

kann von einem im Bereich sich ausbreitender Wellen lokalisierten Fourierspektrum ausge-
gangen werden. Breiten sich aulerdem die im Strahl zusammengefassten ebenen Wellen vor
allem in Richtung der optischen Achse aus, d. h. die transversalen Wellenzahlvektoren a und
B sind klein gegeniiber der bei monochromatischem Licht festen Gesamtlange des Wellen-
zahlvektors k (a? + 8% < k?), kann eine paraxiale Néiiherung angewendet werden.

 10% Fehler

T
!
|
|
i

paraxiale Approx.

[a—

Longitudinaler Wellenzahlvektor y
o o

. . ! .
reale Dispersionsrelation

|
| | |

-1 0 1
Transversale Wellenzahlvektoren /a2 + 2/ k

Es wird die Approximation

a’ + B2
2 (024 B2) ~ k— )
Vi - @2+~ k== (3.18)

vorgenommen. Diese Approximation ist fiir kleine Winkel sehr gut. Bei einer Neigung der
Wellenzahlvektoren zur optischen Achse von 30° tritt erst ein Fehler von 1,03 % auf.

Unter dieser Annahme muss jetzt nur noch die, wenn auch komplexe, GAUSS-Funktion zu-
riick transformiert werden:

2 2

Y explilax+ By)] (3.19)

-

V4

u(x,y,z):eikz/da/dﬁUo(a,,B)exp

2iz
Die Einfiihrung der komplexen Breite W' = Wo2 + e macht es noch deutlicher

GWE T AgWw®
u(x,y,z) =e' ZW/Z /da/dﬁ o exp
—00 —00

Wird der Ausdruck mit dem bekannten Feld bei z = 0 verglichen

W/Z
—T(a2 + %) explilax+ By)]. (3.20)

x%+ y?
up(x,y) = Apexp | — 5
0
T T AW w2
:/da/dﬂ Z % exp —To(a2+,32) explilax+ By)] 3.21)
T
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3.3 GauBformige Strahlen in paraxialer Ndherung Optik

lasst sich die Losung ablesen als

2
0

WIZ

2 2
Xty ] (3.22)

W/Z

up(x, y,2) = eikz Agexp

W2 14sst sich unter Verwendung des Beugungsparameters zp mit

kW aWg L P of, .2
ZR= = umschreibenin W™ =Wy|1+i— (3.23)
2 A ZR
und damit die gesamte Losung vereinfachen zu:
, A x?+y? W2
ux,y,z) = e’k‘z,—0 ex _2—')/ mit |zg= 0 (3.24)
1+iz/zg W5 (1+iz/zg) A
lu(z,y = 0,2)? " u(z,y,z=0)
A
= y
Refu(a,y =0, 2)]
SRR TTODD DRI
Diskussion der LGosung
Fiir die weitere Diskussion ist es giinstig, die Losung in Betrag und Phase aufzuteilen:
etkzele A, X%+ y? .z x%+y?
ux,y,2) = —————=e€xp |~ 5 —— > (3.25)
V1+ (z/zp)2 WE(1+ (2/zp)?) zr WS (1+ (z/zp)?)

mit ¢ = —arctan(z/zg).

Beugungsparameter zp

Der Beugungsparameter, der quadratisch von der Strahlbreite und invers von der Wellenldn-
ge abhdngt, bestimmt die gesamte Feldausbreitung. Fiir Ausbreitungsldngen z <« zz konnen
Beugungseffekte unbertiicksichtigt bleiben. Es gilt die geometrische Optik. Typische Lingen
des Beugungsparameters sind:

e Wy=101:2zr =100 = 3141
e Wo=1mmund A =600nm:zg =52m

e Wo=10mmund A =600nm: zz =520m
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3.3 Gaullférmige Strahlen in paraxialer Naherung Optik

Strahlbreite |W(z) = Wyv/'1+ (z/zg)?

Fir groBe Ausbreitungsliangen z > zp gilt
W (z) = Wpz/zg, d.h. von der Strahltaille (z =
0) geht ein Strahlkegel mit dem Offnungswin-
kel

Wo A
9 =2arctan — = 2arctan ——, (3.26)
2ZR 2nWy

d. h. je kleiner die Strahltaille ist, desto starker
divergiert der Strahl bei der Ausbreitung.

Leistung auf der Strahlachse |AI?/1Al?

Die Leistung auf der Strahlachse (x = y = 0)
entlang der Ausbreitungsrichtung nimmt be-
tragsmallig folgende Form an:

|A(2)|* = _ AP (3.27)
1+ (z/zg)? | '
Im nebenstehenden Bild ist die Verteilung ent- !4 _ 2 2 4
sprechend geplottet.
Phasenkriimmung Rlzg
10 |
Der Phasenterm expli...] in (3.25) bewirkt au-
Berhalb der Strahltaille (z # 0) eine Krimmung > —
der Phasenfronten im Strahl. der entsprechen- R
de Kriimmungsradius ergibt sich bei Vergleich 2 4
mit einer Kugelwelle, die paraxial fiir x> + y* =
Z% als
2412
exp(ikR) = exp|iky/ 2% + (x*> + y?) | =~ exp(ikz) exp |ik 5 ]
z
2.2
~ exp(ikz)exp ikx 2Ry ] (3.28)
gendhert wird zu
ZR 2
Rz)=z|1+ (—) (3.29)
z

Fiir grolRe Abstidnde z > zp gilt R(z) = z, d. h. der Strahl bildet den Ausschnitt aus einer Ku-
gelwelle mit dem Zentrum in der Strahltaille.
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3.4 GaulSsche Optik mit g-Parametern Optik

Phasenfronten
ol /f 4 . \ ]
g)o K £ ; . \‘\ .....
=) /’/ NS
ol
2 .
o | " — Ausdehnung~¢;
5 —— Wellenfront
= el . = - Intensitdtsprofil
x in Wellenlangen . Kriimmung

Fig. 18: Links: Phasenfronten eines GAUSS-Strahls. Um x = 0 ist die Intensitétsverteilung erkennbar
Rechts: GAUSs-Strahl (schematisch) mit Abmessungen, Strahlbegrenzung, Wellenfronten und
Intensitédtsprofil [de.wikipedia.org/wiki/Gau\s-Strahl]

3.4 Gaullsche Optik mit g-Parametern

3.4.1 Einfiihrung der g-Parameter

Das Ziel ist die Beschreibung beliebiger GAUss-Strahlen durch einen komplexen Parameter
q. Bisher wurden zwei Parameter eines GAUSS-Strahls eingefiihrt:

* Beugungsparamter zg (enthélt Breite im Fokus)

¢ Abstand zum Fokus/ zur Strahltaille zr (Bisher war das einfach z). Jetzt werden auf
negative Werte fiir zr zugelassen, d. h. eine Beobachtungsposition vor der Strahltaille
wird moglich

Diese Parameter werden zu folgendem Parameter zusammengefasst:

g-Parameter (3.30)

Tatsdchlich ldsst sich die Feldverteilung vollstdndig durch g ausdriicken:

T x>+ y?
1_
q

A

iAg 1
u(x,y,z) = AoIm(q)

exp[ikRe(q)], (3.31)

d. h. bei bekanntem q lassen sich alle wesentlichen Parameter des GAUSS-Strahls ermitteln.
Wihrend aus ¢ selbst sofort der Abstand zum Fokus und die Breite der sich dort ausbilden-
den Strahltaille abgelesen werden kann, hat auf 1/ g eine Bedeutung:

1 1 1 i 1 A1

a9 zr—izm 2] " 21 " R@  awW@?
F — 14R z z
1+(£) 1+(ﬁ)

In 1/¢g(z) sind als der Kriimmungsradius R(z) und die aktuelle Breite W (z) enthalten. Im
einzelnen ergibt sich:

(3.32)

<F <R

* Re(q) = zr Abstand zum Fokus / zur Strahltaille zr

* Im(q) = —zg Breite im Fokus / in der Strahltaille (WO2 = zrAlm)
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e Re(1/g) = 1/R Kriimmungsradius R
e Im(1/q) = A/m-1/W? aktuelle Breite W (2)

3.4.2 Dynamik des g-Parameters

Ausbreitung im homogenen Raum
Im homogenen Raum dndert sich der Beugungsparameter nicht, nur der Abstand zur Strahl-
taille variiert bei einer Verschiebung um die Strecke L

qlz+L)=¢q(2)+ L. (3.33)

Ausbreitung durch eine diinne Linse

Beim direkten Durchgang durch eine diinne Linse dndert sich
zwischen Vorder- und Riickseite die Intensititsverteilung des
Strahls nicht, nur die Phase wird entsprechend durchquerten
Glasdicke modifiziert. Es ergibt sich:

us(x,y)=Tx y)u-(x,y) (3.34)

mit der Transferfunktion |T(x, y)| = 1. Da die Transferfunktion rotationssymmetrisch ist, er-
gibt sich in zweiter Ordnung einer Taylor-Entwicklung fiir kleine x und y

) 7T X%+ y?
1(‘!’0—1 fy)

) (3.35)

T(x,y) =exp

wobei der Vorfaktor vor den quadrierten Ortskoordinaten x und y der zweiten Ableitung der
Phasenfunktion auf der optischen Achse entspricht:

T 2

arg[T(x, y)]
x=y=0

Der hier so entstehende Vorfaktor wurde schon in einer fiir die weiteren Rechnungen giinsti-
gen Art und weise aufgespalten, wobei die physikalische Bedeutung der Konstanten f noch
ermittelt werden muss. Durch Einsetzen ergibt sich fiir

iAnl 5 2 2

u (x,y,2) = Aolm@-) i%qu exp[ikRe(q)] (3.37)

iAgl - 1 1
uy(x,y,2) = AoIm(g-) exp[i(po + kRe(g-))] exp iz(x2 +y%)- {— - = H . (3.38)

q- A q f

Soll wiederum u,. ein GAUSS-formiger Strahl der Form
iAnl 2 2
uy(x,y,2) = loqﬂ exp|i(¢’ + kRe(g-))] exp i% X ry (3.39)
+ +
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3.4 GaulSsche Optik mit g-Parametern Optik

sein, muss fiir die diinne Linse folgende Transfergleichung des g-Parameters gelten

1 1 1
— == (3.40)

qg. q- f

Der Rest der Vorfaktoren beinhaltet letztlich unwesentliche Phasenfaktoren, wie ¢’ oder er-
gibt sich automatisch bei geltender Energieerhaltung.

Um die physikalische Bedeutung von f zu kldren, wird der Transfer eines unendlich breiten
Strahls durch eine diinne Linse untersucht. In diesem Fall wird eine Fokussieren des Feldes
am Brennpunkt hinter der Linse erwartet. Vor der Linse ist der g-Parameter eines unendlich
breiten Strahls ebenfalls unendlich (g- = zp - i%oo2 =o0) und es gilt 1/g- = 0. Damit ergibt
sich % = %, d. h. der Strahl fokussiert sich im Abstand f hinter (da —f < 0) der Linse. Es
handelt sich also bei f um die Brennweite der Linse.

Propagiert ein kollimierter Strahl (zg > 1) durch eine Linse der Brennweite f, dann ergibt
sich die Breite der neuen Strahltaille (Fokus) zu

A 1 Af
= |wy=ZL (3.41)

:ﬂW /1, A oW
f2 H2W4

wobei W die kollimierte Strahlbreite vor der Linse beschreibt.

Wo

3.4.3 Transfermatrizen fiir g-Parameter

Wihrend fiir Einzelelemente (Linse, Freiraum) die oben angegebenen Formeln ausreichend
sind, ist es jedoch besser, komplette Systeme durch eine einfache Transferfunktion beschrei-
ben zu kénnen. Ein mathematisches Problem besteht aber darin, dass unterschiedliche Ope-
rationen fiir Freirdume und Linsen in einem Schema vereinigt werden miissen. Daher wer-
den die g-Parameter auf komplexe Zweiervektoren

N1 n1
= , =— (3.42)
1 (772) il 12

abgebildet, deren Richtung durch den g-Parameter bestimmt wird. Die Verdnderung der
Zweiervektoren beim Transfer durch ein optisches System wird durch 2 x 2-Matrizen, die
mit den schon aus der geometrischen Optik bekannten ABCD-Matrizen iibereinstimmen,
beschrieben. Die Giiltigkeit dieses Schemas wird fiir die beiden Fille Freiraum und diinne
Linse tiberpriift, wobei im Freiraum 7 = 1 gesetzt wird.

Freiraum (Lange L)
Die Transfermatrix T des freien Raums ist aus Gleichung (2.1) bereits bekannt. Somit ergibt
sich fiir .,

()= 72-<lo 1)) =" ™)
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3.4 GaulSsche Optik mit g-Parametern Optik

Wenn fiir den Eingangsvektor g_ = Z—l vorausgesetzt wird, ergibt sich der g-Parameter am
2

Ende des Freiraums zu
_ Ny tLn,

q+:—+——_:q_+L, (344)
2 M

=

d. h. die Transformationsgleichung des Freiraums wird erfiillt.

Diinne Linse (Brennweite f)
Die Transfermatrix M der diinnen Linse ist ebenfalls aus (2.9) bekannt. Es ergibt sich also

wieder
_nT)_A _(1 0)(17{)_ m
= =Mn_= 1= _1. (3.45)
M+ (TI;r m _% 1j\n;, _nfl +1,

Entsprechend der zu tiberpriifenden Transfergleichung wird qi = Z—g vorausgesetzt und fiir
- 1
den inversen g-Parameter hinter der Linse folgt
1 my _-ni/f+mp 11

- S S s AR (3.46)
4+ n n qa- f

Reflexion am sphérischen Spiegel (Kriimmungsradius R)
Ohne Beweis, aber analog zur Linse ergibt sich fiir den Hohlspiegel folgende Reflexionsma-
trix

N 1 O
M= (ZIRS 1) \ (3.47)

mit dem Kriimmungsradius R;, dessen Vorzeichen dariiber entscheidet, ob der Hohlspiegel
konkav oder konvex ist.

CAVE: Hier wird sich in Richtung des Strahlenganges orientiert, der sich beim Spiegel um-
dreht. Ein konkaver Spiegel R < 0 wirkt wie eine Sammellinse (f > 0), die einen Fokus auf
dem weiteren Strahlenweg, d. h. nach der Linse, bildet. Im Fall des Hohlspiegels liegt der Fo-
kus dann vor dem Spiegel.

R <0 Rs<0

~-

A
A

| Rs| | Rs|
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3.4 GaulSsche Optik mit g-Parametern Optik

Optische Systeme

Komplette optische Systeme werden durch ihre ABCD-Matrizen charakterisiert, die genau so
wie in der Strahlenoptik gebildet und auf die komplexen Zweiervektoren angewendet wer-

den:
_(n7) _(A B\(ny)_(An;+Bn,
"*‘( +)_(C D)\n;) ~ \Cny +Dn; ) (3.48)

Fiir den g-Parameter gilt jetzt

mo_Am +Bn, _Ag-+B

- = =—| 3.49
ax 77; Cni +Dn, a+ Cq-+D ( )

D. h. bei Verwendung der Transferformel (3.49) kann auf die komplexen Zweiervektoren ganz
verzichtet werden und nur die ABCD-Matrix des optischen Systems verwendet werden, um
eine Transformation des g-Parameters zu realisieren.

3.4.4 GauRsche Moden im Resonator

Die Grundmode eines Laserresonators ist in guter Ndherung gaul3férmig. Es soll untersucht
werden, unter welchen Umstianden ein Laserresonator stabil ist, d. h. wann sich ein GAUSS-
Strahl nach einem Umlauf wieder auf sich selbst abbildet.

Ein Umlauf im Resonator wird durch eine allgemeine ABCD-Matrix beschrieben. Damit sich
ein GAUSs-Strahl auf sich selbst abbildet muss g = g- = g gelten. Der Strahlparameter g
ergibt sich daher bei Auswertung von (3.49) durch Losung der quadratischen Gleichung

, D-A B

9"+ —¢ q_EZO zu (3.50)

(3.51)

q:

A-D (A—D)Z B
+ +=
2C 2C C

Da ein realistischer g-Parameter aber einen nicht verschwindenden Imaginérteil haben muss,
die Elemente der ABCD-Matrix aber reell sind, muss das Argument der Wurzel in der obigen
Gleichung negativ sein. Dartiiber hinaus ist dann nur eine der beiden Losungen, ndmlich die
mit dem negativen Imaginérteil realistisch.

Ein beliebiger Resonator hat also hochstens eine einzige stationdre gaul3formige Mode und
auch diese existiert nur, falls die Diskriminante von (3.51) negativ ist. Unter Beriicksichti-
gung der Tatsachte, dass die Determinante einer ABCD-Matrix stets 1 ist, vereinfacht sich
die Diskriminante zu

(A-D)*+4BC=(A-D)*+4(AD-1)=(A+D)* -4 <0, (3.52)

d. h. es muss gelten: |A+ D| < 2.

Diese Gleichung soll jetzt auf einen klassischen Laserresonator, bestehend aus zwei im Ab-
stand L angebrachten Hohlspiegeln, angewendet werden.
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L
Die entsprechende Transfermatrix lautet
A B 1 0)(1 L\Y( 1 0)(1 L
(C D) B (2/R2 1) (0 1) (2/R1 1) (0 1) (3-53)
_ 1+2L/Ry 2L(1+ L/Ry)
B 20/Ri+1/Ry+ L/ (RiRy)) 1+2L/Ry+4L/Ry +4L2/(R1R2) '

Die Stabilitdtsbedingung fiir einen aus zwei Hohlspiegeln bestehenden Resonator ergibt sich
Zu

1+2

L L 212
+ <1. (3.54)

—_ + —_
Ry Ry RiR,

Wie zu erwarten wird die Stabilitdt des Resonators nur durch das Verhiltnis zwischen Kriim-
mungsradien und Resonatorldnge bestimmt. Fiir eine weitere Auswertung ist die Substituti-
on gy =1+L/R;und g =1- L/R, sinnvoll. Sie fithrt zu der Beziehung

12818, -1 < 1. (3.55)

Aus 2g18,—1 > —1 folgt g182 > 0, d. h. das Stabilitdatsgebiet muss in den Quadranten I und
I1I liegen. Weiter wird das Gebiet 2g; g2 — 1 < 1 durch die Funktion g» = 1/g; begrenzt. Es gilt
also

0< 8182 = 1. (3.56)

Technisch relevante Laserresonatoren bestehen oft aus einem pla-
naren (R; = oo) und einem gekriimmten Spiegel (g, =1+ L/R; =1).

Es muss dann nach (3.55) 0 < g» = 1+ L/R, < 1 gelten, d. h. der zwei- Ry<0

te Spiegel muss konkav (R, < 0) sein und sein Krimmungsmittel- Y

punkt muss hinter dem planaren Spiegel liegen (|R»| > L), damit er L
|Rs

eine stabile gaul3formige Mode besitzt.

Abschlielend werden noch die Kriimmungsradien der GAUSS-

Mode an den Spiegeloberflachen betrachtet. Stellvertretend wird dies fiir Spiegel 2 am Ende
des Umlaufs getan. Die Herleitung fiir Spiegel 1 erfolgt analog. Dazu wird die Transferbe-
dingung fiir g zu 1/ g umgeschrieben und angenommen, dass der g-Parameter nach einem
Umlauf wieder unverdndert vorliegt. Es ergibt sich also analog zu (3.50)

1 C+Dl/g 1\2 (1\A-D C
1 = =] #2122 =20 (3.57)
qg A+Blq q q) B B
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A.) Planar
(Ry = Ry =00)

B.) Symmetrisch konfokal
(Ri=R,=-1)

C.) Symmetrisch konzentrisch
(Ri=R,=-L/2)

D.) Konfokal planar
(R =-d,Ry =00)

E.) Konkav konvex
(R1<0,R,>0)

Fig. 19: Resonator-Stabilitdts-Diagramm: Ein sphérischer Resonator ist stabil, wenn die Parameter
g1 =1+L/Ry und g =1+ L/R, in den schattierten Regionen, welche durch die Koordina-
tenachsen begrenzt werden, liegen. Alle symmetrischen Resonatoren liegen entlang der Linie

82=81-

und damit fur

1 1 D-A A-DY C
— =Re|—=]|=Re + +—1. (3.58)
R q 2B 2B B

Durch Einsetzen der konkreten Werte fiir den Laserresonator ergibt sich

1 (1+2L/Ry+4L/Ry +4L%/(RiR2) - (1 +2L/Ry) _ 1

R 2[2L(1 + L/Ry)] "R

(3.59)

d. h. der Phasenkriimmungsradius der GAUSS-Mode ist gleich dem Kriimmungsradius des
Spiegels. Im Fall einer stationdren Lasermode sind die Phasenfldchen des Feldes also parallel
zur Spiegeloberfldche.

Fiir eine gegebene GAUSS-Mode ldsst sich also sofort ein passender Laserresonator konstru-
ieren, indem die Kriimmungsradien der Spiegel an der jeweiligen Position angepasst wer-
den. Umgekehrt, d. h. fiir gegebene Spiegel eine passende GAUSS-Mode zu ermitteln, muss
nicht funktionieren, wie oben bereits gezeigt wurde.

Wird im Laserresonator ein planarer Spiegel verwendet, liegt die Strahltaille der sich einstel-
lenen Resonatormode stets auf der Oberfldche des planaren Spiegels.

3.4.5 Paraxiale Wellengleichung und héhere Lasermoden

Ziel ist es, analytische Ausdriicke fiir weitere, nicht einfach gauRformige Lasermoden zu be-
stimmen. Da die hergeleitete Losung fiir den GAUSS ug(x, y, z) Ergebnis einer Approximati-
on war und die HELMHOLTZ-Gleichung nicht exakt 16st, wird zuerst die zur Losung gehorige
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Differentialgleichung bestimmt. Es handelt sich um die paraxiale Wellengleichung
0 1 (8> 0°
ug(x,y,z) =0, (3.60)

e A, Y
16z+2k 6x2+0y2)+

wie durch Einsetzen in (3.19) leicht tiberpriift werden kann:

i—+—
0z 2k

=2 vk
6x2+6y2 "

.0 1 ( 06° 8>
ug (xr y; Z)

_ 1
:/da/dﬁUo(a,,B) —k+a2_;<:'6 —ﬁ(a2+ﬁ2)+k
—0o0 —0o0
. o2 + B2
e*Zexp | -i T exp[i(ax+ By)] =0. (3.61)

Die paraxiale Wellengleichung ist auch fiir schwache Indexvariationen An um einen Index-
mittelwert 72(An = i) giiltig, was die numerische Berechnung der Feldausbreitung auch in
leicht inhomogenen Indexverteilungen erlaubt. Sie kann auch direkt aus der HELMHOLTZ-
Gleichung hergeleitet werden, wenn angenommen wird, dass eine Feldausbreitung iiberwie-
gend in z-Richtung erfolgt, d. h. eine schnelle Phasenevolution entlang der optischen Achse
erfolgt. In diesem Fall wird diese schnelle Phasenevolution durch

u(x,y,2) = v(x,y,2)exp(ikz) mit k=n

SRS

(3.62)

abgetrennt, wodurch sich die HELMHOLTZ-Gleichung fiir die langsam veridnderliche Einhiil-
lende v(x, y, z) zu

ii+i(0_2+ﬁ+a_2 | [kt Ak, y, 21 - K2
0z 2i\ox> 0y* 0z? 2k

v(x,y,2)=0 (3.63)

mit Ak(x, y,z) = An(x, y,2) ¢ ergibt.

Im Sinne einer paraxialen Approximation wird angenommen, dass sich v(x, y, z) nur lang-
sam in Richtung z entwickelt und daher die zweite Ableitung bzgl. z, die auBerdem noch
durch den groRen Term 2k geteilt wird, vernachlissigt werden kann. Dariiber hinaus kon-
nen schwache Indexmodulationen angenommen werden

[k +Ak(x,y,2))% - k?

=~ Ak(x,y,z), (3.64)
ok Y
wordurch sich die paraxiale Wellengleichung zu
ia + ! (02 + o + Ak(x )| v(x )=0 (3.65)
N =157 9 P < y YR = .
9z " 2k\oxZ " ay2 ¥ ¥

vereinfacht. Diese Gleichung ist nicht nur numerisch sehr einfach zu handhaben, da sich auf
eine Vorwiértsintegration in z-Richtung beschriankt werden kann, sondern ermdoglicht auch
einen direkten Vergleich mit der Schrédinger-Gleichung der Quantenmechanik, wobei z der
Zeit t, k der Masse m und Ak(x, ¥, z) dem negativen eines zweidimensionalen und potentiell
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zeitabhdngigen Potentials —V (x, y, t) entspricht. Aus dieser Analogie heraus wird klar, dass
Licht genauso wie quantenmechanische Teilchen durch Potentialminima durch Gebiete mit
erhohtem Brechungsindex angezogen wird.

Ausgehend von dem bekannten ug(x, y, z) werden weitere Losungen der paraxialen Wellen-
gleichung gesucht. Ist ug(x, y, z) eine Losung, so ist auch jede Ableitung

uG _ om on

e gxm gyn

eine solche, da Ableitungen vertauschen und

UG (3.66)

o™ anu ia+1(62+62)+Ak(x )| ug(x )
~ ~ = | X 9 —— ) ?Z ) )Z
axm ayn “°|'az T 2k \axz T ay2 i i
ia+1(62+62)+Ak(x ) ub . (x,5,2)=0 (3.67)

=\l "+t |7 1T —= y V, %2 y V,Z2) = .
0z 2k\ax? )2 V2| bmm 0
gilt. Wie am Beispiel von
G _ 0 Aoeikz x2+y2
0= X T rizize P | T W2l +iz/zn)
0 R
Agelk? 2x X2+ y?

(3.68)

B — > : 12 L s
1+iz/zg WO (1+iz/zg) Wo (1+iz/zR)

zu sehen ist, bestehen alle 1S aus einem GAUSs und einem Polynom, dass auf die in der
Mathematik bekannten GAUSS-Hermite-Polynome zuriickgefiihrt werden kann.

G G G G
Upo Urg Uy Ug,

VAN AN x

Wie beim urspriinglichen GAuUss-Strahl skalieren alle transversalen Dimensionen (x und y)
nach wie vor mit 1 +iz/zg. Im Besonderen hat sich der Exponent der Funktion nicht gedn-
dert. Daher beugen alle u%, (x, y, z) genauso wie der urspriingliche GAUSs-Strahl und kén-
nen mit den gleichen g-Parametern beschrieben werden. In einem Resonator, der eine sta-
bile gauBformige Mode besitzt, konnen also prinzipiell auch hohere Moden angeregt wer-
den.
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Natiirlich miissen neue Resonatormoden nicht unbedingt durch Ableitungen entlang an
sich willkiirlich orientierter Koordinatenachse gebildet werden. Linearkombinationen von
Ableitungen in x- und y-Richtung und im Besonderen radiale Ableitungen sind auch még-
lich. Eine zylindersymmetrische Verallgemeinerung fiihrt zu GAUSs-Laguerre-Polynomen (sie-
he Abb. 20).

Fig. 20: Riumliche Energie Verteilung fiir Laguerre-GAUSS’'sche Moden. Quelle:
optique-ingenieur.org/en/courses/0PI_ang_M01_C03/co/Contenu_14.html

In Laserresonatoren wird die Anregung von Lasermoden aber auch noch durch die Wechsel-
wirkung mit dem verstirkenden Medium bestimmt. Ist das verstarkende Medium auf der op-
tischen Achse positioniert, erfahren hohere Moden gewohnlich eine geringere Verstarkung,
da ihr Feld Nullstellen auf der optischen Achse besitzt und ihr Uberlapp mit dem verstirken-
den Material daher geringer ist.
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3.5 Fraunhofer Beugung Optik

3.5 Fraunhofer Beugung
3.5.1 Entstehung des Beugungsbildes

Es werden folgende Voraussetzungen getroffen:
* GroRe Abstdnde: z > Objektbreite
e Paraxialitit: x* + y* < z2

Den Ausgangspunkt der Uberlegungen stellt die Losung der HELMHOLTZ-Gleichung dar:

i\/k2— a2 - f2z

In paraxialer Approximation a? + 2 < k? kann die Wurzel im Exponenten genéhert werden
zu

exp|iax+ By)]. (3.69)

u(x,y, z) = /da/dﬁUo(a,,B)exp

2, p2
i(k—a P )z explilax+ By)], (3.70)

2k

u(x,y,z) = /da/dﬁUo(a,ﬁ)exp

d. h. im Exponenten tritt ein komplexer GAUSS auf, was sich durch quadratische Ergdnzung
leicht zeigen ldsst:

2 2 o0 o0
ik(z+x 2+Zy )] /da/dﬂUo(a,ﬁ)

ex {—ii
P17 %%

u(x,y,z) =exp

(e-kZ) + (p-2) |} @7

Die Breite des komplexen GAUSS betrdgt Wi = v2k/z und wird also fiir grof3e Ausbreitungs-
langen beliebig klein. Das Integral mit dem komplexen GAUSS bringt aber nur im Zentrum
des GAUSS einen von Null verschiedenen Beitrag, da sich Beitrdge aus Gebieten au8erhalb
des Zentrums wegen der immer schneller werdenden Oszillationen gegenseitig kompensie-
ren. Praktisch beeinflusst nur die Fourierkomponente Up(a = k2, B= k%’) aus dem Zentrum
des komplexen GAUSS das Integral

Ao
Up(a) {\

|
=

1
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3.5 Fraunhofer Beugung Optik

Nun kann das Integral ausgefiihrt werden und es ergibt sich

2m)2 eXp [ik(z+ ngzyz)
u(x,y,z) = n ~

Uo(a - kg,ﬁ - k%) (3.72)

Der erste Term stellt im Wesentlichen eine Kugelwelle dar, wobei r fiirkleine x und y ent-
wickelt wurde (r =2+ x*+ )y’ =z+ %) Das gleiche gilt auch fiir die Richtungsabhin-
gigkeitim Argument der Fouriertransformierten. Eine, allerdings wesentlich umfangreichere
Rechnung zeigt, dass sich das Ergebnis auch auf den nicht paraxialen Fall verallgemeinern
lasst zu:

(27[)2 eikr _ X y
ux, y,2) x ———— [ = k== k7) . (3.73)
A ’:-.‘_ Uo (a:k?ﬁ:k%)
k e
oy ek

Physikalische Interpretation

* Up(a=k%, B =k%): Amplitude der Welle, die in Richtung des Beobachtungspunktes
emittiert wird. Die Richtung der beobachteten Welle wird durch das Verhéltnis x/r
bzw. y/r definiert. Das Beugungsbild hdngt nur von der Emissionsrichtung ab, ver-
dndert sich also mit wachsendem Abstand nicht mehr qualitativ, sondern dehnt sich
nur noch proportional zum Abstand aus

. Lfr Der im Beugungsbild beobachtete Intensitdtsabfall entspricht dem einer Kugel-
welle, die vom Objekt emittiert wurde.

3.5.2 Grenzen der Fraunhofer-Ndherung

Ein qualitativ unverdnderliches Beugungsbild liegt genau dann vor, wenn die Fraunhofer-
Nédherung angewendet werden kann. Ein wesentliches Kriterium war dabei, dass das Fou-
rierspektrum der Objektverteilung im Bereich der Breite des komplexen GAUSS nicht mehr
variiert. Es wird daran erinnert, dass fiir einen GAUSS der Breite W, das Fourierspektrum
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3.5 Fraunhofer Beugung Optik

die Breite 2/ W, hat. Ein qualitativ dhnlicher Zusammenhang besteht fiir simtliche Objekt-
formen. Damit fithrt die Bedingung, dass die Breite des komplexen GAUSS « als Breite des
Fourierspektrums der Objektverteilung ist zu der Beziehung

2k 2
\\ =< (3.74)
z W()

wobei W, die Objektbreite darstellen soll. Wird diese Beziehung umgeformt, ergibt sich als
Voraussetzung fiir die Anwendung der Fraunhofernidherung:

W2

z> 0 = zg, (3.75)

d. h. der Abstand zwischen Objekt und Beugungsbild sollte grof3er als der von der Analyse
der Ausbreitung Gauss-formiger Strahlen bekannte Beugungsparameter sein. Traditionell
wird die Giiltigkeit der Fraunhofer Ndherung durch die Bestimmung der FRESNEL-Zahl

Np = % mit a : halbe Objektbreite (3.76)
ermittelt. Wird Wy = 2a gesetzt und (3.75) benutzt, ergibt sich eine Giiltigkeit der Fraunhofer
Néherung fiir FRESNEL-Zahlen Nr <« 1/(4). Tatsdchlich dndert sich die Form des Beugungs-
bildes gewdhnlich schon nicht mehr, wenn die FRESNEL-Zahl 0.1 oder kleiner ist. Deutliche
Beugungseffekte der Gesamstruktur sind gew6hnlich nur auBerhalb der Bereiche des geo-
metrischen Schattens sichtbar.

(a)

(b)

Fig. 21: Beugung hinter einem Spalt der Breite 2a. Schraffiertes Gebiet: geometrischer Schatten der
Offnung, gestrichelte Linie: Position des ersten Minimums des Fraunhofer-Beugungsbildes
a.) Prinzipskizze des Aufbaus, b) Beugungsbilder fiir 4 FRESNEL-Zahlen und entsprechende
Ausbreitungsldngen. Quelle: Saleh, Bahaa EA, and Malvin Carl Teich. Grundlagen der Photo-
nik. John Wiley & Sons, 2020 (3. Auflage), Seite 94.

76



3.5 Fraunhofer Beugung Optik

3.5.3 Beugungsbilder

Kreisférmige Feldverteilung (Lochblende)

Eine kreisformige Lochblende mit Radius a er- 1)

zeugt eine Feldverteilung von: 0.6 |
0.4 ¢

) 1 fiir x? + y? < a?
up(x,y) =
ovh ) 0 fiir x>+ y% > a®. 0.2 |, /\ /\
n
‘ \ ‘ /

symmetrie und es ergibt sich in Fraunhofer Na-  -0.2
herung das sogenannte Airy-Scheibchen:

Die Fouriertransformation erhélt die Zylinder- v 16\/ 15 \/2‘0

L . x>+ y? aR
2
Y, ~|— tn=ka———— =2n—— 3.77
lu(x, y, 2)| n mitn a . ﬂ/lr ( )
M)Z
n
0.2 |
0.1 {
- | N
5 10 15

Die Airy-Funktion J; (1) /7 stellt das zylindersymmetrische Aquivalent zum sinc(x) dar, wobei
J1 die Bessel-Funktion 1. Ordnung ist. Ihre erste von Null verschiedene Nullstelle liegt bei
n = 1.227 und sie fallt fiir groBe n wie 1/,/7. Damit fillt die Intensitit des Beugungsbildes der
Lochblende wie 1/, weshalb schon das erste Nebenmaximum neben dem Hauptmaximum
fast verschwindet (es besitzt nur ca. 1,7 % der Intensitdt des Hauptmaximums).

Beugungsbilder periodischer Strukturen (Gitter)

Im Folgenden werden nur 1D-Strukturen betrachtet. Die Feldvertei- 4
lung nimmt die Form uy(x) = uy(x + d) mit der Gitterperiode d an. | 3
Periodische Strukturen konnen stets in eine Fourierreihe entwickelt 3 ?
werden : 0
! -1

27 |
Ug(x) = Z A €XP (im—x). (3.78) ! -2
m d | -3
‘ -4
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3.5 Fraunhofer Beugung Optik

Jede Fourierkomponente dieser Struktur fiihrt zu einer §-Distribution
im Fourierspektrum

- 27
Up(a) = Zama(a— m—), (3.79)
T d
d. h. das Gitter emittiert entsprechend seiner Fourierzerlegung eine Serie von Wellen mit
den transversalen Wellenzahlvektoren «a,, = m%” unter den Winkeln ¢,,, definiert durch
sing,, = “T’" = m%. Im Beugungsbild ist daher eine Serie von diskreten Punkten zu sehen.
In Fraunhofer-Nédherung (Paraxialitdt) ergibt sich die Position der sogenannten Beugungs-
ordnungen zu
27

_ X X
ux, ) : Uo(a: k?) :;anﬁ(k?—mg). (3.80)

Babinetsches Prinzip

Untersucht wird die Wirkung zueinander inverser Blendenstrukturen, die Intensitédtsvertei-
lungen der Objektwelle erzeugen, die zueinander komplementdr sind. Wenn u(x, y) nur
zwei Werte, z. B. 0 und 1 annimmt, dann ist die dazu komplementére Struktur

to(x,y) =1-up(x,y). (3.81)

Das Fraunhofersche Beugungsbild der inversen Strukutur ist damit

o o 2
|ii(x, ¥, 2)|* ~ (2;)2 /dx’ / dy' [1-up(x',y)]exp [—i(kéx% k%y’)]
~ ‘6(1%)6(1%) - Uo(kf,k%))z. (3.82)

Damit gilt fiir x #0, y # 0 : |u(x, y, 2)|% = |ii(x, y, 2)|?, d. h. auRerhalb der sogenannten nullten
Beugungsordnung unterscheiden sich die Beugungsbilder von Originalstruktur und kom-
plementérer Struktur nicht (Babinetsches Prinzip).

Streng genommen erfiillen allerdings entweder die Originalstruktur oder die komplementé-
re Struktur nicht die Voraussetzungen fiir die Giiltigkeit der Fraunhofer-Ndherung, da eine
von beiden Strukturen unendlich ausgedehnt sein miisste. Das Babinetsche Prinzip gilt nur
aullerhalb des direkt von der Beleuchtungsquelle beleuchteten Bereiches des Beugungsbil-
des.

gleiche Feldverteilung im abgebeugten Licht
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3.6 Fourier-Optik Optik

3.6 Fourier-Optik

3.6.1 Fouriertransformation an diinnen Linsen

Ebene Wellen

Eine ebene Welle wird durch eine diinne Linse auf
einen Punkt in der Brennebene (z = f) fokussiert,
wobei die Position des Brennpunkts durch den Mit-
telpunktstrahl, der nicht gebrochen wird, bestimmt
wird. Fiir die Position des Fokuspunktes gilt:

a a

= =
~

B

Ein an den Koordinaten (x, y) in der Fokusebene auf-

gefundener Fokuspunkt entspricht also einer Welle
mit den transversalen Ausbreitungskonstanten a = kx/ f bzw. f=ky/f.

k
s (3.83)

i< =I®

Beliebige Anfangsverteilung uy(x, y)

Eine beliebige Anfangsverteilung kann als Summe von ebenen Wellen dargestellt werden,
wobei sich die Amplituden der beteiligten Wellen durch eine Fouriertransformation erge-
ben. Es gilt fiir die Intensitdtsverteilung in der Brennebene daher:

qu(x,y)IZ:Zn(;)2 %,ﬁ:k%)

wobei sich der Vorfaktor aus der zu gewéhrleistenden Energieerhaltung ergibt. Tatsdchlich
stimmt aber nur die Intensitdtsverteilung mit dem Absolutquadrat der Fouriertransformier-
ten iberein. Im Allgemeinen, d. h. fiir beliebige Objektpositionen stimmt die Phasenvertei-
lung in der Brennebene nicht mit der, der Fouriertransformation tiberein.

2
(3.84)

Uo(a =k

Weiter oben wurde bereits ermittelt, dass die Intensitdtsverteilung in der Brennebene dem
Absolutquadrat der Fouriertransformierten der Objektverteilung entspricht. Tatsdchlich ist
auch eine komplette, d.h. phasenrichtige, optische Fouriertransformation méglich, dafiir
muss nur die richtige Objektposition gefunden werden.

Dazu wird eine punktformige Lichtquelle auf
der optischen Achse mit einer Feldverteilung
up(x,y) ~ 6(x)6(y) verwendet, bei der die Fou-
riertransformation in eine Konstante Uy(a, B)~1
umgeformt wird, d. h. in eine ebene Welle mit fla- __
cher Phase, die entlang der optischen Achse pro-
pagiert. Genau diese Forderung wird aber durch
einen Punkt im vorderen Brennpunkt einer diin-
nen Linse erfiill: Das von ihm ausgehende Licht
wird zu einer ebenen Welle mit flacher Phase umgeformt. Zwischen den beiden Brennebe-
nen einer idealen Linse findet also eine Fouriertransformation statt.

Y §
~
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3.6 Fourier-Optik Optik

3.6.2 Bildverarbeitung

Konfiguration: 4-f-Anordnung zur optischen Fouriertransformation

In einem sogenannten 4-f- FT FT-!

Aufbau aus zwei Linsen der /\/—\

Brennweite f, die im Abstand

2f positioniert sind, wird eine 4 | .. , Filter

zweifache Fouriertransforma- T BTSN N E !
tion ausgefiihrt, dieam Schluss || ¢ AU N .
wieder zur seitenverkehrten Ori- E )

ginalverteilung fiihrt. Dieser Auf-  (x, ) o, )\ o (=X, —y)

bau ermdoglicht eine vergleichs-
weise problemlose Manipulation des Fourierspektrums der Feldverteilung, indem in die

Brennebene ein Filter eingebracht wird.

Vorderansicht  Seitenansicht

eine Differentiation (z.B. nach x) entspricht im Fourier-
raum einer Multiplikation mit der dquivalenten Koordina-
te (z. B. a). Wirkt auf die Feldverteilung in der Brennebene

a.) Begrenzung des Frequenzspektrums (Kontrastreduktion)

Wird das Frequenzspektrum nur auf die Mitte begrenzt, dann ge-
hen Kanteninformationen verloren und das Bild erscheint weich-
gezeichnet. Fiir die Transferfunktion gilt folgender Ausdruck:

1 fiir x? + y? < a?

) (3.85)

T(x,y):{

0 firx*’+y>>a

b.) Ausblenden langwelliger Komponenten (Kontrasterho-
hung)

Wird das Frequenzspektrum in der Mitte unterdriickt, werden lang-
wellige Komponenten unterdriickt und auftretende Kanten (hohe
Frequenzen) verstérkt sichtbar. Fiir die Transferfunktion gilt ana-
log:

2

0 firx’+y’<a

T(x,y)= { (3.86)

1 fiir x* +y? > a?

c.) Optisches Differenzieren

bei 2 f eine Filterfunktion, die proportional zu einer rdum-
lichen Koordinate ist (z. B. T'(x, y) ~ x), ergibt sich am Aus-
gang der 4- f-Anordnung die nach der entsprechenden Ko-
ordinate differenzierte Eingangsfeldverteilung.

80



3.7 Auflosungsgrenzen Optik

Gegenstand Maske Bild

” .‘.’

Fig. 22: Beispiele von Objekt, Maske und gefiltertem Bild fiir drei rdumliche Filter: a.) Tiefpassfilter,
b.) Hochpassfilter, c.) Vertikaler Filter. Quelle: Saleh, Bahaa EA, and Malvin Carl Teich. Grund-
lagen der Photonik. John Wiley & Sons, 2020 (3. Auflage), Seite 101.

Ein solcher Filter muss eine proportional zur Koordinate ansteigende Transmission (ent-
sprechend |x|) und zusétzlich einen 7m-Phasensprung beim Vorzeichenwechsel der Koordi-
nate aufweisen (bei x = 0). Das wird durch eine raumabhéngige Schwérzung und eine stu-
fenformige Filterdicke realisiert. Die Hohe der Stufe d wird so gewéhlt, dass eine Phasenver-
schiebung von 7 induziert wird

d-_ M (3.87)

NEilter — 1

Dartiber hinaus eignet sich die Fourierebene nicht nur ausgezeichnet zur Manipulation des
Originalbildes, sondern auch zur direkten Bildauswertung. Da die Intensitdtsverteilung in
der Fourierebene fiir ideale Linsen nicht von der Objektposition abhéngt, ist eine Bilderken-
nung z. T. wesentlich einfacher durch Auswertung der Intensitédtsverteilung in der Brenne-
bene zu realisieren.

3.7 Auflésungsgrenzen
3.7.1 Teleskope (Rayleigh-Kriterium)

Die Frage, die sich jeder Astronom eines Tages stellt ist: Wann kann ich zwei benachbarte
Sterne noch optisch voneinander trennen?

Um diese Frage zu beantworten, werden zunéchst einige Voraussetzungen getroffen. Sterne
sind praktisch unendlich weit entfernt, d. h. auf die Erde fallen ebene Wellen ein, die sich nur
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3.7 Auflésungsgrenzen Optik

durch ihre Ausbreitungsrichtung unterscheiden. Wegen des kleinen Bildfeldes kann Paraxia-
litdt vorausgesetzt werden.

Wird nun angenommen, dass die von einem Stern ausgehende Welle durch die transver-
salen Ausbreitungskonstanten ap und Sy gegeben ist, ergibt sich das Feld am Eingang des
Teleskops zu uy(x, y) = T(x, y)e!%*eiPo¥ wobei die Transferfunktion T'(x, y) durch die Ein-
trittspupille des Objektivs gegeben ist und normalerweise die Form (3.85) hat. Die Fourier-
transformierte des Eingangsfeldes

o0 [e.@]
- 1 :
Uo(a, f) = — [ dx [ dyT(x,y)e 1@ @0x+bE=Fo)y) 3.88
ola, B) (27[)2/ /y(y) (3.88)
—00 -0

stellt die um a( und B, verschobene Fouriertransformierte der Transferfunktion und damit
ein entsprechend verschobenes Airy-Scheibchen dar. Die Intensitédtsverteilung in der Bren-
nebene ergibt sich so zu:

2

a
f
k; VE—x2+ (7= yo)?

N (k vV (x—x0)%+ (y - J’o)z)
Bo

T (3.89)

lur(x, I ~

. o
mltxoz?f, Yo=

Jeder Stern bildet also in der Brennebene ein ‘

um xo und y, verschobenes Airy-Scheibchen. Gesamtintensitit
Die Bilder zweier Sterne gelten noch als op-
tisch voneinander trennbar, wenn das Zen-
trum des Airy-Scheibchens des einen Sterns
auf die Nullstelle des Airy-Scheibchens des an-
deren Sterns féllt. Da die Nullstelle der Airy-
Funktion bekannt ist (7 = 1.227), muss die Ver-
schiebung beider Airy-Scheibchen in der Bil-
debene mindestens dxy betragen, wobei 6x,
die Beziehung

Af (3.90) tiberlagerte Airy-Scheibchen
a

a
kféxo >1.227 oder &6xg>0.61
erfiillen muss. Das entspricht einer Differenz der transversalen Ausbreitungskonstanten der
beiden ebenen Wellen von d ag > 1.22% oder einer minimalen noch aufzul6senden Winkel-
differenz 6 ¢ von

A N
0o > 0.612 a: Offnungsradius des Teleskops. (3.91)

Interessanterweise ist diese minimale noch auflosbare Winkeldifferenz nicht mehr von der
Brennweite des Objektivs abhédngig.

Die obige Herleitung und die daraus resultierenden Auflosungsgrenzen gelten analog auch
fiir Fotoobjektive und andere abbildende optische Systeme, solange Paraxialtit gewahrleis-
tet ist und keine Interferenz zwischen den beiden noch zu trennenden Objektpunkten auf-
tritt. In der obigen Herleitung wurden Interferenzeffekte vernachldssigt, d. h. es wurde davon
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3.7 Auflésungsgrenzen Optik

ausgegangen, dass sich die Intensitdten der beiden Airy-Scheibchen einfach addieren, eine
Annahme, die fiir Objekte, die von der gleichen Beleuchtungsquelle angestrahlt werden, wie
das z. B. in der Mikroskopie der Fall ist, nicht mehr erfiillt ist.

3.7.2 Mikroskope (Abbe’sche Auflésungsgrenze)

Das Rayleigh Kriterium kann auf Mikroskope nicht direkt angewendet werden, da in der
hochauflésenden Mikroskopie auch extrem nicht paraxiale Strahlen auftreten und bei zwei
unterschiedlichen Objektpunkten Interferenzen zu erwarten sind. Ernst Abbe verwendete
daher fiir die Mirkoskopie einen anderen Ansatz und definierte die Auflosungsgrenze eines
Mikroskops durch die kleinste periodische Struktur, die noch abgebildet wird.

Wird wieder eine 1D-periodische Struktur als Objektverteilung mit der Gitterperiode d an-
genommen (vgl. Gleichung (3.78) und (3.79))

2
uy(x) = up(x+d) =)y am exp(imgx), (3.92)
m
so besteht das Fourierspektrum aus diskreten Punkten
- 2n
Uo(a) =) amé(a —~ m—), (3.93)
= d

d.h. die periodische Struktur emittiert nur in bestimmte Rich-
tungen, die sogenannten Beugungsordnungen, unter den Win-
keln ¢, definiert durch

A A

sing,, = = = mg (3.94)

entsprechend einem transversalen Wellenzahlvektor a,,, = m2Z.
- . Beleuchtung
Da nur die hoheren Beugungsordnungen (m # 0) Information
iiber die Gitterperiode tragen, muss also mindestens die erste
Beugungsordnung eingefangen werden, damit Riickschliisse auf die Gitterperiode gezogen

werden konnen. Der halbe Offnungswinkel ¢ muss also groRer als der Emissionswinkel der
1. Beugungsordnung ¢; sein:

sing = sin = & = ﬂ (3.95)
L A '
mit der Vakuumwellenldnge Ay und der Brechzahl n. Damit ergibt sich fiir die noch aufl6s-
bare Periodenlidnge

d> AO :ﬂ
" nsing NA

Abbe’sche Auflosungsgrenze (3.96)

mit der numerischen Apertur NA = nsing.
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3.8 Holographie Optik

Kohlersche Beleuchtung

Tatsachlich wird bei der Erfiillung obiger Bedingungen aber so-
wohl die +1., als auch die -1. Beugungsordnung eingefangen, es
wird aber neben der nullten Beugungsordnung nur noch eine
Weitere als Referenz benotigt. Wird nun die Beleuchtungsquel-
le geneigt, werden auch die verschiedenen Beugungsordnungen
schrédg abgestrahlt. Es gelingt dann auch, bei kleineren Struktu-
ren und bei einem entsprechend doppelt so weit aufgespreizten
Beugungsbild noch eine 1. und die 0. Beugungsordnung einzu-
fangen. Es ergibt sich eine in etwa verdoppelte Auflésung und
die kleinste auflosbare Struktur zu:

Ao
2NA /[

(3.97)

Amin =

Ganz offensichtlich wird die Auflésung entscheidend durch drei Faktoren bestimmt:
e die Wellenldnge A

e die Numerische Apertur N A, die selbst von der Brennweite f, dem Radius der Eintritts-
pupille des Objektivs a (tan¢ = a/ f) und von der Brechzahl n des Materials zwischen
Objekt und Objektiv abhéngt.

e die Struktur der Beleuchtungswelle. Die Auflésung ldsst sich verbessern, wenn vor al-
lem schrige Beleuchtungsstrahlen verwendet werden (Kéhler'sche Beleuchtung)

3.8 Holographie

Wegen der hohen Frequenz des optischen Feldes ist nur eine Detektion der Intensitdt und
nicht der Phase moglich. Damit geht jede Information iiber die Richtung einer weiteren Feld-
ausbreitung verloren und die Objektwelle kann nicht mehr vollstdndig rekonstruiert werden.
In der Holographie wird dieses Problem umgangen, indem die Objektwelle mit einer Refe-
renzwelle iiberlagert und das entstehende Interferenzmuster detektiert wird.

Aufnahme .7

Referenzwelle L-

Photoplatte mit detektier-
tem Interferenzmuster

¢ regenerierte
A
Objektwelle
Wiedergabe
Referenzwelle 0. BeUgungsordangtransmittierte

~-

" Referenzwelle
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Der Vorgang der Aufnahme und folgenden Wiedergabe ldsst sich am einfachsten beim Studi-
um der Uberlagerung zweier ebener Wellen auf einer Photoplatte verstehen. Zur “Aufnahme”
wird das bei der Uberlagerung von Objekt- und Referenzwelle entstehende Beugungsgitter
detektiert. Wird das entstandene Amplitudengitter wieder mit der Referenzwelle beleuch-
tet, wird die Objektwelle in der +1. Beugungsordnung generiert. Ein Hologramm stellt jetzt
nur noch die Uberlagerung sehr vieler solcher Interferenzgitter dar, die die verschiedenen
vom Objekt ausgesandten ebenen Wellen rekonstruieren. Wird eine beliebig strukturierte
Objektwelle ugy(x, y), aber eine im Idealfall unstrukturierte Referenzwelle ug auf der Photo-
platte angenommen, so entsteht eine Schwérzung, die fiir kleine Intensitidten zu folgender
Transmissionsfunktion der Photoplatte fiihrt:

T(x,y) = To—yluo(x, y) + ugl*. (3.98)

Rekonstruktion

(@] h
‘)& 4 il
\B%v/f‘?cy Hologramm ’°°ej Y

reelles Bild virtuelles Bild

\O)

Photoplatte

Wird die Photoplatte nachtriglich mit der Referenzwelle ug beleuchtet, entsteht hinter der
Photoplatte folgende Feldstruktur:

1y (x,y) = T(x, Y)ug = [TO —y |uo(x, ) + uR|2] g (3.99)
= [To —y|uoCx, »)|° _Y|MR|2] ug — yugnuo(x,y)* —ylurl® uo(x, ).
Die drei auftretenden Terme haben folgende Bedeutung:

[TO -y | uop(x,y) |2 -yl uRIZ] ug ist, da weder Objektwelle noch Referenzwelle auf die Photo-

platte fokussiert wurden, im Wesentlichen unstrukturiert und stellt die nullte Beugungsord-
nung des Hologramms dar.

Der Term —yu%uo(x,y)* ist die rekonstru-

ierte Objektwelle oder die +1. Beugungsord-

nung, die sich hinter der Photoplatte aus- virtuelles Bild

breitet. Sie erzeugt ein virtuelles Bild des | V
Objektes exakt an der Stelle des Objektes, \ \
d. h. vor der Photoplatte. Dieses Bidl kann ! !
durch die Photoplatte wie durch ein Fenster / /
beobachtet werden. '
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3.8 Holographie Optik

Der Term —y|ug|? up(x,y) generiert die phasen-

konjugierte Objektwelle, d.h. der Strahlengang reelles Bild

wird invertiert. Es entsteht ein reelles Bild des V
Objektes hinter der Photoplatte. Bei einer sehr

schrédg auf die Photoplatte einfallenden Referenz-

welle kann das reelle Bild verschwinden, dhn-

lich wie bei einem Gitter einzelne Ordnungen bei

schriger Einstrahlung verschwinden kénnen.

Farbige Hologramme - Dickschichthologramme

Konventionelle Hologramme stellen im Wesentlichen nur zweidimensionale Amplituden-
oder Phasengitter dar. Eine Variation der Wellenldnge der zum Auslesen benutzten Referenz-
welle fiihrt nur zu einer GréBenédnderung des erzeugten Bildes, dhnlich wie sich die Position
der Beugungsordnungen eines Gitters mit der Wellenldnge verschiebt, ohne, dass Beugung
vollig unterdriickt wird.

Beim Dickschichthologramm wird eine mehrere Wellenldngen dicke, photosensitive Schicht
verwendet und ein dreidimensionales Interferenzmuster detektiert. Damit muss das gebeug-
te Licht die Bedingung konstruktiver Interferenz nicht nur in transversaler, sondern auch
in longitudinaler Richtung erfiillen, was nur fiir die ehemals zur Aufzeichnung verwende-
te Wellenldnge moglich ist. Das Hologramm kann also nur noch mit einer Farbe ausgelesen
werden. Werden Hologramme fiir die drei Grundfarben im Photolack iiberlagert, ergibt sich
ein Hologramm, dass sich aus beliebigem Weilich die richtigen Frequenzanteile selbst aus-
sucht und so eine farbige Abbildung realisiert.

Fig. 23: Links: Beugung an einer transversalen Struktur. Konstruktive Interferenz kann bei unter-
schiedlichen Wellenldngen erreicht werden.
Rechts: Beugung am Volumengitter. Konstruktive Interferenz ist nur fiir eine einzige Wellen-
ldange moglich.
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4 Dynamische Phanomene in der Optik

4.1 Pulsausbreitung in homogenen Medien
4.1.1 Das Spektrum

Bisher wurden nur Felder fester Frequenz (monochromatische Felder) betrachtet. Jetzt sol-
len optische Pulse, d. h. Felder mit einem breiten Spektrum analysiert werden.

Ein typischer optischer Puls, beispielsweise von einem Titan-Saphir-Laser hat eine Dau-
er von Ty = 100fs und eine mittlere Wellenldnge 1y = 800nm. Der optische Zyklus dauert
dann

A
== =227 (4.1)
fo c

Somit gilt T¢ < Tp, die Pulseinhiillende tiberstreicht also viele optische Zyklen.

{2

T,

Fiir einen linear polarisierten, gaulformigen Puls

Eeenn (1) = Egcos(wgt) exp

lasst sich das Spektrum einfach berechnen:

(o 0]

1 .
E(w)=— /threell(t)elwt
21

—00
E, [ r\?

:—O/dtexp —(—)
47 [0

_ETy T? T?

= o exp( 1 (w—wp) | +exp 1 (w + wy)

Da Spektrum eines reellen Feldes ist stets symmetrisch bzgl. w = 0. Es gilt E(—w) = E(w)*. Im
Fall des gaul3férmigen Pulses entstehen zwei spektrale Peaks, die um +wg zentriert sind.

[ei(w—wo)t+ ei(w+w0)t]

) (4.3)

2
Fiir die spektrale Breite bzgl. w gilt: Aw = T
0

2nc
Fiir die spektrale Breite bzgl. A fiir Aw < wg gilt: L = —.
w
Eine Linearisierung um wy ergibt

27cC A2 A2
M= "FAw=-—"LAw=—2".
wg 27c ncTy

(4.4)

Fiir das oben betrachtete Beispiel ergibt sich AA = 6,8nm <« A.
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4.1 Pulsausbreitung in homogenen Medien Optik

4.1.2 Pulsausbreitung

Zur Beschreibung der Pulsausbreitung werden wieder Annahmen getroffen:
¢ Das Feld besitzt keine transversale Struktur: Eeep (7, t) = Ereen (2, )
¢ Lineare und fixe Polarisation: Eeey (2, t) = Equi(z, t)

Fiir einen bei z = 0 gegebenen Puls mit den Feldkomponenten u(z = 0, t) = uy(t) wird nun
ein Ausdruck fiir das Feld u(z, t) gesucht.

a.) Lésung im Frequenzraum
Der Eingangspuls wird mithilfe einer Fouriertransformation in einzelne Frequenzkompo-
nenten zerlegt:
(e, 0)
1 .
Up(w) = — / dt ug(t)e'”. (4.5)
2n
—00
Die Ausbreitung der einzelnen Frequenzkomponenten gehorcht der HELMHOLTZ-Gleichung,
spezifiziert fiir die ausschliel{liche Raumabhéngigkeit in z-Richtung

2

d 2
@ + k(a))

ulw,z) =0 mit ulw,z=0)=uy(z) (4.6)

mit der Losung u(w, z) = up(w) explik(w) z]. Durch die Summation aller Frequenzkomponen-
ten (entspricht der Riicktransformation in der Zeitbereich mittels inverser Fouriertransfor-
mation) ergibt sich

o0 o0
u(z, t) = / dow u(z,w)e @t = / dw ug(w)e'F @zl 4.7)

Diese Losung erlaubt eine komplette numerische Losung und kann formal auch komplett in
den Zeitraum tiberfiihrt werden, wobei die aus Kapitel 1 bekannte Responsefunktion (1.88)
wieder auftaucht:

oo 0o

1 _ ,

uz, t) = /dwz—/dt’ uo(t’)el[k(w)z—w(t—t)]
/A

—00 —00o
[e.0] o0
1 i[k(w)z—wT]
= [ dwo— [ drug(t—1)e
27
-0 —0O0
[e.0]
= / dr ug(t—1)R(2,7) (4.8)
-0
[e.0]
1 )
mit R(z,7) = > / dwellk@z-wtl (4.9)
T
—00
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4.1 Pulsausbreitung in homogenen Medien Optik

Da die Responsefunktion wieder kausal sein
muss, kann das Integral tiber die Responsefunkti-
on auf den positiven Frequenzbereich beschrankt
oder R(z,7 < 0) = 0 gefordert werden. Allerdings
kann obiges Ergebnis nur bei einer genaueren up(w)
Kenntnis von k(w), d.h. der Dispersion des Ma-
terials weiter spezifiziert werden. Eine direkte Lo6-
sung im Zeitbereich mittels einer Differentialglei- ‘ w
chung ist dahingegen anschaulicher. wo

k(w)

b.) Direkte L6sung im Zeitbereich

Den Ausgangspunkt stellt hier die obige Losung im Frequenzbereich u(w, z) = ug(w)el*@?

dar, die ebenfalls eine Losung der Differentialgleichung

ii + k(w)

Uuw,z) =0 mit u(w,z=0)=uy(r) (4.10)
dz

darstellt. Es wird nun versucht, diese Differentialgleichung durch eine inverse Fouriertrans-
formation in den Zeitbereich zu iiberfiihren, allerdings fiihrt der Term k(w) u(w, z) zu einer
Faltung.

Um eine Faltung zu vermeiden, wird ausgenutzt, dass u(w, z) nur um +wy zentriert ist und
deshalb wird sich nur auf den positiven Frequenzbereich um +wy konzentriert. Unter Aus-
nutzung der Tatsache, dass u(z, z) reell ist, reicht dieser Bereich aus, denn es gilt:

(o) 0 [e)

u(z, t) = /dwu(z,w)e_i‘”: /dwu(z,w)e_i“”+/dwu(z,w)e_i“”

—00 —00 0
o0 (0. 0]

:/dwu(z,—w)ei‘”t+/dw u(z,w)e @t
0 0

[e.0] [o,@]
:/dwu(z,w)*el‘“[+/da) u(z,w)e !
0 0

o0

=2Re /dw u(z,w)e @t (4.11)
0

Von nun an wird nur noch der positive Frequenzanteil von u(w, z) beriicksichtigt, aber nach
der Riicktransformation wird entsprechend der Realteil gebildet. Wegen der im Vergleich zur
Grundfrequenz wy geringen Breite des Spektrums u(#) wird k(w) um wy in eine Taylorreihe
entwickelt

1 GVD )
k(w)zk(w0)+v—(w—w0)+T(w—wo) +..., (4.12)
g
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4.1 Pulsausbreitung in homogenen Medien Optik

wobei die hidufiger auftretenden Terme der Gruppengeschwindigkeit (engl. group velocity)
und Gruppengeschwindigkeitsdispersion (engl. group velocity dispersion) auftauchen:

1
Gruppengeschwindigkeit — = ik(a)) (4.13)
vg Ow w=wp
02
Gruppengeschwindigkeitsdispersion GVD = ﬁk(w) (4.14)
wW=wq

Im Folgenden wird die Entwicklung nach der zweiten Ordnung abgebrochen, wobei sich der
Abbruch der Entwicklung an der spektralen Breite von u(#) und der Stdrke der Dispersion
von k(w) orientieren muss. Eine Riicktransformation der Differentialgleichung

u(w,z) =0 (4.15)

.d 1 GVD 9
i— + k(wg) + — (0 — wg) + —— (w — wyg)
dz Vg 2

in den Zeitbereich liefert (unter Bertiicksichtigung von w = i%)

'i+k( )+i(ii— )+GVD('£— )2
g e ar )T 2 o T

Vg

u(w,z) =0 (4.16)

eine partielle Differentialgleichung fiir die Pulsdynamik im Zeitbereich. Tatsdchlich ist aber
vor allem die Dynamik der Pulseinhiillenden interessant, weshalb die schnell oszillierende
Phase der Tragerwelle vom Puls abgespalten wird:

u(t,z) = alt,z) explik(wg)z—iwot]. 4.17)
~— ~~ d
Einhiillende Tragerwelle

Damit ergibt sich eine Differentialgleichung fiir die Pulseinhiillende, in der hier unwichtige
Konstanten nicht mehr enthalten sind:

@ i 0 GVD ¢

i— + —
0z wvg0t 2 0t

PN
/’_ ~
N
d Y
, N
N

a(t,z)=0 (4.18)

g
>
]
<
<:I
i

t=0
uo (1)
t=0 7=0 t
Eine weitere Vereinfachung kann durch Abspaltung von Vlg% und Einfiihrung einer “mit-

bewegten” Zeit 7 = £ — U—Zg erfolgen. Fiir jede Ausbreitungsldnge wird dabei der Zeitnullpunkt
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4.1 Pulsausbreitung in homogenen Medien Optik

anders festgelegt. In den neuen Koordinaten z =z’ und 7 = t— vig verdandern sich die Differen-

. 0 0 19 0 0 . . . . . . .
tiale zu 5~ = 57 — 7507 und z; — 57, was in der Differentialgleichung die erste Zeitableitung
eliminiert

(0 120 i 0 GVD ¢
i a(t,z)=0 (4.19)

— |+
vg 0T 2 012

0z Vg ot

Die finale Gleichung der Einhiillenden des Pulses ergibt sich zu

0 GVD 62

1__—_

37| =0, (4.20)

wobei wieder z statt z’ eingesetzt wurde. Die finale Gleichung erinnert in ihrer grundsitz-
lichen Struktur stark an die paraxiale Wellengleichung oder die Schrodinger-Gleichung im

homogenen Raum. Der Term Vig % bewirkt also eine gleichmiRige Bewegung des Pulses mit

der Gruppengeschwindigkeit vg. Ein Puls bewegt sich also mit der Gruppengeschwindig-
keit

0o 1 11 w21
vg_ak_ 0 w1 n won 1 won '
O lyw?| el 1 won
ow c ¢ c¢cOw Up ¢ 0w

und nicht mit der durch die Brechzahl n bestimmten Phasengeschwindigkeit v, = +. In
Materialien gilt gewohnlich vg # vy, d. h. die Trigerwelle bewegt sich relativ zur Einhiillen-
den.

4.1.3 Ausbreitung gaullférmiger Pulse

Es wird nun eine Lésung der verbleibenden Gleichung (4.20) fiir einen gaullférmigen Puls

a(t,z=0) = Apexp

—T—Z (4.22)
T? '

gesucht. Zur Erinnerung: Ein GAUSS-Strahl im Raumbereich ug(x, y, z) wird durch die sehr
dhnliche paraxiale Gleichung (3.60) beschrieben:

.0 N 1 ( 0° N 0°
1_ — — —
0z 2k\0x? dy?

|k

ug(x,y,2) =0, (4.23)

d. h. das gleiche Losungsverfahren kann angewendet werden, wobei sich eine sehr dhnliche
Losung fiir den gaulformigen Puls ergibt.

A() T2
a(t,z) = ——exp|-—————
Vitieizn P TZ[1+i(z/ zp)]
Ao 72 .2 72 (4.24)
= ———€eXxXp | — exp |1— .
VitiGlzn D TZ[1+ (2/zg)?] P12 TZ[1+ (2/zg)?]

~ 7\ ~/

v~ v~
Pulsverbreiterung Phasenvariation
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4.1 Pulsausbreitung in homogenen Medien Optik

2
h

2-GVD’

Wesentliche Unterschiede bestehen im Vorhandensein nur einer transversalen Dimension

und darin, dass k in der urspriinglichen Differentialgleichung und in der finalen Lésung
durch —1/GVD ersetzt wurde.

mit der Dispersionslidnge zp = —

. z
a.) Effekt der Pulsverbreiterung T(z)=Tpy/1+ (—)
<R
Der Pulse enthdlt unterschiedliche Frequenzanteile mit unterschiedlicher Gruppengeschwin-
digkeit vy = vg(w). Diese Frequenzkomponenten propagieren unterschiedlich schnell, z. B.
fiir normale Dispersion (GVD > 0) propagiert “blau” langsamer als “rot”, d. h. rot/blau trifft
frither/spéater bzw. fiir kleinere/groflere Werte der mitbewegten Zeit ein.

z>0

b.) Chirp (Frequenzvariation iiber dem Puls, engl. Zwitschern)

Die instantane Frequenz

dp(t) .
w(T) = —7 mit (1) =argla(r)] (4.25)

ist im Fall des gauRformigen Pulses

V4 T

w(T)=-2— (4.26)
zr T2[1+ (2/ zr)?]
e . . . f¥s . .
und steigt fiir normale Dispersion GVD > 0 und damit zg = — 55y < 0 linear mit 7 an.
@ w u
« D<0 ‘v D<0 ﬂ blau
" 2 i 2 N\ A nﬂm 2
N N \} V u“vv
D>0 '\ D>0 i rot

Fig. 24: Phase ¢, instantane Frequenz w(7) und Feldamplitude u(7) eines Pulses

Obwohl Beugung von Strahlen und dispersive Verbreiterung von Pulsen sehr dhnlich ablau-
fen, gibt es doch signifikante Unterschiede:
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4.2 Kohérenz Optik

Die Gruppengeschwindigkeitsdispersion GVD ist als Vorfaktor vor der zweiten Ableitung im
Gegensatz zu 1/2k im Vorzeichen nicht fixiert. Eine Pulsverbreiterung kann daher durch eine
Abfolge von Elementen mit Gruppengeschwindigkeitsdispersion unterschiedlichen Vorzei-
chens kompensiert werden (Dispersionskompensation). Bedingung fiir vollstindige Kom-
pensation in einer Abfolge aus unterschiedlichen Komponenten der Lingen L; und der Di-
spersion GVD; ist

Y GVD;L; =0. (4.27)
i

Gechirpte Pulse konnen durch die Propagation durch ein Medium mit entsprechender Di-
spersion komprimiert werden.

4.2 Koharenz

4.2.1 Begriffsbestimmung

Licht besitzt als elektromagnetisches Feld an jedem Orts- und Zeitpunkt eine wohldefinierte
Polarisationsrichtung ey, Amplitude |u| und Phase ¢ mit der Feldverteilung

Ereen(r, t) =Releg(r, ) u(r, 1) explip(r, 1)]]. (4.28)

Diese Groflen sind oft nicht gut bekannt bzw. reproduzierbar oder variieren so irreguldr, dass
sie sich einer kompletten Beschreibung entziehen.

Thermische Lichtquellen sind gew6hnlich zeit- kohzrent

lich inkohirent, d.h. sie emittieren mit einer lu (1)l

variierenden und nicht kontrollierbaren Pha- /\ /\ /\ /¢
se. Licht, das von verschiedenen Stellen der

Oberfliche eines thermischen Strahlers aus- \/ v \/
geht, ist gewohnlich vollstindig unkorreliert, inkohirent

d. h. rdumlich inkohé&rent. 17163]

Zur Beschreibung inkohédrenter Lichtfelder ] J
miissen statistische Methoden herangezogen
werden. Im Folgenden werden Polarisations-
effekte vernachldssigt und nur die komplexe
Feldamplitude u(r, t) betrachtet. Zur mathematischen Beschreibung werden die Korrelati-
onsfunktionen zweiter Ordnung

G(r1, 11,12, &) = (u* (r1, ) ulrs, ) |u* (r, B u(r, &) (4.29)

verwendet, wobei (...|...) im Idealfall ein Ensemblemittel, d.h. eine am besten iiber sehr
viele dquivalente Systeme auszufiihrende statistische Mittelung bedeutet.

Tatsachlich ist ein solches Ensemblemittel aber praktisch nicht realisierbar. Daher wird die
Translationsinvarianz der Zeit ausgenutzt, was zur Folge hat, dass fiir unbeeinflusste Syste-
me die Korrelationsfunktion nur von der Zeitdifferenz abhédngt. Die Mittelung wird dann am
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4.2 Kohérenz Optik

selben System, aber an verschiedenen Zeitpunkten ausgefiihrt:

G(r1,r2,7) = (u* (r, Dur, t+7)|u* (r, Dulr, t+1)),
T
1
= lim ﬁ/dtu*(rl,t)u(rz,t+r). (4.30)

T—o0
-T

Fiir r; = r, und 7 = 0 ist G proportional zur mittleren Intensitét
G(r1 =12, 7 =0) = (lulr, DP||lulr, D7), ~ I, DI, D), (4.31)

Daher wird die Korrelationsfunktion oft auf die mittlere Intensitidt an beiden Punkten nor-
miert, um mit dem Kohédrenzgrad

YD) = (u(ry, O ulry, t+1)|u(r, O ulrs, t+ 1)), (4.32)

VDR [1utr, D), (lutrs, O lutrs, 0P),

eine Grof3e, die im Betrag zwischen 0 (Inkohidrenz) und 1 (Kohidrenz) variiert, zu erhalten.
Dieses Kapitel handelt speziell von ortsfesten Kohdrenzeigenschaften, d. h. mit der

zeitlichen Korrelationsfunktion
T
Gi(t) ={u"(r, Hulr, t+ T)|u*(r1, Du(r, t+1)), = Th_rgo%/dt u*(ry, Hu(r;, t+71) (4.33)
-T
und mit den Kohdrenzeigenschaften zu einem festen Zeitpunkt, d. h. mit der
raumlichen Korrelationsfunktion

T
1
Gr(r1,12) = (U (ry, u(rz, O|u* (r, Hulr, 1)), = Tlggoﬁ/dtu*(rl,t)u(rz,t). (4.34)
-T

4.2.2 Zeitliche Koharenz

Kohirente Felder sind stark korreliert, d. h. iiber lingere Zeitrdume voraussagbar. Die Korre-
lationsfunktion eines ideal kohdrenten Feldes u(r, t) = uy(r) exp(—iwt) berechnet sich zu

T
1
Gi(1) = Tlim 3T / dt [ugexp(—iwt)]* ugexp[—iwo (f + 1)] = Iuol2 exp(—iwgT). (4.35)
—00
-T
Ihr Betrag ist konstant und der Betrag ihres Kohdrenzgrades 1. Die Korrelationsfunktion in-
kohédrenter Felder fallt dahingegen innerhalb einer charakteristischen Zeit - der Korrelations-
oder Kohérenzzeit 7. - von ihrem Maximum bei 7 = 0 gegen Null ab.
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IGt(TNT
kohérent
WAWA /\
T
|Gz(T)|
inkohérent
lu(1)] N A
C
Messung der zeitlichen Korrelationsfunktion
Bei der Messung der Korrelationsfunktion wird aus- == Spiegel
genutzt, dass es nur zwischen kohédrenten Feldern zu
messbarer Interferenz kommt. Die Auswertung eines
Interferenzsignals gibt also gewOhnlich Auskunft {iber S0 U
den Kohédrenzgrad des interferierenden Lichtes. Bei As
4—»4’

der Verwendung eines Michelson-Interferometers (sie-
he nebenstehende Skizze) wird das zu analysierende
Feld u(f) an einem halbdurchldssigen Spiegel (Trans-
mission 50 %) in zwei Felder u;(t) = u)(t) = %u(t)
aufgetrennt. Beide Felder durchlaufen jeweils zweimal
(Riickreflexion an einem Spiegel) einen Interferometer-
arm und erfahren einen von der Lange des Interferome-
terarms abhédngigen Zeitversatz. Da beide Arme um ei-

—=g ==

~ U+ U

' Detektor

ne kleine Strecke As unterschiedlich lang sind, treffen beide Felder leicht zueinander zeitver-
setzt am halbdurchlédssigen Spiegel ein und werden dort wieder iiberlagert. Schlief3lich wird
die Leistung des Gesamtfeldes u; + u, zeitgemittelt gemessen. Das am Detektor registrierte

Signal

1
P(1) ~ 1 —
(1) 1m 2T

1
~ lim —/dt
T—o0 2T

=T

T
/dt|u1(r)+u2(r)|2
-T
T

u(t—zsc)+u(t 2?—2¥)

~2{lu@P|lu) ), +{u®* ult + 0| u®* u+ 1)), + {(u+ 1) ul@®) | ult+ 1) u®),

~ G¢(1 =0)+Re G4(71)

(4.36)
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hingt vom Zeitversatz 7 = 2% ab und
enthilt die Korrelationsfunktion. Das Si-
gnal weist einen zur mittleren Leistung
proportionalen konstanten Untergrund
auf. Fiir einen Zeitversatz von der Gro-
Benordnung der Korrelationszeit lassen
sich jedoch kohérente Oszillationen be-
obachten, die normaler Interferenz ent-
sprechen und deren Einhiillende die
doppelte Amplitude des konstanten Un-
tergrunds erreicht.

Die Analyse der Interferenzeffekte im

Michelson-Interferometer zeigt auch, dass die Korrelationszeit 7. stets auch mit einer Ko-
hédrenzldnge L. = 7.c verkniipft ist. Entsprechende Werte sind fiir thermische Strahler sehr
klein (gefiltertes Sonnenlicht (1 = 400 — 800nm): 7, = 2,8fs und L, = 800nm). Dahingegen
konnen mit Lasern wesentlich h6here Werte erreicht werden (He-Ne-Laser: 7, = 1us und
L. =300m)

4.2.3 Zeitliche Kohdrenz und Spektrum

Offensichtlich besteht ein Zusammenhang zwischen spektraler Breite und Kohédrenzverhal-
ten einer Lichtquelle. Dieser Zusammenhang soll nun genauer analysiert werden. Dazu wird
das Spektrum der Korrelationsfunktion (Fouriertransformierte) bestimmt, wobei die eigent-
liche Definition eines Integrals mit Definitionsbereich iiber die ganzen reellen Zahlen ver-
wendet wird.

T
| )
FIG(D)](w) = Tlglgog/dr G(1) exp(iwT)
-T
T T
@35 .. 1 : 1 . :
= %ﬂog/drﬁ@mﬁ/dmm u(t+1)exp(iwt)
-T —T!
T T
= lim lim

1 * . .
b0 T/ 00 an/d”‘(” exp(—lwf)/dHTexmlw(tH)]
_TI _T

T T+t

) ) 2n | 1 ) 1 , .
Jim lim =5 E/dtu(t)exp(lwt) > / dr u(t') exp(iwt’)
=T T+t

~ |ii(w)]? (4.37)

Streng genommen sind die obigen Grenzwerte fiir Felder mit konstanter mittlerer Intensi-
tat nicht ausfiihrbar. Im realen physikalischen System erstreckt sich aber jede Messung zwar
iiber einen gegeniiber der Korrelationszeit sehr grof3en, jedoch stets endlichen Zeitraum,
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weshalb keine Divergenzen auftreten. Weiterhin kann bei stationdren Verhdltnissen ange-
nommen werden, dass es bedeutungslos ist, zu welchem Zeitpunkt das Spektrum bestimmt
wird, d. h. die Verschiebung des Integrationsbereiches im zweiten Integral sollte keine Rolle
spielen.

Damit ergib sich das Wiener-Khinchin-Theorem:

F[G:(D)]() ~ [Fl(u(t)] ()| | (4.38)

Die Fouriertransformierte der Korrelationsfunktion ist proportional zum Leistungsspektrum.
Diese Aussage hat interessante Konsequenzen. Ein Michelson-Interferometer kann also be-
nutzt werden, um ein Leistungsspektrum zu bestimmen was in der Korrelationsspektrosko-
pie tatsdchlich getan wird. Weiterhin kann der Kohédrenzgrad einer Quelle durch spektrale
Filterung verdndert werden. Je schmaler das Spektrum, desto hoher ist der erzielte Koha-
renzgrad.

4.2.4 Raumliche Koharenz

Die rdaumliche Korrelationsfunktion G, definiert, inwiefern das optische Feld an zwei Raum-
punkten voneinander abhédngt. Unterschiedliche Punkte auf der Oberfldche eines thermi-
schen Strahlers sind vollig unabhéngig, wihrend im Allgemeinen Lichtfelder durchaus un-
tereinander korreliert sind. Den Grad rdumlicher Kohédrenz bestimmt man ebenfalls durch
ein Interferenzexperiment. Wird die raumliche Korrelationsfunktion

T

1
Gr(r1, 1) = (u* (ry, Oulrs, O)|u* (r, Hulrs, 1), = Tliigoﬁ/dtu(rl,t)*u(rz, H  (4.39
-T

experimentell bestimmt, werden die beiden \ ) oo
von diesen Punkten ausgehenden Lichtfelder " Interferenzstreifen

\ \

\ \ 1

in einem Doppelspaltexperiment tiberlagert. | \ \ \ ! l

Im kohédrenten Grenzfall sind in groBem Ab- " ; .' ! | ;‘ .
stand zwischen Null und einem Maximalwert ] , o
durchmodulierte Interferenzstreifen erkenn- ’ WY v
bar. Bei steigender Inkohdrenz nimmt der ) ~\ N "\
Kontrast dieser Interferenzstreifen ab, bis sie ) \ v
schlief}lich ganz verschwinden. Der Kontrast " ' \ ‘. 1 L
ist direkt proportional zum Wert der Korrela- | K | ! : !
tionsfunktion. ) / ’ : ’

Experiment zur raumlichen Koharenz

Da G, (r; = rp) der mittleren Intensitit entspricht und damit von Null verschieden ist, ist ein
Einzelpunkt stets rdumlich kohdrent. Der Kohédrenzgrad einer Quelle kann gesteigert wer-
den, wenn ihre Abstrahlfliche reduziert wird.
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Optik

Im Experiment (siehe Abbildung 25) wird dies demonstriert, indem die Breite eines Schlit-
zes vor einer thermischen Lichtquelle verdndert wurde. Das durch den Schlitz fallende Licht
wurde fiir ein Beugungsexperiment an einem Einfachspalt verwendet. Unabhingig von der
Grolle des die Lichtquelle begrenzenden Schlitzes war der Einfachspalt stets gleichmaRig
ausgeleuchtet. Trotzdem verdnderte sich das Beugungsbild qualitativ bei Variation der Schlitz-
breite. Wiahrend bei fast geschlossenem Schlitz ein deutliches Interferenzbild zu sehen war,
verschwanden bei offenem Schlitz die Nebenmaxima und das Hauptmaximum verbreiterte
sich. Im inkohérenten Fall verschwinden also typische Interferenzeffekte. Licht verliert sei-
nen Wellencharakter und beginnt, sich wie ein klassischer Teilchenstrom zu verhalten.

Spalt
Schlitz 0,06 mm .
0.5mm Beugungsbild

thermische
Lichtquelle

Nebenmaxima g
kohirenter Fall = schmaler Schlitz

Spalt
i 0,06 mm . '
Schlitz Beugungsbild
2mm
thermische \
Lichtquelle SERTERY ‘\\l Y
| \‘) | Moment 1
————————— R & T
T 3\‘ 3‘\ 3\ 3 . 3‘\ Moment2
mittlere Intensitét — A
inkohérenter Fall = breiter Schlitz

Fig. 25: Verdanderung des Beugungsbildes bei Variation der Schlitzbreite.

4.2.5 Ausbreitung rdumlich inkoharenter monochromatischer Felder

In diesem Kapitel soll die Ausbreitung inkohdrenter Felder und die damit verbundene Ver-
dnderung der rdumlichen Korrelationsfunktion untersucht werden. Zur Vereinfachung wird

angenommen, dass die Ausbreitung bevorzugt entlang z erfolgt und dass die riumliche Kor-
relationsfunktion in der Ebene z =0

GO(x()r Yo, x(/))y()) = Gr(xo»J/OyZ =0, x(,))y(,)y Z, = 0) (440)
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gegeben ist. Das Ziel ist nun die Bestimmung der Korrelationsfunktion
G (x,3,x,y) =Gr(x,y,2>0,x',y,2' > 0). (4.41)

Das Feld u bei z > 0 ergibt sich unter diesen Annahmen und unter Ausnutzung des Huygen-
schen Prinzips in guter Ndherung aus dem Feld u, bei z = 0 durch

u(x,y,z) =/dxo/dJ/0 uy(x9, yo) h(x — X0,y — y0, 2) (4.42)

mit der Ubertragungsfunktion (Kugelwelle)

1 exp(ikr) . B s 2.
h(x,y,z)——Ef mit r=1/x"+y*+z-. (4.43)

Damit ergibt sich die Korrelationsfunktion bei z zu:

Gi(x, 3, x,y") =(u* (x,y,2ux,y, ) |u*(x, y, Du, ¥, 2))
:/dxo/dyO/dx(')/dy(')h(x—xo,y—yo,z)*h(x'—x('),y'—y(’),z)

(uo(x0, o)™ o (x4, o) | to (X0, o) * o (x4, ¥g) ) - (4.44)

G(X0,Y0,%y,¥y)

Damit ergibt sich ein Ausdruck, der die Ausbreitung einer rdumlichen Korrelationsfunktion
beschreibt.

Dieser Ausdruck soll nun auf den Spezialfall einer inkohdrenten Quelle angewendet werden.
Dabei wird angenommen, dass bei z = 0 das Licht von Punkt zu Punkt vollstindig unkorre-
liert ist. Eine solche Korrelationsfunktion wird gut durch eine §-Distribution approximiert

G(X0, Yo, Xg, ¥g) ~ 6 (x0 — x0)8 (¥o — ¥g) Io (X0, Y0)- (4.45)

Es muss beachtet werden, dass die Korrelationsfunktion im Ursprung Go(xy, Yo, x(’) = X, y(’) =
¥o) der Intensitdt Iy(xo, yp) entspricht, d.h. zwar einen Vergleich zum Restgebiet sehr ho-
hen aber nicht unendlichen Wert annimmt. Damit ergibt sich durch Einsetzen von (4.44) in
(4.45)

G (x,3,x',¥" ~/dxo/dyo h(x — o,y — y0,2) h(x' = x4, ¥' = 5, 2) In (X0, Y0)- (4.46)

Interessanterweise ist die Korrelationsfunktion nach endlicher Ausbreitung offensichtlich
nicht mehr §-korreliert. Dadurch, dass Raumpunkte nun Licht vom selben Punkt der Quelle
erhalten, steigt ihrer gegenseitige Korrelation.

Wird angenommen, dass dhnlich wie bei einem Beugungsexperiment nur Ausbreitungsphé-
nomene in der Ndhe der optischen Achse interessant sind und dhnlich wie bei der Fraunhofer-
Néherung ein Fernfeld vorliegt, kann (4.46) noch weiter vereinfacht werden. Es wird dabei
beriicksichtigt, dass eine Hierarchie

z>x,1,x,y,> x0, Yo (4.47)

99



4.2 Kohérenz Optik

gilt. Damit kann die Ubertragungsfunktion dhnlich wie bei der der Herleitung zur Fraunho-
ferbeugung durch

(x—x0)%+ (y- .VO)2

r(x—xo,y—yo,Z)=\/(x—xo)2+(y—y0)2+z2:z+

2z
1 ik 2492
h(x—xo,y—yo,z):—4——6)(1)(1 2 exp(ikx Yy )exp(—ik—xx0+yy°)
n z

approximiert werden. Es ergibt sich damit fiir den Betrag der Korrelationsfunktion die Fou-
riertransformierte der Intensitidtsverteilung der inkohérenten Strahlenquelle

1
Gy (x, 3, %', ¥)] ~;‘/dxo/dy0exp

1
~ |§F[IO(XO,J/0)]

k(y’—y)yollo

—iz
z

k
—i;(x' — Xx)Xo

k,, k,,
(=%, — (' =¥y

exp

(4.48)

Dieses Ergebnis ist bei Kenntnis der Fraunhofer-Beugung nicht verwunderlich: zu jedem
Einzelzeitpunkt entsteht ein Fraunhofersches Beugungsbild. Da bei Bestimmung der Kor-
relationsfunktion Felder zum gleichen Zeitpunkt verglichen werden, “sieht” die Korrelati-
onsfunktion das Fraunhofersche Beugungsbild.

Beugungsbild eines Moments
z=0 =

thermische -
Lichtquelle A
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