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Inhaltsverzeichnis Experimentalphysik 2

Einleitung

Was dies ist:

Diese Zusammenfassung ist als Hilfestellung gedacht. Sie enthélt stark komprimier-
te Inhalte der mathematischen Methoden der Physik. Sie soll Ihnen dabei helfen,
die komplexeren mathematischen Zusammenhénge, die hinter den meist elementa-
ren Rechnungen in der Experimentalphysikvorlesung stehen, besser zu verstehen.
Mit den allgemeinen Beziehungen zu Koordinatensystemen und mehrdimensio-
nalen Integralen ist man beispielsweise in der Lage, auch vollig unsymmetrische
Probleme zu l6sen.

Was dies nicht ist:

Fiir ein Verstandnis der physikalischen Zusammenhange der Experimentalphysik
IT ist der mathematische Formalismus, der hier zusammengefasst ist, nicht zwin-
gend erforderlich. Mit Symmetrieargumenten und einer Portion Logik lassen sich
zumindest fiir die elementaren Rechnungen der Vorlesung die meisten Probleme
verstehen und l6sen. Fir die Priifung ist das physikalische Verstandnis ausschlag-
gebend, nicht der mathematische Formalismus. Wir mochten Sie aber ermutigen,
diese Zusammenfassung durchzuarbeiten und zu verinnerlichen. Sie wird Ihnen
auch in anderen Vorlesungen und im weiteren Verlauf ihres Studiums hilfreich sein
- versprochen.
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1 Vektorrechnung und Koordinatentransformationen

Vektoren sind Elemente eines n-dimensionalen Vektorraums V. Zwei Vektoren
und 7 konnen addiert und mit Skalaren (Elementen eines Korpers aus R oder C)
multipliziert werden. Das Ergebnis ist dann wieder ein Vektor im Vektorraum V'

uLiveV,NeER = wd+v=weV, MeV. (1.1)

Jeder Vektor kann durch seine Komponenten bezogen auf beliebige (linear unab-
héngige) b,, Basisvektoren dargestellt werden. Es gilt dann

6:(11,151+ab2l;2+ab353+...+abngn. (1.2)

Mit dem Skalarprodukt lassen sich die Komponenten be-
rechnen

a-by = [ldl| - |[by]| - cos(<t(@,b1)). (1.3) 7
1
Damit lasst sich eine Lange (Norm) des Vektors definieren:
@[> =a-a bzw. |d|=Va-a. (1.4)

Das Skalarprodukt beschreibt also das Produkt der Projektion a;, des Vektors a
auf by multipliziert mit der Lange des Vektors b;.

Die Komponenten ablgl . abnl;n ergeben sich nun als Losung des linearen Glei-
chungssystems

ST

-51:ab151-51+ab252-51+...

L. Sl (1.5)
'bg:ablbl'b2+ab2b2'b2—|—...

ST

Sind die Basisvektoren b, orthogonal (senkrecht) zueinander, dann gilt fir alle
,j=1,....n

bi - by = &bl (1.6)

wobei 0;; das KRONECKER-Symbol bezeichnet, was folgende Eigenschaft besitzt:

1=y
5ij—{0 it (1.7)
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Weiterhin ergibt sich nun nach Gleichung (1.5)

6'61 :ablgl -51+ab2l;2-51—|—... :ab151~51
——
=0
i X ;
= ap, = a_, ! bzw. ap, = Q mit €] = Tl (18)
|1/2 |01 |b1]
Wenn alle Basisvektoren zusétzlich noch die Linge |b,| = 1 besitzen (Einheits-

vektoren), dann spricht man von einer orthonormalen Basis und Gleichung (1.8)
vereinfacht sich zu

—

ap, = Qe, = a-by =a-é]. (1.9)

Besonders haufig wird die kartesische Basis verwendet, deren Basis folgendermaflen
aussieht:

(60,8,,8.} &8 =35y (1.10)

Mit dem Ortsvektor lassen sich mit Vektoren Punkte im Raum definieren, z. B. in
kartesischer Basis

T = T3y + Ty€y + 7.€; (1.11)
zeigt immer vom Koordinatenursprung zum entsprechenden Punkt im Raum. Orts-
vektoren haben einen Ausgangspunkt, andere Vektoren jedoch nicht.

e Damit werden die Koordinaten eines Punktes zu den Komponenten des zu-
gehorigen Ortsvektors (wenn die Basisvektoren nicht von den Koordinaten
abhéngen).

o Somit definiert ein Satz von Basisvektoren ein Koordinatensystem.

e Da man mit dem Skalarprodukt die Basis wechseln kann, lasst sich von einem
Koordinatensystem ins andere transformieren.
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1.1 Das Wegintegral (Lange einer Kurve)

Eine Kurve C' im n-dimensionalen Raum lasst
sich mithilfe eines Parameters t (z. B. Zeit) pa-
rametrisieren und beschreibt beispielsweise die
Bewegung eines Massenpunktes im Raum. Sei
die Kurve nun eine Funktion C' : [ty,ts] — R”
mit Parameter ¢, dann beschreibt

LC:/dT:/(Zf’
c

die Lange der Kurve. Eine explizite Parametrisierung wie z. B. in kartesischen Ko-
ordinaten ist immer moglich, da alle Punkte des Weges C' erreicht werden wenn

dt (1.12)

r=uxe + f(z)e,, z€lr,zs, t==x

_ ( f(fx)> | (1.13)

Diese Komponentenschreibweise in (1.13) ist mit Vorsicht zu genieflen, da immer
geschaut werden muss, auf welche Basis sich bezogen wird. Am besten sollte diese
Schreibweise nur fiir kartesische Koordinaten verwendet werden.

Das in (1.12) auftauchende Infinitesimal dr wird Linienelement genannt und be-
schreibt die Anderung des Punktes 7, wenn sich der Parameter von x zu x + dz
andert

dr _ df(z)

@—Cm‘i‘ dr €y

i)

dr
:>Lc:72\ll+ (dﬁf)>2dx. (1.14)

1

=

Jedoch ist eine implizite Darstellung, welche an die Geometrie angepasst ist, fast
immer einfacher

7= g(t)e, + h(t)e, = (zgg)

= Lc:/ i dt:/\/g(t)2+h(t)2 dt . (1.15)

dar
dt
t1
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Ein einfaches Beispiel dafiir stellt die Berechnung der Léan-
ge eines Kreisausschnittes dar. In kartesischen Koordi-
naten ist dieser iiber die Parametrisierung v = xe, +
V1? — x2€, definiert. Somit berechnet sich die Kurvenlén-

,,?
ge zu
r T
d
Lc_/dx( )dx—/ —x2
—/de—/ldx—/rdu—r arcsin(u) 1—17“
om 0\/1—<£)2 0\/1_7u2 o 2

Wird die Kurve jedoch mithilfe von Polarkoordinaten 7 = r cos(t)e, + rsin(t)é,
parametrisiert, dann vereinfacht sich das Integral erheblich:

w/2

L. —/’ <:ZT§§>’ t—/\/r2s1n ) + 12 cos?(r) dt = /Tdt:gr. (1.16)

Arbeit ist ebenfalls ein Wegintegral iiber ein Vektorfeld F oder Skalarfeld f

F:FeR*> R [f:FeR®5R (1.17)

Die Arbeit ergibt sich nun als das Wegintegral tiber das Vektorfeld F entlang der
Kurve C'

to

W:/ﬂmyz/ﬁm»

C t1

dri(t)

dt . (1.18)

Der Parameter t spiegelt also eindeutig die Position auf der eindimensionalen Kur-
ve C' wider. t entspricht also einer Koordinate, die jedem Punkt auf der Kurve '
zugeordnet ist. Es fehlt aber noch ein Parameter, um z. B. R? bzw. R? darzustel-
len.

Lasst sich jede Koordinate durch n-Parameter ausdriicken und ist diese Abbildung
invertierbar (umkehrbar), dann bilden die n-Parameter ein neues Koordinatensys-
tem.
Uwy =y (ur,ug,us, .. .);  To = To(u, Ug, us, . . ); (1.19)
\1171 Uy :Ul(fﬂl,l'g,l'g,...); 'LLQZUQ(.Tl,iL'Q,l’g,...); .
Jeder Punkt beider Koordinatensysteme muss erreicht werden. Dies wird durch
die Bijektivitat von ¥ sichergestellt.
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1.2 Mehrdimensionale Differentiation

Wird nun ein Koordinatensystem durch geeignete Parameter vorgegeben, wie er-
halt man die dazugehorigen Basisvektoren?

Antwort: Man baut sie sich:

Die Frage, wie sich 7 &ndert, wenn die Ko-
ordinate wu; geandert wird und alle ande-
ren Koordinaten konstant bleiben fithrt zum
Begriff der partiellen Ableitung (Richtungs-
ableitung)

U9

. o7
by, = .
e au,

(1.20)

Der entstehende Vektor Eu ist kein Einheits-
vektor und kann selbst koordinatenabhén-
gig sein.

Es gibt noch die zu gu, jeweils senkrecht ste-
hende duale (gleichwerte) Basis b, Fiir rechtwinklige Koordinatensysteme sind
beide gleich. Die Unterscheidung zwischen kovarianter Basis l;u und kontravarian-
ter Basis b% wird erst in der SRT und ART relevant.

Koordina-
tenlinien

Beispiel: Polarkoordinaten

Die Richtungsableitungen nach den Koordina- r = konst. %f
ten r, ¢ stehen senkrecht aufeinander [\ f
ar  or
— - — =0. 1.21
aor 0Oy (121)
Die Komponenten in der neuen (senkrechten)
Basis lauten nun
. or -
a = leaulaiul = ;aulbul @ = konst.
75,
y, = (1.22)
|bu |

Die gesamten partiellen Ableitungen der Transformation werden in der Jacobi-
Matriz zusammengefasst!:

!Die Bezeichnung .J;; beschreibt hier die gesamte Matrix und nicht nur den Eintrag in Zeile 4
und Spalte j.
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Oy Oy
81,61 8u2

Jy = | 022 Or2 | (1.23)
aul 3u2

Die Spalten sind die Komponenten der neuen Basisvektoren ausgedriickt mithilfe
der alten Basisvektoren

- E Ox; OF  Oxy OT _ Oxy 5 0x9 -

b, =Jn = coo=—by, + —by, + ... 1.24
! aul ! 8%1 81'1 + 8u1 6372 + 8u1 ! + 8U1 2 + ( )
Hierbei wurde die mehrdimensionale Kettenregel verwendet

d of ox  Of Oy

— =——— 4 ———. 1.2

GO0 = S+ 5 (1.25)

Die die Transformation invertierbar sein muss (det J, # 0) existiert eine Inverses
Ji; mit der Eigenschaft

Our - Ouy
8513'1 8372
Tt =1, Jgt=|0w Ju (1.26)
3361 8302
- or _ 3u1 or 8u2 or 8’&1—» aUQ—’
by, = — = J;' = coo=—by, + —by,, +... 1.27
! 8:151 i 81'1 aul * 6961 8u2 + 8x1 ! + 8:151 ? + ( )

Zur Verdeutlichung wird nochmal das Beispiel der Polarkoordinaten aufgegriffen.
Fir die Transformation ergeben sich folgende Formeln

T1 =T =T COSP = U COS Uy r=/x?+y?

Tog =y = rsinp = u; sinuy © = arctan (y) (1.28)
x

Fiir die Jacobi-Matrix ergibt sich nun der Ausdruck

x
: T Y
— 2 2
Ty = (cgsgp 7 sin w) _ | vz y—l—y (1.29)
sing rcosy —J
Vi + 2
z Y .
> > > 5 CoS ¢ sin ¢
Jot = NE —yky \/:c;ry :( 1 1 ) (1.30)

——siny —cosy
r r

_:E2+y2 22 + 2
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Damit folgt fiir die Basisvektoren

€ = l;r = CoS gpgx + sin gpgy = COS €, + sin e, (1.31)
T€p = g(p = —rsin gogx 4 r cos gogy = —rsin pé, + r cos pe, ‘
€y = l;r = cos gpl;r — —sin 90550
(1.32)

1.3 Das Linienelement d+

Unter der Verwendung der mehrdimensionalen Kettenregel ergibt sich das Lini-
enelement zu
or or

dF(ml(ul, .. .),l’g(lbl, .. )) = a—mdul + %d’lm +...= Z Jzk’ duk
k

or or
=—d —d . 1.33
axl T+ 8952 To + ( )
Es stellt sich nun die Frage, wie lang d7”ist. Geht man in jede Richtung den Schritt
du;, wie weit ist man vom Ausgangspunkt entfernt?

or |? oF [° or oF
dF | = d7 - dF = |=—| (dwq)? + |=—| (dug)? +2=——=——du; d
| dr| 7 dr B, (duy) +|8u2 (dug)” + 9u; 0w wy dug +
2,] 4,5,k

Der Ausdruck g;; = (J1.J);; wird metrischer Tensor? genannt. Er gibt an, wie der
Raum verzerrt ist. In Polarkoordinaten nimmt er folgende Gestalt an:

gir = (é 72) = (d)? = (dr)? + 12(dg)2 (1.35)

In kartesischen Koordinaten ist der metrische Tensor identisch mit der Einheits-
matrix ¢g;; = 1. Besondere Bedeutung erhélt der metrische Tensor in der SRT und

2Der Tensor ist ein Oberbegriff fiir Skalare, Vektoren, Matrizen mit bestimmten Transforma-
tionsinvarianzen. Egal welches Koordinatensystem verwendet wird, der physikalische Inhalt
eines Tensors bleibt gleich. Verschwindet also ein Tensor in einem Koordinatensystem, dann
auch in allen anderen.

10
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ART beispielsweise mit dem metrischen Tensor des Minkowski- Raums

0
0
9ij = 0 (1.36)

o O O
OO = O
o= O O

-1

Der Minkowski-Raum ist im speziellen invariant unter Lorentz-Transformationen?.
Die Eintriage des metrischen Tensors g;, geben die Lange der Basisvektoren an.
Weiterhin ist der metrische Tensor immer symmetrisch g = g;;. Abgesehen eini-
ger Ausnahmen? besitzt der metrische Tensor nur Eintrige auf der Hauptdiago-
nalen, weshalb meist g;; = g1 usw. gesetzt wird. Damit lassen sich die Eintréige
des metrischen Tensors fir haufig verwendete Koordinatensysteme zusammenfas-
sen zu:

1 T2 T3 g1 G2 93
kartesisch « ¢y 2z 1 1 1
Zylinder roo z 1 7r? 1
Kugel ro 9 o 1 r? r’sin?e

Das in (1.16) betrachtete Wegintegral in Polarkoordinaten lasst sich ebenfalls mit-
hilfe des Linienelemnts berechnen:

Lo= /dr _ C/ S = C/ Sz 1 r2(dg)? = ://27’ do="r (13)

c

3Transformationen, die das Linienelement unveréndert lassen
4Eine Ausnahme bilden die Eddington-Finkelstein-Koordinaten der ART

11
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2 Mehrfachintegrale

2.1 Flachenintegrale

Zunéchst soll erstmal die Frage geklart werden, wie grofl die Flédche eines Paralle-
logramms ist, das von zwei Vektoren aufgespannt wird.

Die Flache A lasst sich mithilfe des Kreuzpro-

duktes berechnen: b_____________/,
g =, (7 X 5 /,,
= || - |b| sina = |@ x b|. (2.1) A
a .
Das Kreuzprodukt liefert im Gegensatz zum a

Skalarprodukt wieder einen Vektor, der senk-

recht auf den beiden anderen steht. ¢ bildet also einen Flachennormalenvektor
zur Flache A. Im dreidimensionalen ldsst sich das Kreuzprodukt alternativ auch
formulieren als

— — —

B € @y €.
axb= det|a ay asz]|, (2.2)
bi by b3

was mit der Regel von SARRUS oder dem Entwicklungssatz von LAPLACE berech-
net werden kann.
Weiterhin lédsst sich das Kreuzprodukt auch im Indexkalkiil formulieren:

1 (igk) gerade Permutation

i xb= €ijk0;bLE; mit e, =4 —1 (ijk) ungerade Permutation .  (2.3)
0 zwei Indizes sind gleich
Das Flachenelement dA ldsst sich nun in allen ( 1 )
Koordinaten durch ein Kreuzprodukt definie- T2 + (%x_? ___________
ﬂ dA dA ,,'
dA = // du1 d’LLQ . (24) .
aul w2 T T+ d.’L‘l
To )
Das Flédchenelement ist also von der Form
or or - or or
dA = |— x —|du; d bzw. dA=[—-— x — | duy dus. 2.5
Oou;  Ous th G v <8u1 8@) th G (2:5)

12
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Der Faktor vor den Infinitesimalen entspricht der zweidimensionalen Jacobi-
Matrix

87“ or
det — 2.
et J = 8u1 8u2 ( 6)
=det J ==+,/g mit g=det(g). (2.7)

Die Fldchenelemente sind fiir die beiden behandelten Koordinatensysteme nochmal
aufgefiihrt:

Kartesisch: g; X g; =1 dA =dxdy (2.8)
Polar: g: X g; =r dA =rdrdy (2.9)

Fiir Funktionen gilt entsprechend:

or or
// dA // 'LLl,'U/Q (aul X au2> dU1 dUQ . (210)

U1, u2

Das Flichenintegral iiber ein Vektorfeld F (7) beschreibt den Fluss des Vektorfeldes
durch die Flache A.

2.2 Volumenintegrale

Das Volumenintegral ergibt sich analog zum Fléchenintegral als das Spatprodukt
der nattrlichen Basisvektoren:

/// dv = /// O TN O 4y duy dusy
8u1 UQ 3u3
a2 (2.11)
= /// det J duy dus dus .
——

U UUS +V9

Aus der Jacobi-Determinante ergeben sich nun auch direkt die Volumenelemente
der einzelnen Koordinatensysteme

Zylinderkoordinaten: dV = pdpdpdz

, 5 . (2.12)
Kugelkoordinaten: dV = r“sinvdepdddr.

13
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3 Differentialoperatoren

3.1 Der Gradient

Der Gradient einer skalaren Funktion grad f = v f = a ist ein Vektor und zeigt
in Richtung des steilsten Anstiegs von f im Punkt @. Dabei bezeichnet V den
Nabla-Operator

= .0 _J0 _0
V= (e‘r@x +ey8y+ezaz>' (3.1)

Fir einen allgemeinen Ausdruck fiir den Gradienten in beliebigen Koordinaten,
wird er zunéchst fiir Polarkoordinaten berechnet. Sei f(x,y) ein Skalarfeld in kar-
tesischen Koordinaten und f(r, ¢) dasselbe Feld in Polarkoordinaten. Dann gilt®

> of | afﬁ_ ordf O0pdf orof 0o dof
Vi= 8xm+8yy <0x8r+8x8g0 e+ 8y87‘+8y8¢6

_of f 8904 8904
- Or 8:1: Y

(1.27) 8fl8r<87“87" 8998r>+ (07'87' OV/ar)]

Or |0x \Ox Or  Ox dy Oyor 0Oy dp
L of of e (Or or Bgo or + or or ()C,u or
Ao | Oz \ Oz 87“ 8x D (9y or 8y dp
RUAICARNTAY @ﬂf 000 0p0r] o7
~or |\ oz dy or  Op |0xdx 0Oydy| or
-1 =0
+af DpOr  dpor @F+c‘9f 2+ ap\*| oF
or |0xdx  Oydy| dp Oy 830 Ay A
=0 _

afor 1 9f oF afﬁ 19f .
87’8T+r28g08g0 87’ +7’28g06“0' (3.2)

Allgemein gilt nun also fiir den Gradienten

3} &1 Of oF

5Die Rechnung ist nicht klausurrelevant aber Teil des Stoffes von MMP II.

14
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Somit lasst sich der Nabla-Operator ebenfalls allgemein fiir beliebige Koordina-
tensysteme ausdriicken als

"1 0r 0O

V= ; o0 9, D (3.4)

Fiir haufig verwendete Koordinatensysteme wird der Gradient nochmal speziell
aufgefiihrt:

af z 10f s of .

ar " A &p ot 92

of ., 10f 2 1 1 of .,

o T a0 T Fsine 0,7

Zylinderkoordinaten: WV f(r, ¢, z) = ==
(3.5)

Kugelkoordinaten: 'V f(r, 9, ¢) =

3.2 Die Divergenz

Man karin den Nabla-Operator ebenfalls mithilfe des Skalarprodukts auf ein Vek-
torfeld ' anwenden

> = - JF, O0F, OF
cF=div F == Y =
v v ox + oy + 0z

(3.6)

Die Divergenz trifft eine Aussage fiir die Quellstéarke des Vektorfeldes F an einem
bestimmten Raumpunkt. Eine positive Divergenz steht fir eine Quelle (Feldlini-
en treten aus dem Punkt heraus), eine negative Divergenz steht fiir eine Senke
(Feldlinien laufen in den Punkt).

Analog zum Gradienten wird die Divergenz in Polarkoordinaten berechnet:

= o _0d 0 . . L0 0
V.A= (%ax ‘|‘€yay> - (Ag€r + Ayey) = (emx +€y0y> (Ar€r + Apc,)

b [ (20 00, (rd 0p0
|\ Oz or  0x 0y Y\Noyor 0y oy

or_, Oy ox oy .\ 1
. A PR A 7')/ —
[ ’“(are”ar >+ (an +a<p(y>7’]

©
or (0A,, 0A, Op (0A, _ 0 .
lm(aﬁ” ar e) B (a Gt Aoty A“’e’“)]
_|0r (0A, . 0A, Jdy (0A, E)Asa# .
Bl o]
2 or dp or oy
= <8xer+r8x%>' . ( er—i-raye(p){...}

15
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or Oy A, z'r{@% or 0p QA,  Or 0y
= — ——==A — ——=FA
+M£i/ Oz ot * y Op Qﬁy/@

[ dpordAs (0 9p\ 04,
T x Ox Or +T(3x> At Ox ) Oy

doordAs | (02, | (05)0A,
+M“<ay) Aty (ay) I
104, [10(r-A,) 104

1
= A, St i —Zl¢ 3.7
r + +7’8g0 r Or +7’8g0 (3.7)

Die Divergenz fiir die gangigsten Koordinatensysteme ist folgend nochmals aufge-
fithrt:

Zylinderkoordinaten: WV . F = }8(7’ 1) + 10k, + OF,
r o or r dy 0z (3.8)
. = = 10(r-F) 1 [0(sindFy) OF, '
Kugelkoordinaten: P =- L
ugelkoordinaten: -V r o or * rsinﬁl oY * Op

Fiir die Interpretation der Divergenz als eine Quellendichte ist die koordinatenfreie
Definition wichtig:

1 Lo
div F = l‘grgom FdA. (3.9)

Es wird hierbei iiber den Rand 9(AV') des Volumenelementes AV integriert. dA
bezeichnet den nach auflen gerichteten Normalenvektor der Randfliche. Wesentlich
relevanter ist jedoch der GAUSS’sche Integralsatz:

///div Fdv = #ﬁdj.
Vv oV

Der GAuss’sche Integralsatz ist besonders niitzlich um die integrale- und differen-
tielle Form der MAXWELL-Gleichungen ineinander iiberzufithren. Betrachtet man
das GAUSS’sche Gesetz der Elektrodynamik in integraler Form

// 2av = #EdA (3.11)

und vergleicht dies mit (3.10), dann ergibt sich sofort

divE = 2. (3.12)
€0

(3.10)

16



3.3 Die Rotation Experimentalphysik 2

3.3 Die Rotation

Wird das Kreuzprodukt des Nabla-Operators mit einem Vektorfeld F ausgefiihrt,
ergibt sich die Rotation

a@ F, € €y €,
O Frot Fe | 2 _ 2 0 9
VXF=rot F=|g|x|F|=det |5 7 (3.13)
8@2 F, F, F, F,
OF, O0F,\ . oF, OF.,\, 0F, OF;\ .,
= - —Yle + —~ g+ [ =2 - ..
dy 0z 0z ox ox oy

Die Rotation trifft eine Aussage dartiiber, ob in dem Vektorfeld Wirbel (Kreiss-
trome) auftreten. Verschwindet die Rotation, bezeichnet man das Vektorfeld als
wirbelfrei.

In den einzelnen Koordinatensystemen nimmt die Rotation folgende Form an:

. (10F, 8F¢>H <8Fr - ag)a ! (8(TF¢) - aa)a

Zylinder: V x F = |- = -
ylinder: V' (r Op 0z cr 0z or e r or Oy c
= o 1 J(sindF,) O0Fy\_, 1( 1 OF. OrF,\._
l: — v’ _ - _ ¥
Rugel: V x F 7 sin ¥ < oY Op )er r (sinﬁ Op or >€Q9
1 aT‘Fg 8Fr N

Eine in den Ingenieurswissenschaften gelaufige Definition der Rotation lautet
¢ F—1lim = ([ dAx F 3.15
rot ' = lim x F. (3.15)
oV

Eine weitere, fiir uns wichtigere Beziehung stellt der klassische Integralsatz von

STOKES dar
//rot ﬁdﬁ:yﬁﬁdﬁ (3.16)
A

0A

Der Satz von STOKES kann ebenfalls zur Verkniipfung von integraler- und diffe-
rentieller Form zweier MAXWELL-Gleichungen verwendet werden.
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4 Konservative Felder

Ein Vektorfeld F' heifit konservativ, wenn es eine skalare Funktion U gibt fiir die
gilt:

F=-VU. (4.1)

Das Minuszeichen auf der rechten Seite der Gleichung ist lediglich eine bequeme
Konvention. Die Funktion U wird Potential zu F' genannt.

Weiterhin sind fiir ein konservatives Kraftfeld F Wegintegrale nur von den End-
punkten und nicht vom Weg abhangig. Wird also entlang eines geschlossenen
Weges integriert, fallen die Integralgrenzen zusammen und das Ergebnis ist Null

jﬁﬁd'r?: 0 < F konservativ. (4.2)
c
Fiir das Wegintegral lasst sich schreiben

to

- = = dr (9U de 9Udy 0Udz
F r—= — r—= — R = — _
/ dr /(VU)dr /(VU) dtd ot + = dy dt + BT dt
C C t1 t1
_
ot

/ At =U(t) — Ulty). (4.3)

Unter Verwendung des Satzes von STOKES (3.16), folgt fir ein konsvervatives

Kraftfeld:
%ﬁdF: //mtﬁdg;o

0A A

= rot F =0 < F konservativ. (4.4)
Weiterhin folgt daraus eine weitere niitzliche Beziehung:
rot (grad U) = U - i € + LZU - 762[] €y + LQU - LQU e.
& \0z0y  Oyoz) " 0x0z 020z ) Y 0xdy Oyoxr) °
=0 =0 =0

rot (grad U) =0|. (4.5)

Das Verschwinden der einzelnen Summanden beruht auf dem Satz von SCHWARZ,
nach dem partielle Ableitungen vertauscht werden diirfen.
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