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1 Grundrechnungsarten

Wir beginnen bei den elementaren Regeln des Rechnes. Dazu gehoren Addition, Subtraktion,
sowie Multiplikation und Division reeller Zahlen. Wir fithren die Bruchschreibweise, als auch
Potenzen und Wurzeln ein.

1.1 Addition und Subtraktion

algebraische Eigenschaften der Addition reeller Zahlen (a, b, c € R):
o Kommutativitit: a+ b=b+a
e Assoziativitit: a+ (b+c¢c)=(a+b)+c=a+b+c

Auf dem (reellen) Zahlenstrahl unterscheiden wir zwischen positiven und negativen Zahlen.
Der Betrag (einer Zahl ungleich Null) liefert immer eine positive Zahl.

“negative” Zahlen “positive” Zahlen

a>0, lal=a

|
I

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
a<0, lal=-a :

Offenbar gilt fiir den Betrag bei Addition und Subtraktion
lal—|bl < |a+ bl <l|al+|b. (1.1)
Die Addition von negativen Zahlen entspricht einer Subtraktion
a+(-b)=a-b, (—a)+b=b-a (—a)+(—-b)=-(a+Db). (1.2)

Die Zahl Null hat eine Sonderrolle. Sie ergibt sich bei der Addition einer Zahl a mit ihrem
additiven Inversen —a und ist das neutrale Element der Addition:

a+(—a)=0, a+0=a. (1.3)



1.2 Multiplikation und Division Mathematik - Auffrischungskurs

1.2 Multiplikation und Division

algebraische Eigenschaften der Multiplikation reeller Zahlen (a, b, c € R):
* Kommutativitidt: ab = ba
* Assoziativitdt: a(bc) = (ab)c = abc
* Distributivitédt: a(b+¢) = ab+ ac
Das Distributivitédtsgesetz liefert die Rechenregeln zum Ausmultiplizierenund Ausklammern

(a+b)(c+d)=af+bf=alc+d)+b(c+d)
——

f =ac+ad+bc+ bd. (1.4)

Fiir die Multiplikation mit negativen Zahlen gilt “+” mal “-" = “~" und “~" mal “-" = “+"

(+a)(=b) =—(ab), (-a)(+b)=-(ab), (-a)(-b)=+(ab). (1.5)

Alternativ lasst sich auch schreiben —a = (—=1)a und (-1)(-1) = 1. Die Zahl Null besitzt in der
Multiplikation ebenfalls eine Sonderrolle: a-0 = 0.

Eine wichtige Reihe an Rechenregeln stellen die binomischen Formeln dar.

Binomische Formeln

(a+b)2 =a’+b*+2ab
(a—b)>=a®+b*-2ab (1.6)
(a+Db)(a-b) = a® - b

Wir kénnen nun die Division als Umkehrung der Multiplikation einfiihren:
a .
a:bc:b:? esseidenn c¢=0. (1.7)

Dies fiihrt dazu, dass nicht jede Multiplikation in eine Division tiberfiihrt werden kann. Eben-
so ist die Division mit Null nicht moglich:

o g nicht definiert, da keine Zahl mit Null multipliziert a ergibt

0
. 0 unbestimmt, da jede Zahl mit Null multipliziert Null ergibt.
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1.3 Bruchrechnung

Wir haben gerade schon von der Notation eines Bruches Gebrauch gemacht, um die Division
zweier Zahlen zu beschreiben. Ein Bruch besteht aus Zdghler (oben) und Nenner (unten).

e . . a ka ka
e Multiplikation immer im Zahler: kE 13- 5"
¢ Divison immer im Nenner: l 42 = =
k b kb
. Kl'irzenzﬁzkil:E da E:1
kb kb b k
ka ka

e Erweitern: a_ 1 a
b b kb kb
Den Kehrwert bzw. das Reziproke eines Bruches zu bilden, heif3t:

a 2 sodass a —=1 (1.8)
b a’ b a '

Wir kénnen damit auch den Begriff der Mehrfachbriiche einfiihren, d. h.

a 1 oder %_al_ad_ad (1.9)
b % 2 b5 bc bc
Addition von Briichen
Sofern die Nenner zweier Briiche gleich sind, konnen die Zdhler addiert werden
a b a+b
42 = (1.10)
n n n
Andernfalls wird zundchst der Hauptnenner gebildet
a b a m b n am bn am+bn
4,0 _&m o n_am on_ , (1.11)

n m n - m m n nm nm nm

Der Hauptnenner kann durch Multiplikation der beiden Nenner gebildet werden. Enthal-
ten beide Nenner jeweils den gleichen Faktor, so kann der Hauptnenner einfacher gebildet
werden, beispielsweise:

2c—-5b 52c—-3a) 2c-5b 5(2c-3a)
6ab—10b2 18a2—-30ab 2b(3a-5b) 6a(3a->5b)
3 1 2c-5b 5(2c-3a)
" 2Ba-5b)| b = 3a
B 1 3a(c—-5b)-5b(2c—-3a)
"~ 2(3a-5b) 3ab

(6ac—15ab—10bc+15ab)

~ 6ab(3a—5b)
1 C

= GabGas 2Ba—5D) = (1.12)

3ab’
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1.4 Potenzen und Wurzeln
1.4.1 Potenzen

Potenzen driicken die mehrfache Ausfithrung einer Multiplikation in einer kompakten Schreib-
weise aus

Exponent
¥
— N _
gaaa..a=a = b.~~ potenzwert (1.13)
n gleiche Faktoren Basis

Spezielle Werte des Potenzierens sind im Folgenden aufgelistet:

a®=1, 0"=0, 1"=1. (1.14)
1, d -1 =1
(~1)" = nogerade er D= (1.15)
-1, n ungerade (=" = -1,

Der Term 0° ist hingegen nicht definiert, da der Wert durch Grenzwertbildung von verschie-
denen Zahlenfolgen lim,_o x° = 1 bzw. lim,_( 0* = 0 verschiedene Werte liefert.

Potenzgesetze
Wir wollen im Folgenden die wichtigsten Potenzgesetze anschaulich herleiten:

a™-a"=a™", denn: a"-a"=(@a-a-...-a)-(a-a-...-a) (1.16)

- -

m Faktoren n Faktoren
(- - >

m+n Faktoren

a-b"=(ab)", denn: a”-b”:(a-a-...-a)(b-b-...b):Sab)-(ab)-...-(abl (1.17)

n Paare
(@M"=@""=a"", denn: (@")"=a"-a"-...-a"=a-a-...-a. (1.18)
n FaT(?oren m-n l;aitoren
Wir kénnen zudem negative Exponenten einfiihren
-n 1 n 1 -ny—1 -1\-n
a’"=— bzw. a = =@ ") =@ )" (1.19)
a" a"
Daraus kdnnen wir weitere Potenzgesetze ableiten
" (1.18) (1.16)
—=a"@ = ama" = a™" (1.20)
a an
—=a"p "2 "7 "'2" (@ pH" 127 (E) (1.21)
ay—n b\"
(E) (@b "=a" b =(b-a) = (—) . (1.22)
a
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1.4.2 Wurzeln

Mochte man die Gleichung b” = a nach b l6sen, so hat man die n-te Wurzel zu ziehen

Wurzelexponent —» a = b.+— Potenzwert (1.23)

Radikand

Der Ausdruck {/a hat als Ergebnis die Zahl b, die in die n-te Potenz erhoben a ergibt, b" = a.
Fiir den Fall n = 2 14sst man den Wurzelexponenten weg: &a = /a.

Spezielle Werte des Wurzelziehens (fiir n > 0) sind im Folgenden aufgelistet:
Vo=0,V1=1,Va=a. (1.24)

Beachte, dass die Gleichung b° = a keine Losung fiir b hat, wenn a # 1, da b° = 1, aber belie-
big viele hat, wenn a = 1.

Quadratwurzel

Die Quadratwurzel v/a ist im Reellen nicht definiert fiir a < 0. Ist also x> = a (a = 0), dann
folgt v x?> = \/a und daraus | x| = v/a. Wir miissen also eine Fallunterscheidung treffen:

x>0: x=+va

1.25
x<0: x=—Va (1.25)

Es wire hingegen falsch zu schreiben v/9 = +3. Die Wurzel selbst ist positiv definiert.

Wurzelgesetze

Wir kénnen die Wurzelgesetze iiber die Potenzschreibweise der Wurzeln auf die Potenzge-
setze zurtickfiihren. Es gilt

Va= aw, denn: (Va)" = (a%)n =a. (1.26)

Es gilt weiterhin zu beachten, dass Summen von Wurzeln in der Regel nicht vereinfacht wer-
den kdnnen

va+vVb#Va+b. (1.27)

AbschlieRend wollen wir diskutieren, wie wir Briiche mit Wurzeltermen vereinfachen kon-
nen. Steht im Nenner des Bruchs ein Wurzelausdruck, so lasst sich dies durch “Rationalma-
chen” des Nenners vereinfachen:

6 _ 6 2-v2_6(2-v2
2+v2 24V2 2-V2 @ 4-2

Wir haben hierbei den Bruch geschickt erweitert, sodass wir die dritte binomische Formel
(a+ b)(a—-b) = a*> — b? nutzen konnten.

=3(2-2). (1.28)
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Potenzgesetze

am_an:am+n’ an_bn:(ab)n’ (am)n:(an)m:amn

@ e a_:(ﬁ)n (1.29)

Wurzelgesetze

vg a am (1.30)

VamJan = p\q/amqﬂ’l?, ={/—, =
Vb b ¥a"

1.5 Gleichungen

Wir wollen nun noch allgemeine Eigenschaften von Gleichungen diskutieren, die wir fiir
nachfolgende Kapitel als Grundlage benotigen. Eigenschaften des Gleichheitszeichens sind:

 Reflexivitdt, d. h. es gilt a = a;
e Symmetrie, d. h. gilt a = b, dann gilt auch b = g;
e Transitivitdt, d. h. gilt a = bund b = ¢, dann gilt auch a = c.

Gleichungen sind Darstellungen logischer Aussagen, deren Form mit Hilfe von Aquivalen-
zumformungen manipuliert werden kann. Eine Aquivalenzumformung kann durch eine Um-
kehrung der Rechenoperation riickgdngig gemacht werden. Aulerdem bleibt die Losungs-
menge der Gleichung unverdndert. Wir kdnnen beispielsweise auf beiden Seiten einer Glei-
chung Terme addieren oder subtrahieren

Aquivalenzpfeil
T~ a-2-s (1.31)

Bei Multiplikation/Division einer Zahl muss jedoch sichergestellt werden, dass diese nicht

Null ist
X

=z <= x=2z(a-b)

b (1.32)
=z,a#b< x=z(a-Db).

a-b

a

=

Wir miussen ebenfalls beachten, dass die Information {iber das Vorzeichen einer Zahl beim
Quadrieren verloren geht. Es handelt sich deshalb nicht um eine Aquivalenzrelation

x—1=a hateine Losung, x =1+a (1.33)
(x— 1)2 =a® hat zwei Losungen, x;=1+a,x2=1-a. ’

Weiterhin ist explizites Auflésen einer Gleichung nach einer Gré3e nicht immer méglich,

beispielsweise x +sin(x) =0. (1.34)

<]



2 Lineare Gleichungssysteme

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit der Verkniipfung von zwei oder mehreren Glei-
chungen zu einem Gleichungssystem und diskutieren den Mengenbegriff.

Grundsétzlich kénnen wir Gleichungen in vier Arten unterscheiden:

* Identische Gleichungen sind Darstellungen wahrer mathematischer Aussagen, z.B. 5+
2=7odera-b=b-a.

* Funktionsgleichungen stellen Zusammenhinge zwischen verschieden variablen Gro-
Ben her; beispielsweise gehorcht der Fldcheninhalt A eines Kreises in Abhéngigkeit des
Radius r der Gleichung A(r) = are.

* Definitionsgleichungen ordnen mathematischen Ausdriicken eine Bezeichnung durch
ein Symbol zu; man schreibt z. B. z := 2x* + 1.

* Bestimmungsgleichungen enthalten eine Variable, deren Wert grundsétzlich jede (re-
elle) Zahl sein kann. Die Menge aller Werte der Variable, fiir die eine Gleichung den
Wahrheitswert “wahr” hat, heilSt Losungsmenge L dieser Gleichung.

In diesem Abschnitt geht es um lineare Gleichungen, also Bestimmungsgleichungen, deren
Variablen hochstens in erster Potenz auftreten.

2.1 Mengen und Intervalle
Eine Mengeist eine Zusammenfassung von Objekten, die Elemente der Menge genannt wer-
den. Ist ein Element e in einer Menge M enthalten, so schreibt man e € M.

Mengen konnen mit Hilfe der Mengenklammer {...} definiert werden, iiberlicherweise ge-
schieht dies tiber eine explizite Auflistung, bspw. M = {a, b, k, s}, oder durch Angabe einer
definierenden Eigenschaft ihrer Elemente beispielsweise ist M

M = {n| nist eine gerade Zahl}, (2.1)

die Menge der geraden Zahlen. Mengen kénnen ebenfalls Mengen als Elemente enthalten.
Zum Beispiel enthilt die Menge N als Element die Menge {a, b}

N={1,{a, b},3}. (2.2)
Wichtige Mengen sind die Zahlenbereiche, insbesondere

die nattirlichen Zahlen N={1,2,3,...};

die ganzen Zahlen zZ=4...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...};
die rationalen Zahlen Q= {§| p,GgeEZ,q#0};

die reellen Zahlen R.

Diese speziellen Mengen haben die besondere Eigenschaft, einer Ordnungsrelation zu un-
terliegen, d.h. man kann angeben, ob ein bestimmtes Element kleiner, groller oder gleich
einem anderen Element ist. Dadurch ist es moglich, Intervalle zu definieren.

10



2.1 Mengen und Intervalle Mathematik - Auffrischungskurs

a<b: t } > X
a b
a=>b: ; > X
a=>b
a>b: t t > X
b a

Im Folgenden wollen wir uns speziell auf die reellen Zahlen konzentrieren. Ein Intervall ist
eine Teilmenge von R, die durch die Angabe begrenzender Elemente gebildet wird. Es gibt
zwei Moglichkeiten, eine Intervallgrenze a € R aufzufassen:

¢ Die Grenze a ist Teil des Intervalls, x = a oder x < a.

A 4
=

xX=a [
a

A 4
=

xX=<=a

QL1

¢ Die Grenze a ist nicht Teil des Intervalls, x > a oder x < a.

Damit lassen sich endliche Intervalle definieren als

[a,b] ={xeRla<x< b} abgeschlossenes Intervall
[a,b) ={xeRla<x< b}

halboffene Intervalle 2.3)
(a,b] ={xeRla< x < b}

(a,b)={xeRla<x< b} offenes Intervall

und unendliche Intervalle als

[a,00)={xeR|la<x} (-oo,b]={xeR|x<b} (2.4)

(a,00) = {xeRla< x} (-00,b)={xeR|x< b} '

Weiterhin konnen wir bestimmte Teilmengen der reellen Zahlen definieren, beispielsweise
R*=(0,00), R =(-00,00 = R=R U{0}UR" = (-00,00). (2.5)

Wir miissen beachten, dass das co-Zeichen nur ein Symbol ist und kein Element der reellen
Zahlen. Es gibt demnach keine unendlichen abgeschlossenen Intervalle.

11
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Im Umgang mit Ungleichungen sind folgende Rechenregeln zu beachten:

a<b<b>a,
a<b<—a+c<b+c,
(2.6)
a<bAanc>0<ca<ch,

a<bAnc<0<ca>ch,

Es ist “A” das zeichen fiir ein logisches “und”. Wichtig ist, dass die Multiplikation mit einer
negativen Zahl eine Umkehrung des Relationszeichens impliziert, beispielsweise

3<5 |-(-2)
-6>—10. (2.7)

Aus diesem Grund miissen bei der Auflosung von Ungleichungen mit einer Unbekannten oft
Fallunterscheidungen vorgenommen werden. Ein Beispiel ist

2x—1

>3, x#-2. (2.8)
xX+2

x>-2:x+2 positiv x<-2:x+2 negativ

2x-1 2x—1
>3 |- (x+2) >3 |- (x+2)

xX+2 xX+2
2x—1>3x+6 |-—-2x—6 2x—-1<3x+6 |--2x—6

—-7<x Widerspruchzu x> -2. —7<x Widerspruchzu x> -2.

= keine Losung =>-7<x<-2

Damit ist die Losungsmenge der Ungleichungll = (-7,-2) = {x e R| -7 <x < -2}.

12
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2.2 Lineare Funktionen

Unter einer Funktion f versteht man eine Vorschrift, die jedem Element x aus einer Menge
D genau ein Element y aus einer Menge W zuordnet. Wir schreiben y = f(x). Wir bezeichnen
dabei

* x - unabhingige Variable oder Argument
* y - abhéngige Variable oder Funktionswert
¢ D - Definitionsbereich der Funktion
* W - Wertebereich der Funktion
Die mathematische Schreibweise zur Definition einer Funktion lautet
f:D-W, x—y=f(x. (2.9)
In der Physik findet man viele lineare Abhdngigkeiten, unter anderem

e die Fallgeschwindigkeit v als Funktion der Zeit ¢,

v(t)=g-t+vy (g:Erdbeschleunigung); (2.10)

* das Ohmsche Gesetz fiir die Spannung U als Funktion des Stromes [

U()=R-1 (R:elektrischer Widerstand); (2.11)

* Beim dulleren photoelektrischen Effekt gilt fiir die kinetische Energie des Photoelek-
trons Eyi, als Funktion der Frequenz v des Lichtes

Exin(v) = hv—Wy (h: Plancksches Wirkungsquantum (2.12)
W 4: Austrittsarbeit).

Allgemeine Form: lineare Funktion

f(x)=mx+n, m: Anstieg (2.13)
n: Verschiebung entlang der y-Achse

Die graphische Darstellung erfolgt mit Hilfe des kartesischen Koordinatensystems. Dieses ist
in vier Quadranten eingeteilt:

I) x>0,y>0 ¥, Ordinate
II) x<0,y>0 II I
> R Al i
1) x<0,y<0 x, Abszisse
111 v
IV) x>0,y<0

13
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Wir kdénnen eine lineare Funktion wie in Abbildung 1 darstellen.

y
fx)
Ax3
Anstieg
_ Ayi
Mm=zx
by

Abb. 1: Unter dem Graphen der linearen Funktion befinden sich @hnliche Dreiecke (rechtwinklig,
iibereinstimmendes Kathetenverhaltnis).

Spezialfille linearer Funktionen sind
e y=+x , Anstiegvon45°(m=+1)
e y=0 , x-Achse(m=0)

e y=n , Horizontaleim Abstand »n von der x-Achse (m = 0)

Beispiel: Innenwinkel eines rechtwinkligen Dreiecks
Fiir die Innenwinkelsumme gilt

a+ pB+90°=180°
a+ B =90° (2.14)

Wir kénnen nun g als lineare Funktion von a auffassen

fla)=-a+90° , D=(0°90%), W=(0°90°). (2.15)

Schnittpunkt zweier linearer Funktionen

Stellen wir die Graphen zweier li-
nearer Funktionen im selben kar-
tesischen Koordinatensystem dar,
so existiert ein Schnittpunkt (so- yi=y2
fern die beiden Geraden nicht par-
allel sind).

y1=hHx=mx+n 2.16)
Y2 = fo(x) =mox+n. falx)

14
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Am Schnittpunkt ist y; = y» = y und wir kénnen schreiben
y—-mx=n; und y-—mpx=np. (2.17)

Es handelt sich also um ein Gleichungssystem mit zwei Unbekannten (den Schnittpunktko-
ordinaten) der Form

arx+bry=ki, . {alz_ml y A2 = —My; (2.18)

arx+boy =k, by =by =1;k; = ny, kz = ny.

Ein lineare Gleichungssystem mit zwei Unbekannten zu l6sen, bedeutet, den Schnittpunkt

zweier Geraden zu bestimmen (und umgekehrt).

Diskutieren wir abschliefSend noch den Spezialfall a, b, — a, b, = 0. Dann sind die Geraden
parallel und wir unterscheiden zwei Fille:

* ajky = apk;: Die Geraden liegen aufeinander (unendlich viele Schnittpunkte).

* ajkp # ak;: Die geraden liegen nicht aufeinander (kein Schnittpunkt).

Schreibweisen und Bezeichnungen

Jede lineare Gleichung mit zwei Unbekannten ist schreibbar als
ax+by+c=0 (allgemeine Geradengleichung) . (2.19)

Mit der Substitution m = —%, n= —% kann sie in die Normalform (2.13) iiberfiihrt werden.

Eine weitere Variante ist
x y c c

— 4 =1 , A:——,B:——, 2.20
A B a b ( )

die auch als Achsenabschnittsform bezeichnet wird, wobei die Schnittpunkte mit x- und y-
Achse unmittelbar als A und B ablesbar sind.
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2.3 Lineare Gleichungssysteme mit 2 Unbekannten Mathematik - Auffrischungskurs

2.3 Lineare Gleichungssysteme mit 2 Unbekannten

Die allgemeine Form eines solchen Gleichungssystems lautet

arx+byy =k, (2.21a)
arx + bgy = kg, (2.21b)
mit den festen GréBen a;, b;, k; (i = 1,2) und Unbekannten (Variablen) x, y.

Die Losung erfolgt nun im Allgemeinen durch Riickfithrung auf zwei Gleichungen mit jeweils
einer Unbekannten.

1.) Additions-/Subtraktionsmethode

Durch Linearkombination der Gleichungen wird zunéchst eine Variable eliminiert, a,-(2.21a)—
a; (2.21b):

Aarx+ayb1y — arazx— a1 b2y = axky — ar ko
(a2 — a1 by)y = axky — ark

k1 — a1k
>y= M, sofern a»>b; — a1 by #0. (2.22)
a2b1 —a] bg
Analog erhdlt man aus b, - (2.21a) — b; - (2.21b)
boki — b1k
=21 ‘102 (2.23)
a) bg —ay bl

2.) L6sung durch Einsetzen

Auflésen von (2.21a) nach y ergibt y = %, (by # 0) und Einsetzen in (2.21b) fithrt auf

b
a2x+b—2(k1—a1x):k2 |- by
1

a2b1x+ b2k1 — alng = blkg | — b2k1
(azby — a1bz) x = br ko — baky
_ biky— b2y

= , sofern a>b; —a1by #0. (2.24)
axby — a1 b,

Einsetzen in den Ausdruck fiir y ergibt

y= 1 - a biko— bk 1 axbiki —aibrky — aybiky + arboky.
=—lkhh—-a1———|=—
b aby—arb2)  b{ a; by — a1 b,
ki— a1k
_ aky —ay 2. (2.25)
agbl—albz

Nach Auffinden der Losung ist stets die Probe durch Einsetzen in beide Gleichugnen durch-
zufiihren.
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2.3 Lineare Gleichungssysteme mit 2 Unbekannten Mathematik - Auffrischungskurs

Schauen wir uns nun ein spezielles Beispiel an:
ax+by=2a
a’x— b’y =a*+b*.
Wir addieren nun b- (2.26a) + (2.26b)
abx+pyy+ azx—%:Zab+a2+b2
aLa»l-/bTx(liG) (a+b)'i , at+b#0

a+b
= , a#0.

=>x=

+b
Einsetzen in (1) : ﬂa?+by:2a = by=a-b

a—>b
3_‘}/: b ,

b #0.

Betrachten wir abschlieBend noch zwei Spezialfille:

k
1) b1=0 a1x=k; = x=—
a
kl dlkg—azkl
—+by=k>y=—-—"-—"-—
azal 2y 2= a1 by

2) aby—a1by=0 ap-(2.26a): ayaxx+aby=azk;
aLarx + a 172y = agkl
a (ngx + bgy) = azkl
———
(2.21b)=k,

!
= a1k2 = agkl.

(2.26a)
(2.26b)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

Gilt diese (von x und y unabhéngige) Bedingung nicht, so hat das Gleichungssystem keine

Losung. Die Losungsmenge ist dann die leere Menge, L = @.

Gilt die Bedingung hingegen, so gilt a, - (2.21a) = a;(2.21b), das heillt die Gleichungen sind
linear abhdngig. Damit ist jedes Paar (x, y), das eine der Gleichungen erfiillt, Losung des
gesamten Gleichungssystems und es gibt unendlich viele Losungen, die im Parameterraum

(x, y) eine Linie aufspannen.

17



2.4 Lineare Gleichungssysteme mit 3 Unbekannten Mathematik - Auffrischungskurs

2.4 Lineare Gleichungssysteme mit 3 Unbekannten

Die allgemeine Form des Gleichungssystems lautet

aix+by+cz=k, (2.31a)
a2x+b2y+02z: kz, (2.31b)
asx+bsy+c3z = ks, (2.31¢c)

mit den festen GréBen a;, b;, c;, k; (i = 1,2,3) und Variablen x, y, z.

Die Losung erfolgt im Allgemeinen durch Riickfithrung auf ein Gleichungssystem mit zwei
Unbekannten:

cz-(2.31a) —C1(2.31b) : (61102-@201))C+ (blcg—bgcl)y: leg—kgCl (2.32)

c3-(2.31a) — c1(2.31c):  (arcz—azcr) x+ (bics—bscy) y = kics — ksey (2.33)

Unter Zuhilfenahme bereits besprochener Methoden l6sen wir nun das neue Gleichungs-
system

ajx+byy=1Kkj, (2.34a)
a,x+byy =kj, (2.34Db)

fiir x, y und bestimme z durch Einsetzen in das urspriingliche Gleichungssystem.

Beispiel:

Betrachten wir das Gleichungssystem

x—3y-2z=5, (2.35a)
-x+y+z=0, (2.35b)
S5x+y+4z=3 (2.35¢)

Nun eliminieren wir z aus dem Gleichungssystem

(2.35a) +2-(2.35b) : -X—y=5 (2.36a)
2-(2.35a)+(2.35¢): 7x-5y=13. (2.36b)

Dieses System mit zwei Unbekannten Losen wir durch Elimination von x

7-(2.36a)+(2.36b): —-12y=48 = y=-4
in(2.36a): x=-1 (2.37)
in (2.35b): z=3. (2.38)
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2.4 Lineare Gleichungssysteme mit 3 Unbekannten Mathematik - Auffrischungskurs

Als letzten Schritt {iberpriifen wir unsere Rechnung durch Einsetzen in (2.35a) und (2.35c).
Die Losungsmenge ist also

L={(xy2)}=1{(-1,-4,3)}. (2.39)

Von einem unterbestimmten Gleichungssystem spricht man, wenn es mehr Unbekannte als
Gleichungen gibt, bzw. Gleichungen linear abhédngig sind. Schauen wir uns hierzu ein Bei-
spiel an:

2x—y+z+2=0, (2.40a)
xX+y—-z+1=0, (2.40Db)
x+y—z+7=0 (2.40¢)

Wir kénnen mittels einer Linearkombination das Gleichungssystem auflineare Abhédngigkeit
priifen:

a-(2.40a) + b- (2.40b) = (2.40¢) 2.41)

:(2a+b)x+(b—a)y+(a—b)z+(2a+b)é7x+y—z+7.

Wir kénnen die Losungen fiir a und b einfach iiber einen Koeffizientenvergleich bestim-
men

X: 2a+b=7
y: b—a=1 2a+b=7
a=2,b=3. (2.42)
z: a-b=-1 b—a=1
1: 2a+b=7

Wenn dieses (iiberbetimmte) System eine Losung besitzt, dann ist das urspriingliche Glei-
chungssystem unterbestimmt. Da wir 2 - (2.40a) + 3 - (2.40b) = (2.40c) enthélt die dritte Glei-
chung keine neuen Informationen und wir konnen uns bei der Betrachtung auf die ersten
beiden Gleichungen betrachten. Substituieren wir u# = y — z dann erhalten wir

2x—u+2=0
x=-L,u=0=>y=z. (2.43)
X+u+1=0

Das heil3t, das alle Punkte x = —1, y = z (unendlich viele) das Gleichungssystem l6sen. Wah-
len wir eine Parametrisierung y(¢) = t, z(f) = t mit ¢ € R, dann ist die Losungsmenge

L={(-1,¢ 0|t €R}. (2.44)

Zur graphischen Darstellung einer Gleichung mit drei Unbekannten wéhlen wir die allge-
meine Form

ax+by+cz+d=0 |:d (2.45)
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2.4 Lineare Gleichungssysteme mit 3 Unbekannten Mathematik - Auffrischungskurs

und benenen die Koeffizienten um: A = —%, B= —%, C= —%
xX y z .
—+=>=+—=1 (Achsenabschnittsform). (2.46)
A B C

Dabei stellen A, B, C jeweils die Schnittpunkte mit der x- y- und z-Achse dar. Die ldsst sich
einfach durch Nullsetzen der jeweils anderen beiden Koordinaten zeigen.

Demnach wird durch Gleichung (2.46) eine Ebene im dreidimensionalen Raum beschrieben,
welche die Koordinatenachsen in den Punkten (A;0;0), (0; B;0) und (0; 0; C) schneidet.

ZA

Ebenen-Ausschnitt

x>0,y>0,z>0

X

Abb. 2: Grafische Darstellung der Losung einer Gleichung mit drei Unbekannten.

Jeder der drei Gleichungen entspricht eine Ebene:

* Schneiden sich alle drei Ebenen in einem Schnittpunkt, dann existiert genau eine Lo-
sung.

e Schneiden sich alle drei Ebenen in einer Schnittgeraden, dann ist das Gleichungssys-
tem unterbestimmt.

* Besitzen die drei Ebenen nicht mindestens einen gemeinsamen Punkt, dann existiert
auch keine Losung.
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3 Quadratische Gleichungssysteme

In diesem Abschnitt geht es um quadratische Gleichungen, also Bestimmungsgleichungen,
deren Variablen hochsten in zweiter Potenz auftreten, sowie um quadratische Funktionen
und Systeme aus quadratischen Gleichungen.

3.1 Die quadratische Gleichung

Wir schauen uns zunéchst die allgemeine Form einer quadratischen Gleichung an

Ax> +Bx+C=0. (3.1)

/ T \ Absolutglied

quadratisches Glied
lineares Glied

Wir nehmen im Folgenden o.B. d. A. an, es sei A> 0. Zudem sind A, B und C reelle Konstan-
ten. Wir betrachten zunéchst zwei Spezialfdlle

B=0 Ax’+C=0 3.2)
.. N C C
= fir C<0: Losungen x;=\/—-—,X2=—\/——
A A
= fiir C>0: keine (reellen) Losungen
C=0 Ax*+Bx=0 (3.3)
xX(Ax+B)=0

B
= Losungen x;=0,x;= —Z.

Zur Bestimmung einer allgemeinen Losung verwenden wir die Methode der quadratischen
Erginzung:

1. Uberfithrung in die Normalform mit Umbenennung p=3,4=%

x2+§x+%:0 ) x2+px+q:0; (3.4)
2. quadratische Ergdnzung: x>+ px=—q ‘ + (g)z (3.5)
= x*+ px+ (5)2 =—q+ (5)2
(x+§)2:—q+(§)2. 3.6)
3. Auflésen nach x
x+§ =+ (g)z ~q. 3.7)
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3.1 Die quadratische Gleichung Mathematik - Auffrischungskurs

p-q-Losungsformel

2
x2+px+q:0 =3 xl/gz—gi (B) -q. (3.8)

Man bezeichnet D = (g)2 — q als Diskriminante. Anhand ihres Vorzeichens konnen folgende
Félle auftreten:

* D >0, es existieren zwei reelle Losungen

e D=0, beide Losungen fallen zusammen x; = x» = —

(NS

e D <0, es existiert keine (reelle) Losung.

Vieta'scher Wurzelsatz

Betrachten wir fiir den Fall D = 0 die Summe und das Produkt der beiden allgemeinen L6-

sungen,
__P ”‘Eg_ P ‘EB_ _
X1+ X2 = 2+ 5 q 5 5 qg=-p 3.9

2 2
ae p” [ (P _ | _P P _
2 E (,/(2) q) _74Z 74Z+q—6/, (3.10)

dann folgt damit der Vieta'sche Wurzelsatz' fiir die Losungen quadratischer Gleichungen,
X1+X2=—p , X1x2=¢q, Vietascher Wurzelsatz. (3.11)
Setzen wir dieses Resultat in die Normalform ein, so ergibt sich

x2+px+q: X% - (X1 +Xx2)x+ x1X2
= (x—x1)(x — x2), 3.12)

also die Zerlegung in Linearfaktoren.

'Wurzeln sind eine Bezeichnung fiir die Nullstellen eines Polynom:s.
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3.2 Quadratische Funktionen

Fiir quadratische Funktionen lautet die allgemeine Form
f(x)=Ax*+Bx+C , AB,CeR. (3.13)

Wir nehmen wieder o.B.d.A. A > 0 an. Offenbar enspricht das Losen einer quadratischen
Gleichung der Suche nach den Nullstellen einer quadratischen Funktion (und umgekehrt).
Betrachten wir zundchst den Fall B=C = 0:

\ \ o A  A=1
¢ Definitionsbereich x € R " L A>L 8y 3
Wertebereich y > 0; VY 1 3
e A=1: Normalparabel ‘\‘\ “\ g 3
* A>1:gestauchte Normalparabel ; \\\ \‘\\ S Y, } 3
* A< 1: gestreckte Normalparabel; A< 1\\\\\\\\ 2 i i
« doppelte Nullstele bei x;,5 = 0. \\\::\1 777777 l 3 i x
52 12 3

Durch Addition der Konstante y, verschiebt sich die Parabel entlang der y-Achse. Fiir yy >0
bzw. yo < 0 existieren keine bzw. zwei Nullstellen.

Durch die Substitution x — x + x verschiebt sich die y-Achse um den Wert xj, bzw. die Pa-
rabel um -xj entlang der x-Achse. Wir erhalten damit die quadratische Funktion

fx)=A(x+ xo)2 +yo Scheitelpunktform, (3.14)

wobei xp > 0: Verschiebung der y-Achse (Parabel) nach rechts (links)
Xo < 0: Verschiebung der y-Achse (Parabel) nach links (rechts).

Vergleichen wir mittels quadratischer Ergdnzung die y
Scheitelpunktform mit der Normalform, so ergibt
sich

X0 , Yo=C-— Axé. (3.15)

T 24
Das heil3t, dass jede quadratische Funktion durch ge-
eignete Verschiebung des Koordinatensystems auf ei-
ne Parabel der Form f(x) = Ax? zuriickgefiihrt werden
kann.
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3.3 Quadratische Gleichungssystem mit 2 Unbekannten

Die allgemeine Form eines quadratischen Gleichungssystems mit zwei Unbekannten Gro-
Ben x, y lautet

al-x2+biy2+cixy+dix+eiy+fi:0. (3.16)

Die allgemeine ist jedoch nur umstindlich zu diskutieren und es existieren viele Losungs-
moglichkeiten. Daher beschréanken wir uns hier auf zwei Beispiele.

Beispiel 1
11
x2+y2—2x:?, (3.17a)
5
2xy—-2y= > (3.17b)
Wir addieren nun (3.17a) + (3.17b) und erhalten
2(x*+y* +2xy) —4(x+y) =11 £5. (3.18)
——

(xxy)?

Wir substituieren nun # = x+ y und v = x — y, damit haben wir zwei voneinander unabhin-
gige quadratische Gleichungen

w?-2u-8=0 . Up=1xv1+8 = u;=4,uy=-2
) mit den Losungen (3.19)
v°-2v-3=0 vip=1xv1+3 = v;=3,1n,=-1.

Resubstituieren wir jetzt nun x = %(u +0v),y= %(u — ), dann existieren vier Losungspaare fiir
(x, ), da vier Paare (u;, v;) beildet werden knnen

1
) =—-uUr—-n==
n 2(1 1)

1
x1=—(ug+vy) =
12(1 1)

1 1
Xo=—(Up + 1) = , =—(Uy— o) = —;
2 2(1 2) V2 2(1 2)

NN~
o

(3.20)

1
3= —v) =-o;
V3 (up —v1) 2

1
X3=—(Us+1v7) =
3 2(2 1) 2

NIWN| =N W

1( ) 1
) = (U—W)=-7;
Ya > 2 2 >

71\ (3 5) (1 5 3 1
T [ [ A
2°2)\2°2)\2 2 2 2
Im Zweifelsfall (“Sind wirklich alle Kombinationen erlaubt?”) sollte die Probe durchgefiihrt
werden.

1
Xg=—(Us + 1) = -
4 2(2 2)

Bemerkung: Eine geometrische Interpretation ist auch hier moéglich: Gleichung (3.17a) be-

schreibt einen Kreis des Radius 12—3, dessen Mittelpunkt um 1 nach rechts verschoben ist,
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da die Gleichung in der Form (x —1)*> + y* = 2. Dahingegen lésst sich (3.17b) als Funki-

ony= %ﬁ schreiben. Die Schnittpunktkoordinaten der Hyperbeln mit dem Kreis sind die
Losungspaare.
X
5
Abb. 3: Grafische Lésung des quadratischen Gleichungssystems.
Beispiel 2
x+y2:2, o 9 xX+z=2,
) = Substitution y“=z (3.22)
xy-=-8 xz=-8

Der Satz von Vieta angewandt auf das Gleichungssystem (3.22) zeigt, dass x und z Lésungen
einer qudratischen Gleichung mit p = -2 und g = —8 sind, also der Gleichung

4
wWHpu+rqg=u*-2u-8=0 = um:li\@:{ ) (3.23)

Wir kénnten nun u; = x,u, = z oder u; = z,uy = x identifizieren, allerdings muss z = y?

positiv sein. wir erhalten somit die Lésungen

x==-2,y=42 = L={(-2;2),(=2,-2)}. (3.24)
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4 Umgang mit beliebigen Potenzen

Bisher haben wir uns auf Gleichungen/Funktionen beschrinkt, deren Variablen h6chstens
in erster oder zweiter Potenz aufgetreten sind. Nun sollen Methoden zum Umgang mit be-
liebigen (ganzzahligen) Potenzen behandelt werden.

4.1 Polynome und Polynomdivision

Ein Polynom n-ten Grades ist eine Funktion der Form
o) = anx™ + an_1x" V4. + ax® + arx + ag 4.1)

mit den reellen Konstanten a;, i =0, 1,..., n. Die Nullstellen der Funktion f;,(x) werden auch
Wurzeln des Polynoms genannt; ein Polynom n-ten Grades besitzt hochstens 7 reelle Wur-
zeln.

Besitzt ein Polynom f;,(x) genau n reelle Wurzeln, dann kann es als Produkt von Linearfak-
toren geschrieben werden (vergleiche den Fall n = 2 mit dem Satz von Vieta),

fn(x) =an(x—x1)(x—=x2)...(x = Xp-1) (x — Xp), 4.2)

mit Wurzeln x;, i = 1,2,...,n. Demnach kann eine Wurzel gemil f,(x) = (x — x;) fr-1(x)
aus einem Polynom abgespalten werden, wobei f;_;(x), bei bekanntem x,, mit Hilfe der
Methode der Polynomdivision zu bestimmen ist,

fn1(x) = fr(x) : (x = xp). (4.3)

Maochte man einen unbekannten Linearfaktor abspalten, so ist ein x; zu erraten.

Wir wollen jetzt das Verfahren der Polynomdivision am Beispiel folgender Funktion disku-
tieren:

X)) =x>—5x*+8x—4, x3=2. (4.4)

Der Algorithmus fiir die schriftliche Polynomdivision besteht aus drei Schritten:

1. Division: Man dividiere das Glied der hochsten Potenz des Zdhlerpolynoms durch das
Glied der hochsten Potenz des Nennerpolynoms und schreibt das Ergebnis neben dem
Gleichheitszeichen auf.

2. Multiplikation: Man multipliziert das Ergebnis von Schritt 1 mit dem Nennerpolynom
und schreibt das Ergebnis unter das Zdhlerpolynom.

3. Subtraktion: Man subtrahiert das Ergebnis von Schritt 2 vom Zéahlerpolynom und be-
ginnt wieder von vorne.

26



4.2 Partialbruchzerlegung Mathematik - Auffrischungskurs

x3—-5x% +8x -4 (x=2) =x2-3x+2
—(x% -2x?)
—3x% +8x -4
Ergebnis: —(=3x% +6x ) (4.5)
2x—4
—(2x—-4)
0

Die Nullstellen des Restpolynoms x? — 3x + 2 erhalten wir mittels p-g-Fromel:

X —3+ 2 2—3+1 => x1=2,x=1 (4.6)
1/2_2— 4 _2—2 1 — & A2 — 1. .
Damit lautet die Linearfaktorzelegung des Polynoms
) =x-1x-2)>%=(x-1)(x*-4x+4) = x> —5x°> +8x—4. 4.7)
Probe

4.2 Partialbruchzerlegung

Oft mochte man in einem Nenner auftretende Polynome zugunsten von Linearfaktoren zer-
legen. Dies ist insbesondere bei der Berechnung von Integralen hilfreich. Wir betrachten das
Verfahren anhand des Quotienten einer linearen und einer quadratischen Funktion:

mx+n mx+n o B
o)== = = + . 4.8)
X2+ px+q (x—xl)(x—xg)Tx—xl X — X2

Ansatz

Die Koeffizienten @ und f sind nun so zu bestimmen, dass die Forderung erfiillt ist. Wir
multiplizieren das in Linearfaktoren zerlegte Polynom auf die rechte Seite

LB
X—X1 X— X2
=(a+P)x—(axz + fx1). (4.9)

mx+n:( )-(x—xl)(x—xz):a(x—x2)+,6(x—x1)

Im zweiten Schritt fithren wir einen Koeffizientenvergleich durch nach den Potenzen von x
um ein lineares Gleichungssystem fiir @ und  zu erhalten

x': m=a+p (4.10a)
2 n=—(ax:+pBx1). (4.10b)

Dieses 16sen wir nun mit der Additionsmethode durch Elimination von

mx;+n

mx+n=alx1—x2) = a=——— , X]#X. (4.11)
X1 — X2
mx;+n

> f=-—2"_, (4.12)
X1 — X2
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Offenbar versagt dieser Ansatz fiir x; = x2, wenn also der Nenner eine doppelte Nullstelle
hat. In diesem Fall jedoch hat f(x) bereits die gewiinschte Form,

, Xo=X] = Xo. (4.13)

Im allgemeinen Fall haben wir den Quotienten aus einem Polynom p-ten Grades und einem
Polynom g-ten Grades (p < q) zu zerlegen?. Dann sind zunéchst die Nullstellen des Nenners
x; zu bestimmen; der Ansatz enthdlt fiir jede einfache Nullstelle einen Summanden

, a; const., (4.14)
X—X;
und fiir jede k-fache Nullstelle kK Summanden, einen fiir jede moégliche Potenz zwischen 1
und k,
atV al? alk .
L 4+ —— QY
x—x;  (x—xp)? (x = x)* ’

const. (4.15)

Beispiel Betrachten wir nun folgenden Bruch mit Polynomen

Qu=—X*s L@ b v (4.16)
(D=2 x+1 x-1 (x-1)2 '
= 3x%+5=a(x-1)*+Bx*-D+y(x+1)
:(a+[3)x2+(y—2a)x+a—,6+y. (4.17)
Wir fithren nun den Koeffizientenvergleich durch
¥’ 3=a+p (1) y=4
¥t 0=y-2a (2 = M+@+B): 2y=8 = a=2 (4.18)
X 5=a-B+y () B=1
Damit folgt als Ergebnis
Qx) 2 L, ¢ (4.19)
X) = . .
x+1 x-1 (x—1)?

Bemerkung: Jede rationale Funktion, d.h. eine Funktion, die als Quotient zweier Poly-
nome geschrieben werden kann, lisst sich als Summe von Briichen der Form —%— sowie

(x—x;)/
gegebenenfalls einer “reinen” Polynomfunktion darstellen.

Bemerkung Sind Zihler und Nenner vom gleichen Grade, ist dem Ansatz ein konstan-
ter Summand hinzuzufiigen. Alternativ kann zunéchst auch eine Polynomdivision mit Rest
durchgefiihrt werden; der Rest ist dann ein Bruch mit kleinerem Zdhler- als Nennergrad, so-
dass “normal” weitergerechnet werden kann.

2Fiir p = g kann eine Polynomdivision durchgefiihrt werden.

28
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4.3 Potenzfunktionen

Potenzfunktionen sind funktionen der Form f(x) = ax", wobei hier nur die Félle a € R, a >
0, n € Z betrachtet werden sollen.

1.) Parabeln n-ter Ordnung: n>0

Definitionsbereich: x € R Definitionsbereich: x € R

Wertebereich: y € [0,00) Wertebereich: y € R

gerade Funktion: f(—x) = f(x) e ungerade Funktion: f(-x) = - f(x)

Axialsymmetrie zur y-Achse Punktsymmetrie zum Ursprung

2.) Hyperbeln n-ter Ordnung: n<0

X
¢ Definitionsbereich: x € R\{0} ¢ Definitionsbereich: x € R\{0}

* Wertebereich: y € (0,00) e Wertebereich: y € R\{0}

e gerade Funktion: f(—x) = f(x) e ungerade Funktion: f(-x) = - f(x)

Axialsymmetrie zur y-Achse Punktsymmetrie zum Ursprung
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5 Das Summenzeichen

Fiir viele Anwendungen erweist es sich als praktisch, sehr lange (oder auch unendliche)
Summen kompakt aufzuschreiben. Betrachten wir eine Summe S aus n Summanden,

S=8§1+85+83+...+ 5y, (5.1)
wobei jeder Summand mit einem Index gekennzeichnet ist,
si , i=12,...,n. (5.2)

Die Indizes dienen zunéchst nur dazu, die Summanden zu unterscheiden und sind im All-
gemeinen willkiirlich gesetzt - schliellich hangt der Wert der Summe nicht von der Summa-
tionsreihenfolge ab. Als Kurzschreibweise fiir Summen verwendet man den grof3en griechi-
schen Buchstaben Sigma:

n
S=)s; ,mitStartwert i = 1 und Endwert i = n. (5.3)
i=1

Beispiel: Polynome

Hier sind die Summanden die jeweiligen Potenzen von x mit ihren Vorfaktoren und es bietet
sich an, die Potenzen als Indizes zu benutzen:

n
Pp(x)=ap+arx' + ax*+...+ apo1x"+apx =) a;x’. (5.4)
i=0

Beispiel: Summe der ersten n Zahlen

Hier bietet sich an, die Zahlen selbst als Indizes zu benutzen:

n
Y k=1+2+3+...+n-1+n. (5.5)
k=1

Eigenschaften:

e Die Benennung des Summationsindex ist irrelevant,
n n
Z Si = Z Sk (5.6)
i=1 k=1

¢ Summen von Summen/Differenzen sind Summen/Differenzen von Summen,

Y (ai+b))=) a;i+) b;. (5.7)
i=1 [ j
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* Gleiche (vom Index unabhingige) Faktoren k6nnen ausgeklammert werden,

n n
Y (as)=a)_s.
i=1 i=1

n n
= speziell: Za:aZI:a£1+1+l 1)

i=1 i=1 g
n-mal

Il
S
Q

e Summen kénnen aufgeteilt werden,

ZSiZZSi+ Z S;. (5.8)

Z Sk = Z Sk — Z Sk (5.9)

=m
n n
= speziell Y 1=) 1- l=n-(m-1)=1+n-m.

Bemerkung Es gibt einige weitere Moglichkeiten, Summen zu schreiben, bspw. kann der
Index Werte einer (abzdhlbaren) Menge M annehmen,

Yosio, (5.10)

ieM

oder man ldsst die Summationsgrenzen weg, wenn in irgendeiner Weise “klar” ist, wie sum-
miert wird,

Y s (5.11)
i

Mehrfache Summen kénnen mit einem Summenzeichen geschrieben werden, sofern sie un-
abhingig voneinander laufen:

n n n
Z(Z s,-]-) = ) Sij=S1+S12+...+S21+ S0+ ...+ Sy (5.12)
j ij=1

Dabei ist es egal, welche Summe zuerst ausgefiihrt wird. Letzteres gilt nicht in Fillen wie
beispielsweise

noi
Yo si, (5.13)
i=1j=1

da hier der Endwert der zweiten Summe vom Index der ersten Summe abhingt.
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Beispiel: Differenzen benachbarter Quadratzahlen

Wenn wir untersuchen wollen, was die Summe aus den Differenzen benachbarter Quadrat-
zahlen ist, so konnen wir das zunéchst fiir die ersten paar Glieder aufschreiben: Dies legt die

1 1 1 1 > N
0 1 4 9

Vermutung nahe, dass es sich um die Summe aller ungeraden Zahlen handelt. Rechnen wir
dies nach, ergibt sich

Y [k+D* =K =) (k+1)* =) K
k=0 k=0 k=0

=Y (F+2k+1) —);/é: Y k+1). (5.14)
k=0 =0

k=0

Das ist in der Tat die Summe aller ungeraden Zahlen von 1 bis 2n + 1.

Indexverschiebung

Da die Indizierung einzelner Summanden willkiirlich ist, ist es moéglich, eine Indexverschie-
bung vorzunehmen:

n
S=) s; ,Substitution i=j+a
i=1

= Startwert:aus i=1 folgt j=1-a
n—a = Endwert:aus i=n folgt j=n-a
= Z Sj+6l' (5.15)
j=l-a

Schauen wir uns dazu das vorherige Beispiel nochmal an:

n n keitl & n-1 ik n—1
Y k+D*P=-Y U= Y (k+ D= Y (+D* =Y (k+DP- ) (k+1)?
k=0 k=0 k=0 i=-1 ﬁ:o . F:—l )
S @)
n-1 n-1
= (n+1* +) (BAD*+ (1417 =) (k%1
\W—J k \Hf—d 0
letztes Glied (1) erstes Glied (2)
n
=Y 2k+1)=(n+1)> (5.16)
k=0

Die Summe der ersten n ungeraden Zahlen ist gleich der (n + 1)-ten Quadratzahl.
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6 Exponentialfunktionen und Logarithmen

Wir wollen uns nun mit Funktionen beschéftigen, die exponentielles Wachstum beschrei-
ben. Exponentialfunktionen sind Funktionen, deren Variable im Exponenten steht f(x) = a*.
Hierbei muss die Basis a > 0 sein. Unabhingig von a gilt dann a° = 1, d. h. alle Exponential-
funktionen schneiden die y-Achse im Punkt (0, 1).

Wir kénnen, abhéngig von a, drei Félle unterscheiden
e a>1: limy__o a* =0, asymptotische Anndherung an x-Achse von rechts
e a<l: limy_o a*=0,asymptotische Anndherung an x-Achse von links

ea=1: y=1firallex

y —a=2>1
N ---a=5>1
—a=1/2<1
J ---a=1/5<1
\\ 2” ,/, —a:l
______ e | | e x
-1 -08 -06 -04 -02 02 04 06 08 1

Abb. 4: Darstellung von Exponentialfunktionen fiir verschiedene Werte von a.

Die Funktionen sind spiegelbildlich zur x-Achse, denn

filx) =a*

1
wenn a>1, dann —<1. (6.1)
h=E)=a~= fl(—x)}

a

Das heil3t, zu jeder blauen Funktion mit Basis a, findet man eine spiegelsymmetrische oran-

gene Funktion mit Basis %

6.1 Logarithmen

Wir wollen uns nun die Frage stellen, welchen Wert n ein Exponent zu einer gegebenen Basis
b haben muss, damit der Potenzwert a herauskommt. Also es gelte a = b" fiir ein bekanntes
aund b, was ist dann n?

Die Antwort auf diese Frage liefert die Logarithmusfunktion: (a,b > 0; b # 1)

Exponent — 1 =log;, (a). +— Numerus (Potenzwert) (6.2)

Radikand
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6.1 Logarithmen Mathematik - Auffrischungskurs

Beispielsweise n = log;(625) heifldt, dass gilt: 5" = 625. Wir finden damit als Ergebnis n = 4.
Spezielle Werte des Logarithmus sind

log,(1)=0 da b"=1 = n=0

n (6.3)
log,(b)=1 da b"=b = n=1

Der Logarithmus ist die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion. Es gilt demzufolge
b8 = p" = g und log,(b") =log,(a) = n. (6.4)

Beachte: Der Logarithmus von Null ist nicht definiert, da 10” = 0 keine reelle Losung fiir b
hat. Ebenso ist der Logarithmus negativer Zahlen (hier) nicht definiert, da 10% = x fiir x < 0
keine reelle Losung fiir b hat.

Logarithmengesetze
Wir wollen im Folgenden die Logarithmengesetze aus den Potenzgesetzen herleiten:

| |

p =log,(u), g =log, (v) log,(uv)=p+q = log,(uv) =log,(u) +log,(v). (6.5)
u=b’,v=p1 —— 2 ppa
v
| | |
p=log,(u),q=log,)  log,(~)=p—q = logb(;) =log, (1) ~log,,(v).  (6.6)
bx = um —_— u= b%
x = log,, (u™) log, (1) = = = log,(u™ =mlog,(w).  (6.7)

Die Logarithmus-Funktion wandelt Potenzen und Wurzeln in Produkte und Briiche und die-
se wiederum in Summen und Differenzen um.

Wechsel der Basis

Alle Logarithmen konnen beziiglich der gleichen Basis ausgedriickt werden.

x=a" — u=log,(x)
lloglJ l
- uy — - 1 = 1 . 6.8
log, (x) = log; (a") = ulog, (a) =log,(x)log,(a) = log,(x) log, (@) 08 (x) (6.8)
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Dabei heil3t m der Modulvon a beziiglich der Basis b. Fiir x = b gilt speziell

1
1 =—7I . .
0g,(b) log, (@ 0g,(b) (6.9)
1

Gebrauchliche Logarithmensysteme sind
* der dekadische Logarithmus: log,,(x) =1g(x),
* der natiirliche Logarithmus: log, (x) = In(x)
Hierbei ist e die Eulersche Zahl (spidter mehr dazu)

[e.°]

1
e= Z — =2.71828182845945... (6.10)
i=o k!

Héufig wird ein Basiswechsel zum natiirlichen Logarithmus durchgefiihrt:

log . (x) = [2&) 6.11)
8a " In(a)’ :

Fassen wir abschlieBend die Logarithmengesetze und den Basiswechsel nochmal zusam-
men:

Logarithmengesetze, Basiswechsel

log, (uv) =log, (u) +log,(v), log, (%) =log;, (1) —log, (v)
(6.12)

1
™ = mlog,(w), log,(x)= lo—logb(x)-

1
og,(u (@

Der dekadische Logarithmus log,;,(x) =1g(x)

Der dekadische Logarithmus ist zur Basis 10 definiert und wird beispielsweise in der Chemie
verwendet, um den pH-Wert zu definieren:

pH = —log;,[H'], [H"] - molare Konzentration von H" in der Losung. (6.13)

Das Minuszeichen ist begriindet dadurch, dass der Logarithmus fiir Zahlen zwischen 0 und
1 negative Werte annimmt, z. B.

1g(0,00213) =1g(2,13-107%) =1g(2,13) +1g(107%) = 1g(2,13) —3<0. (6.14)
N—— N— —
Ig(10")=n 1g1=0<1=Ig10

Dabei wird der erste Term 1g(2, 13) Mantisse und der zweite Term (—3) Kernzahl genannt.
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Grafische Darstellung

Da der Logarithmus die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion ist, erhélt man sie durch
Spiegelung an der Geraden y = x. Fiir reelle y ist der Definitionsbereich 0 < x < co. Wir be-
trachten den Fall a > 1.

y —y=e*

—y:loge(x)
_y:x

1
X X
1 \
Alle logarithmischen Kurven
durchlaufen den Punkt (1,0).

Abb. 5: Darstellung von Exponentialfunktion und Logarithmusfunktion fiir a = e.

6.2 Die Exponentialfunktion

Bisher haben wir Exponentialfunktionen im Allgemeinen behandelt. Als die Exponential-
funktion wird gemeinhin eine Exponentialfunktion zur Basis e (Eulersche Zahl) bezeichnet -
kurz: e-Funktion.

Sie dient der Beschreibung von Wachstum und Zerfall (z. B. Radioaktivitdt) und als Losung
von Differentialgleichungen (siehe Mathematische Methoden der Physik I).

Die allgemeine Form der Exponentialfunktion ist
f(x) = Ae®* = Aexp(cx) , A=const, c=const. (6.15)

Abhéngig vom Vorzeichen von ¢ wird entweder exponentielles Wachstum (¢ > 0) oder expo-
nentieller Zerfall (¢ < 0) beschrieben.

Das besondere der e-Funktion ist, dass sie proportional zu ihrem eigenen Anstieg ist. Dieses
Verhalten ist typisch fiir viele Phdnomene in der Physik, weshalb die e-Funktion dort sehr
héufig auftritt.

36



6.2 Die Exponentialfunktion Mathematik - Auffrischungskurs

Beispiel: Halbwertszeit

Wir betrachten einen exponentiellen Zerfall mit der Zeit ¢. Wir stellen uns nun die Frage
wann ein Anfangswert auf seine Hélfte zerfallen ist und nennen diesen Zeitraum 7. Mathe-
matisch ldsst sich dieser Zerfallsprozess formulieren als

f(x)=Ae” ", ¢>0. (6.16)

Es sollnun also f(# +7) halb so grof3 sein wie f(fy), wobei # ein willkiirlicher Zeitpunkt ist:

11
flo+1)= Ef(l‘o)
A —Cly

Ae—c(t()""[) — Ee (A # 0)
1
e Che=CT = Ee_“‘) (e*#0 fiiralle x)
1 In(2
= —cT = ln(z) N _ @ 6.17)
c

Definitionen der Eulerschen Zahl:

Es gibt verschiedene (zueinander dquivalente) Moglichkeiten die Eulersche Zahl zu definie-
ren:

1. Die e-Funktion ldsst sich tiber ihre Reihendarstellung beschreiben:

2 3 00
x x° X xk
e =1+—+—+—+. —
1 2! 3' Z k!
Man kann zeigen, dass die Reihenglieder fiir jeden Wert von x ab einer hinreichend
hohen Ordnung immer kleiner werden. Man sagt, die Reihe konvergiert (siehe Analysis
D.

= 1+1+1+1+ +. io:l (6.18)
e= — — .
2 6 24 o k!

Hierbei ist die Fakultdt n! einer natiirlichen Zahl n € N definiertals n!:=1-2-3-...-(n—
1) - n, wobei zusétzlich noch 0! := 1 gilt.

2. Definition als Grenzwert:

1 n
e’ = lim (1+f)n = e= lim (1+—) . (6.19)
n n

n—oo n—oo

Diese Darstellung geht auf das Problem der stetigen Verzinsung nach Jakob Bernoulli
(1654-1705) zuriick:

“Eine Summe Geldes sei auf Zinsen angelegt, dass in den einzelnen Au-
genblicken ein proportionaler Teil der Jahreszinsen zum Kapital geschlagen
wird.”
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Betrachten wir also ein Anfangsguthaben A und einen Zinssatz von 100 %:
Verzinsung nach 1 Jahr: Guth.=A+A=(01+1A

1 1)\?
A+§A =[1+=] A

1 1 1
Verzinsung nach — Jahr: Guth.= A+-A +—
2 2 2 2

. M
1. Halbjahr 2. Halbjahr
3

1 1
Verzinsung nach 3 Jahr: Guth. = (1 + 3 A
. 1 1)\"
Verzinsung nach - Jahr: Guth.=|1+ - A. (6.20)

Fiir eine Verzinsung in einzelnen Augenblicken gilt nun:

1 n
Guth. = lim (1+—) A=¢e-A. (6.21)

n—oo n
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7 Trigonometrische Funktionen

Dieser Abschnitt widmet sich der Definition von Sinus- und Kosinusfunktionen sowie deren

Eigenschaften.

Bogenmall und Gradmal?

Wir betrachten die (reelle) Zahlenebene, in der al-
le Abstdnde in Einheit 1 gemessen werden, also
dimensionslos sind. Der Umfang des Einheitskrei-
ses betrdgt definitionsgemaR

u=2nr=2m. (7.1)

Wir kénnen nun zwischen den beiden MaRsyste-
men Gradmafs und Bogenmays unterscheiden. Fiir
das GradmalR ist der Vollkreis in 360 Abschnitte
eingeteilt, wihrend im Bogenmal} der Winkel in
Bruchteilen des Kreisumfangs gemessen wird:

Gradmal: [a] =° (deg)
Borgenmald: [@] =1 (rad)

, Vollkreis: 360°

. (7.2)
, Vollkreis: 27.

Wir kdnnen beide Malsysteme mittels einer Verhiltnisgleichung ineinander tiberfiihren:

alrad]  aldeg]

27 360° °

(7.3)

Einige Werte zur Umrechnung sind in folgender Tabelle aufgelistet:

Tabelle 1: Umrechnungstabelle fiir Bogen- und GradmaR

aldeg] 30 45 60 90 120

150 180 270 360

amad % 4 5§ &

51 3n
6 T 5 21
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7.1 Winkelfunktionen Mathematik - Auffrischungskurs

7.1 Winkelfunktionen

Alle Winkelfunktionen sind dimensionslos
definiert. Die x-Koordinate eines Punktes des y
Einheitskreises ist der Kosinus des Winkels /_I

cot(a)
zwischen seinem Ortsvektor und der Abszis- 1
se, wihrend die y-Koordinate der Sinus dieses
Winkels ist. Weitere trigonometrische Funk-
tionen sind wie folgt defniert: cos(a)
sin(a) -
e Tangens: tan(a):= 8
cos(a) » « 2
AP .
2/ 5 8
< o =4
cos(a) 1 8
¢ Kotangens: cot(a) := — =
sin(a) tan(a) u
1 X
¢ Sekans: sec(a) := 1
cos(a)
[ )

Kosekans: csc(a) := —
sin(a)

Aus der Abbildung kénnen wir mithilfe des Satzes des Pythagoras folgende Relation able-
sen

Trigonometrischer Pythagoras

sinz(a) + cosz(a) =1. (7.4)

Durch weitere rechtwinklige Dreiecke kdnnen wir ebenfalls folgende Relationen ablesen:

2 1 2
sec’(a) = ——= 1+tan“(a)
cos“(a) (7.5)
CSCZ(OC) =— =1+ cotz(a).
sin“(a)

Beide Relationen lassen sich auch direkt mithilfe der Definitioen und des trigonometrischen
Pythagoras herleiten. Anhand der Konstruktion konnen wir auch folgende Eigenschaften der
Funktionen ablesen, wie z. B. die Wertebereiche

sin(a) € [-1,1] tan(a) € (—oo0,00) 7.6)
cos(a) € [-1,1] cot(a) € (—o0,00). '

Die Vorzeichen der Funktionen in den einzelnen Quadranten lauten:

Tabelle 2: Vorzeichen/Signum (sgn) der Funktionen

Quadrant sgn(sina) sgn(cosa) sgn(tana) sgn(cota)

I + + + +
II + - - -
11 - - + +
v - + - -
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Spezielle Werte der Funktionen sind in folgender Tabelle zusammengefasst:

Tabelle 3: Vorzeichen/Signum (sgn) der Funktionen

a [deg] 0 30 45 60 90 120 150 180 270 360
T T T T 27 5n 3

a [rad] 0 — — — — — — 7 — 27
6 4 3 2 3 6 2
1 2 3 3 1

sina 0 — £ £ 1 £ — 0 -1 0
2 2 2 2 2
3 2 1 1 3

cosa 1 £ £ — 0 -— —\/—_ -1 0 1
2 2 2 2 2
1 1

tana 0 — 1 V3 200 V3 -— 0 +o00 0
V3 . | V3

cota +00 V3 1 — -— V3 +o00 0 +00

V3 V3

7.2 Graphische Darstellung der Winkelfunktionen

Wir erlauben alle reellen Zahlen x als Argumente in den Winkelfunktionen, d. h. der Defini-
tionsbereich ist ganz R (fiir sin(x) und cos(x)). Dabei sind die Funktionen periodisch

sin(x) =sin(x+2nn), tan(x) = tan(x +nn) )
mit neZ. (7.7)
cos(x) =cos(x+2mn), cot(x) = cot(x+mn)
y —sin(x)
— cos(x)
_ T T 3n
_1 +
y E E — tan(x)
! ! — cot(x)
1 : :
| | x
- /2 20T ' 3
-1 | |

Abb. 6: Grafische Darstellung von Sinus bzw. Kosinus (oben) und Tangens bzw. Kotangens (unten).

Symmetrie-Eigenschaften der Funktionen lauten
* sin(—x) = —sin(x), ungerade

* cos(—x) = +cos(x), gerade
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* tan(—x) = —tan(x), ungerade

* cot(—x) = —cot(x), ungerade

Umkehrfunktionen

Wir erhalten die Umkehrfunktionen durch Auflésen nach dem Argument x. Dabei definieren
wir die folgendermalden

¢ Arkussinus: arcsin(sinx) = x,
¢ Arkuskosinus: arccos(cosx) = x,
» Arkustangens: arctan(tan x) = x,

e Arkuskotangens: acot(cotx) = x.

Wir miissen beachten, dass der Definitionsbereich der periodischen Winkelfunktionen ein-
geschrankt werden muss, damit die Umkehrfunktionen eindeutig sind. Wir beschrénken die
Argumente (bzw. die Funktionswerte der Umkehrfunktionen) wie folgt:

e sin(x), x€ [—%,%],
e cos(x), xe€]l0,n],
e tan(x), x€(-3,%),

e acot(x) xe€(0,m).

—arcsin(x) | - y —— arctan(x)

—— arccos(x) ——acot(x)

\
N
x It
-1 1 —4 -2 2 4
_z

,,,,, Z T o _____

Abb. 7: Grafische Darstellung der Umkehrfunktionen von Sinus bzw. Kosinus (links) und Tangens
bzw. Kotangens (rechts).

Wir kdonnen aus der graphischen Darstellung die folgenden analytischen Eigenschaften ab-
lesen:

arccos(x) = g —arcsin(x), acot(x)= g —arctan(x) (7.8)
lim (arctan(x)) = ig und lim (acot(x)) =0, lim (acot(x))=u. (7.9)
X—+o00 2 X—00 X——00
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7.3 Definition durch Reihen

Ebenso wie die Exponentialfunktion lassen sich auch die trigonometrischen Funktionen als
Reihen darstellen bzw. definieren. Der Zusammenhang der Wineklfunktionen mit der e-
Funktion wird im Vorkurs (mit Einfithrung der komplexen Zahlen) klar werden. Es gilt:

3 5 7 0o 2n+1
X X x _x! X
NP U D Pt el
TR = 2n+ )
2 b 4O oo (x)2" (7.10)
cos(x)=1—-—+——"—+... Z—)”
21 41 @l ) en)!’

Wir kdnnen weiterhin auch die Symmetrieeigenschaften von Sinus und Kosinus in den Rei-
henentwicklungen erkennen. Da die Sinusfunktion eine ungerade Funktion ist, tauchen hier
nur ungerade Potenzen von x auf. Weiterhin gilt

x3 x5 x? 00 "
arctan(x) = x— —+ ——-—=+...= ) (-1)'——. (7.11)
3 5 7 o 2n+1

Die iibrigen Reihen sehen etwas komplizierter aus und werden hier nicht aufgefiihrt.

7.4 Additionstheoreme

Fiir die Winkelfunktionen gelten die folgenden Additionstheoreme:

Additionstheoreme

sin(x # y) = sin(x) cos(y) £ cos(x) sin(y),

7.12
cos(x £ y) = cos(x) cos(y) F sin(x) sin(y). (7.12)

Das zweite Theorem folgt aus dem Ersten (siehe Ubung). Ebenfalls folgen Regeln fiir Tangens
und Cotangens

tan(x) + tan(y)

tan(x+y) = (7.13)

1 Ftan(x)tan(y)

Auf einen Beweis wird an dieser Stelle verzichtet.

Die Additionstheoreme konnen genutzt werden, um die Relationen fiir die Doppelwinkel-
funktionen herzuleiten:

sin(2x) = 2sin(x) cos(x) (7.14)
cos(2x) = Zcosz(x) -1. (7.15)

Des weiteren ldasst sich die Summe zweier Kosinusfunktionen auch als Produkt schreiben:

cos(x) + cos(y) :2cos(x;y)cos(?). (7.16)
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7.5 Ebene Trigonometrie

Das rechtwinklige Dreieck

Sinus, Kosinus und Tangens kénnen auch tiber Winkel und Langenverhdltnisse im recht-
winkligen Dreieck definiert werden.

a: Ankathete (von a)
b: Gegenkathete (von )

¢ : Hypotenuse

Pythagoras: a? + b® = ¢?

Innenwinkel: a + § = %

Wir konnen nun die Winkelfunktionen definieren als
) b a b
sin(a) = —, cos(a)=—, tan(a)=—. (7.17)
c c a

Setzen wir ¢ = 1 so erhalten wir wieder die Definition der Winkelfunktionen am Einheitskreis.
Der Flacheninhalt des rechtwinkligen Dreiecks ergibt sich zu A = %ab.

Schiefwinkliges Dreieck

Fiir ein allgemeines, schiefwinkliges Dreieck kénnen wir 0. B. d. A. fiir a < 7,y < 7 zwei Fille
unterscheiden:

yi3 T
ﬁ<§ ﬁ>§

Innenwinkel: a + f+y=m

Flacheninhalt: A= % absiny

Abb. 8: Geometrie eines allgemeinen schiefwinkligen Dreiecks fiir die beiden Félle § < 7 und > 7.
Die Hohen der einzelnen Seiten sind jeweils auch grau gestrichelt eingezeichnet.
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In beiden Varianten ldsst sich folgendes ablesen:

hq = csin(p) = bsin(y)
hy=csin(@ = asin(y) } = —— = - (7.18)
he = asin(p) = bsin(@) sin(@  sin(p)  sin(y)

Dieses Ergebnis wird Sinussatz genannt. Die Seiten eines Dreiecks verhalten sich also zuein-
ander wie die Sinus der gegeniiberliegenden Winkel.

Kosinussatz

Wir wollen uns nun noch einmal o.B. d.A. mit dem Fall § < 7 beschiftigen und das Drei-
eck (siehe Abb. 8 links) entlang der Hohe /. in zwei Teildreiecke aufteilen. Dann gilt nach
Pythagoras

a* = h?+ g*

b?=h?+ pz} @ =@ -1+ q" T4 -2ep (7.19)
c

Nutzen wir aulferdem noch p = bcos(a), so folgt daraus

a® = b* + ¢® — 2bccos(a)

b* = c¢* + a* - 2accos(p) (7.20)

¢® = a* + b* —2abcos(y).

Die anderen Gleichungen erhalten wir durch zyklische Vertauschung der Variablen a, b, ¢
und a, §,7.

Formulieren wir den Kosinussatz noch einmal in Worten: Das Quadrat einer Seite ist gleich
der Summe der Quadrate der beiden anderen Seiten, verringert um das doppelte Produkt
dieser beiden Seiten mit dem Kosinus des von ihnen eingeschlossenen Winkels.

Wir wollen abschliefend noch anmerken, dass der Kosinussatz ebenfalls auch fiir den Fall
B > 7 gilt. Er stellt eine Verallgemeinerung des Satzes des Pythagoras fiir allgemeine Dreiecke
dar.
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Beispiel: Heron’sche Inhaltsformel (Heron von Alexandria)

Wir wollen in diesem Abschnitt eine Formel fiir den Flicheninhalt eines Dreiecks angeben,
welches nur durch seine Seitenldngen bestimmt ist. Beginnen wir beim Kosinussatz und for-
men dies etwas um, so folgt

@ b? + c? — a?
cos(q¢) = ———
2bc
P*+c?—a’+2bc (b+c)’—-a® e b+c+a)b+c—a)
< 1+cos(a) = = =
2bc 2bc 2bc
a (b+c+a)(b+c—a)
2cos’|=| = . 7.21
cos (2) 2bc ( )

Die letzte Gleichheit folgt dabei aus den Formeln fiir die Doppelwinkelfunktionen (7.15).
Fiihren wir nun die Variable

s= %(a+b+c) (7.22)

als halben Umfang des Dreiecks ein, so erhalten wir mit

b+c—-a a+c—->b a+b-c
s—-a=————, S—b=——7—, s-c= (7.23)
2 2 2
durch zyklisches Durchtauschen folgendes Ergebnis:
2(@)_2s2(s—a) 2(@)_ Ss—a)
= 2cos (2)_—2bc = coS (2)— be
-b
= cos® (E) = Sts—b) (7.24)
2 ac
2(Y)_S(s=¢)
= COs (2) ==
Auf dem selben Weg folgen aus der Relation
) @ a’?—b?—c?+2bc
—cos(a) =
2bc
_o(ay_(s=b)(s-o) . 2(§) _(s—a)(s-0) oYy _ (s—a)(s-D)
= sin (2)_—190 ,  sin 2 _—ac ,  sin (2)_—6110 . (7.25)
Damit ergibt sich insgesamt fiir den Flacheninhalt des Dreiecks
I 714) . (Y Y\ _ (s—a)(s—b) [s(s—c)
A= Eabsm()/) = absm(z) cos(z) =ab pr pr
=Vs(s—a)(s—b)(s—oc). (7.26)
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8 Grundlagen der Differentialrechnung (Ableiten)

Wir méchten in diesem Kapitel die Frage y -
. . . . —— Funktion f(x)

stellen, wie man den Anstieg einer belie- T

] : ) —— Tangente
bigen Funktion f(x) an einem Punkt x =
X bestimmen kann. Dabei meinen wir den
Anstieg der Geraden, die am Punkt x, als
Tangente angelegt wird. Da das in jedem be- J(x0) T
liebigen Punkt x = xy moglich ist, ist der An-
stieg selbst wieder eine Funktion von x die
wir Ableitung f’(x) nennen wollen.

X0

\

Konstruktion der Ableitung

—— Funktion f(x)
—— Sekante

flxo+e€) |

f(xo) |

Abb. 9: Fiir die Konstruktion der Ableitung am Punkt xj legen wir zunédchst eine Sekante des Graphen
durch den Punkt (xp, f(xp)) und einen Punkt (xg + ¢, f(xp + €)) und bilden anschlieBend den
Grenzwert € — 0.

Wir definieren die Ableitung als Grenzwert des Differenzenquotienten:

f'(x) :=lim f o +€) = f(Xo) )

—0 £

(8.1)

Wir kdnnen die erhaltene Ableitungsfunktion erneut ableiten und erhalten damit die zweite
Ableitung. Fiir Ableitungen n-ter Ordnung schreiben wir schlieflich

1. Ableitung:  f'(x) = /) = (g)(x)

dx
2
2. Ableitung: " (x) = d d]:c(ZX)
d" f(x)
. Ableitung: ) (x) = ——=. 8.2
n. Ableitung 7 (x) P (8.2)

Ableitungen spezieller Funktionen sind zum Beispiel

f(x)=a=const. = f'(x)= i(Cl) =0,
dx (8 3)

fx)=x = f'(x)—i(x)—limw—l |
- B dx P £ S
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8.1 Aligemeine Eigenschaften

Der Operator d% weilst bestimmte Eigenschaften auf, die wir als Ableitungsregeln bezeich-
nen:

¢ Linearitit: (a,beR)

dd (af () +bgx) = a% + b% (8.4)

Produktregel (Leibniz-Regel):

d _4f dg
1x (f(X)-g(x)) e gx) + f(x) P (8.5)
* Kettenregel:
innere Ableitung
d _(df dg
dxf(g(x)) = (dg)(g(x)) i (8.6)
—_——
duBlere Ableitung
* Quotientenregel:
a f (x)) 1 (df _ _)
dx(g(x) 2002 \ dx gx) - f(x)- (8.7)
* Potenzregel:
dix(xn) =nx"!' = insbesondere: dix(ﬁ) = —% (8.8)

Wenden wir einige dieser Regeln mal an einem praktischen Beispiel an:

2
f(x):x-g(x)+7h(y(x))+j)(c—x) mit y(x)=ax+b

df dx dg ( ) dy 2xj(x) - 2 g
A" dx ST @) J0?
Produktregel Kettenregel Quotier;enregel
2xj(x)—x
— g(x) +x- g—gwa(dh)( )+ % 8.9)

Wichtig ist es, bei der Kettenregel nach der richtigen Variable abzuleiten, d. h. wir miissen
h(y) nach dem Argument y = ax + b ableiten und nicht nach x.
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Mathematik - Auffrischungskurs

8.2 Ableitungen spezieller Funktionen

Wir wollen im Folgenden eine Liste von hdufig verwendeten Funktionen und deren Ablei-

tungen angeben.

Tabelle 4: Ableitungen spezieller Funktionen

fx) ) fx) f'(x
-1

x" n){” arcsin(x) ! -
\/E _ 1_—1x

%\/} arccos(x) >
In(x) — 1-x
sin(x) cos(x) arctan(x) + x2
cos(x) —sin(x) sinh(x) cosh(x)
tan(x) 1+ tan®(x) cosh(x)  sinh(x)
exp(x) exp(x)
a* In(a)a*

Schauen wir uns mal ein Beispiel an:

f)= Siﬂ( W) -ln(cos(x) - 3ex‘1n(x))

g = dix [sin( W” 'IH(COS(X) —Se“n(x)) + sin( W)%ln!cos(x) —vSex'ln(x)l
=AW)
=1H(A(x))-COS(W)-%'&+31H( \ xﬂm —sin(x)—Sdixexln(x)
Y B U B a1
= Mcos{ \/E) - M [sin(x) +3e™) (In(x) + 1)] (8.10)
nx A(x)
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8.3 Kurvendiskussion

Verschwindet die Ableitung an einem Punkt, f’(x) = 0, dann bedeutet dies, dass dort ein lo-
kales Extremum (bzw. ein Sattelpunkt) vorliegt. Bei einem Maximum ist die zweite Ableitung
f"(x0) <0, wihrend sie bei einem lokalen Minimum f” (xg) > 0 ist. Fiir den Fall f”(xo) = 0
liegt ein Sattelpunkt vor, falls f® (xg) # 0 ist. Ansonsten muss durch das Bilden von hoheren
Ableitungen weiter entschieden werden®.

y y y

T
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

1
1
X : X

X0 X0 X0

£ (x0) < 0 Maximum 1" (x0) < 0 Minimum f" (xp) = 0 Sattelpunkt

Abb. 10: lokale Extremstellen einer Funktion abhingig vom Vorzeichen der zweiten Ableitung f” (x).
Fiir den Sattelpunkt muss auerdem noch gelten: £ (xg) # 0.

Das Vorzeichen der zweiten Ableitung gibt Auskunft iiber die Krimmung der Kurve:

Y f(x)

konkav

konvex

Abb. 11: Links: Beispiel fiir eine konvexe Kurve. Der Anstieg f'(x) nimmt zu, es gilt also f"(x) >0
Rechts: Beispiel fiir eine konkave Kurve. Der Anstieg f’(x) nimmt ab, es gilt also " (x) <0

3Ein Beispiel dafiir ist f(x) = x*. Im Nullpunkt liegt ein Minimum vor, jedoch verschwinden dort die ersten
drei Ableitungen.
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9 Die Methode der vollstandigen Induktion

Wir wollen in diesem Kapitel ein wichtiges Beweisverfahren der Mathematik einfiihren, die
vollstiindige Induktion. Dabei wollen wir zunédchst das Beweisverfahren selbst beweisen:
Satz (Vollstandige Induktion). Eine Aussage ist fiir jede natiirliche Zahl n € N richtig, wenn
1. sie fiir n =1 richtig ist und
2. aus der Richtigkeit der Aussage fiir eine willkiirliche natiirliche Zahl n = k die Richtig-
keit fiirn = k +1 folgt.
Beweis. Annahme: Eine Aussage sei nicht fiir jede natiirliche Zahl giiltig, obwohl (1) und (2)
gelten. = Dann existiert ein m, sodass die Aussage fiir n = m falsch ist und fiir n < m richtig.

Aber: Die Aussage gilt fiir n = 1. Also muss m > 1 sein. Dann ist m—1 eine natiirliche Zahl, fiir
die die Aussage richtig ist, ohne es fiir die darauffolgende zu sein. Das stellt allerdings einen
Widerspruch zu Annahme (2) dar.

—> Die Annahme ist falsch (Beweis durch Widerspruch). O

Fiir eine bessere Strukturierung des Induktionsbeweises wollen wir nochmal die Schritte no-
tieren, die uns zum erfolgreichen Beweis fithren:

1. Induktionsanfang (IA): Zeige, dass die Aussage fiir einen bestimmten Startwert z. B.
n=0,1 giltig ist.

2. Induktionsvoraussetzung (IV): Wir nehmen an, die Aussage sei fiir n = k giltig und
notieren sie.

3. Induktionsbehauptung (IB): Wir notieren wie die Aussage fiir n = k + 1 lautet.

4. Beweis: Fur fiihren den Induktionsschritt aus und benutzen die Induktionsvorausset-
zung, um die Aussage fiir n = k + 1 zu zeigen.

Wir wollen im Folgenden ein paar Beispiele angeben:

1 1 1 1 2 N
Summe: S;,=—+—+—+...+ =
1-2 2-3 3:4 n-(n+l) n+1
1 1 1
T1A) n=1: S§=—=—-=—-. V
1-2 141 2
k
v =k: Sp=—-
I k k+1
(IB) k+1 S k+1
n= . =
kel k+2
. 1 av) k 1 1 ( 1 )
Beweis. § =S, + = + — k+
LR T e D(k+2)  k+1 (k+D(k+2) k+1\  k+2

1 k2+2k+1  (k+DF  k+1

T k41 k+2  k+Dk+2) k+2 ©-1)
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Summe der ersten n ungeraden Zahlen S,=1+3+...+(2n-1) 22
(A) n=1: S =1=1° V

(IV) n=k: Sp=k*

(IB) n=k+1: Sgi1=(k+1)?

Beweis. Sks1=Sk+@2k+1)-1) =k*+2k+1=(k+1)? (9.2)
O
Gaul’'sche Summenformel §,, = 1+2+3+...+n:2g1:1m; @
1(1+1
TA) n=1: S = (2+ ):1. v
1
Iv) n=k: Sk:k(k; )
k+1)(k+2
(IB) n=k+1: Sk+1:(+)2$
. D(k+2
Beweis. Skar =Skt (k+1)=(k+ 1)(§ ; 1) - % 9.3)
O
Summe der Quadratzahlen S, =12+22+32+. .. +n2=y" _ m? = norhencl)
11+1)@2+1
(1A) n=1: 51:$:1. v
2k +1
Iv) n=k: Sk:k(k+ )6( k+D
k+1)(k+2)(2k+3
(IB) n=k+1: sk+1:( bl +6)( +3)
1
Beweis. Sks1=Sk+ (k+1)?% = 6[lc(k+ 1D2k+1)+6(k+1)?]
1 1
= k%[k(zm D+6(k+1)] = k%(zk2 +7k+6). (9.4)
Polynomdivision — (2k? +7k +6):(k+2)=2k+3
—(2k? +4k)
3k +6 (9.5)
—(3k +6)
0
O
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Alternativ lasst sich die Behauptung zeigen, indem man das Ergebnis und den Anfang
jeweils so weit wie moglich ausmultipliziert und damit die Gleichheit beider Terme
zeigt.

xn+l_1
x—-1

Endliche geometrische Reihe S, =1+x+x*+x3+...+x"=Y" _ x™ = flrx #1

X -1 x—Dx+1)

(TA) n=0: Sp=1, n=1: § = = x+1. V
x-1 x—=T
xk+1_1
(IV) n=k: Si=
x—1
xk+2_1
(IB) n=k+1: Spy3=—"
x-—1
k+1 k+1 k+1
. X -1 X -1+(x-1x
Beweis. Sks1 = Sk+xk+1 R g ( )
x—1 x—1
BT 1 k2 T
= . (9.6)
x-—1
O
Bernoulli'sche Ungleichung (1+a)">1+na (a>-1,a#0,n>1)
A) n=2: (+a)?=1+2a+a’>1+2a=>a’>0. v
V) n=k: (Q+a)*>1+ka
(B) n=k+1: (Q+a)'>1+(k+1a
Beweis. I+ =+0f1+a
(Iv)
> (1+ka)(l+a) dal+a>0
=l+a+ka+ka’=1+k+1Da+ ka®
0
>
>1+(k+1a. 9.7
O
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10 Arithmetische und geometrische Reihen

Eine Folge ist eine Liste nummerierter Objekte (endlich oder unendlich viele).
Schreibweise: (ai)k=1,.n» oder (ap)ken.
Folgen kénnen definiert werden durch explizite Angabe der Folgenglieder, z. B.
(aK)k=1,.4=(2,3,57), oder a;=2,a,=3,a3=>5,a4=7,
oder durch eine (explizite oder rekursive) Bildungsvorschrift wie z. B.
ai = 2k keN.

Eine Reihe ist eine Liste von Summen aus Folgengliedern, also

n
(Sn)nen ,wobei s, =) ar <« “Partialsummen”.
k=1

Eine Reihe ist selbst wieder eine Folge.

(10.1)

(10.2)

(10.3)

(10.4)

Beispiel:  Sei (ak)i:1 die Folg der ersten vier Primzahlen, also a; =2,a, =3,a3 =5,a, =7.

Dann sind die Partialsummen gegeben als

1 2
SI:Zak:alzz, SZ:Zak:a1+a2:5,
k=1 k=1
3 4
3= ax=a+ap+az=10, s4=) ap=aj+ax+as+as=17.
k=1 k=1

Also ist die Folge der Reihe:

(sn)3ey = (2,5,10,17).

10.1 Arithmetische Reihen

(10.5)

(10.6)

Bei einer arithmetischen Folge ist die Differenz d zwei aufeinander folgender Glieder kon-

stant. Wir konnen die Folge entweder rekursiv oder explizit definieren

rekursiv: arps1=ar+d
explizit: ar=ap+k-d,

(10.7a)
(10.7b)
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wobei ay das Anfangsglied der Folge ist. Die Glieder einer arithmetischen Reihe sind nun die
Partialsummen einer arithmetischen Folge:

So=0ao

si=ap+(ap+d)

82:d0+(a()+d)+(ao+2d)

n
sp=ap+(ag+d) +...+ (a+nd) =) (ap+kd). (10.8)
k=0

Wir kénnen durch vollstdndige Induktion zeigen, dass fiir das n-te Glied der Reihe gilt:

Arithmetische Reihe

Sp = (n+1)(a0+n§). (10.9)

(IA) n=0: s,=ap

V) n=k: sp=(k+ 1)(a0+k§)

(IB) n=k+1: Sp41= (k+2)(a0+(k+1)§)

. d
Beweis. Skr1 =S+ ap+ (k+1)d=(k+1ag+ k(k+ 1)5 +ag+ (k+1)d
d d
=(k+2)ay+ (k+ 1)(k+2)§ =(k+2)|ayg+ (k+ 1)5]. (10.10)
]
Es ldsst sich s, auch durch a,, ausdriicken. Dadurch eliminieren wir d:

a,=ap+nd = nd=a,—a

a, — dg n+1
:M:m+w%+ > }:2(%+%L (10.11)

Wir kénnen an dieser Darstellung durch das Anfangs- und Endglied bereits die Namensge-
bung der arithmetischen Folge/Reihe erahnen:

aps1 =ag+ (k+1)d
ap_1=ap+ (k—-1)d
= dj + a1 =2ay +2kd =2(ay+ kd)
——r
ag

1
= ap = E(akH + ap_1). (10.12)

Die Glieder der arithmetischen Folge sind gleich dem arithmetischen Mittel (s.u.) ihrer Nach-
barglieder.
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10.2 Geometrische Reihen

Bei einer geometrischen Folge ist der Quotient g zwei aufeinander folgender Glieder kon-
stant. Wir konnen die Folge entweder rekursiv oder explizit definieren

rekursiv: ax+1 = q- ay (10.13a)

explizit: ay = qk - ao, (10.13b)

wobei ag das Anfangsglied der geometrischen Folge darstellt. Die Gleider einer geometri-
schen Reihe sind die Partialsummen einer geometrischen Folge:

So = Ay
S1 :a0+qa0:(1+q)a0

S2=ap+qap+q-ag=(1+q+q*)a

n
sn=0+q+q*+...+qMap=ap y_ q". (10.14)
k=0

Wir kénnen, abhéngig von g, unterschiedliche Fille unterscheiden:

g >1: Die Glieder der Folge werden grol3er.
q>0 g =1: Alle Glieder der Folge sind gleich. (10.15)
g <1: Die Glieder der Folge werden kleiner.

g <0: Die Folge alterniert. (10.16)

Wir zeigen durch vollstdndige Induktion, dass fiir das n-te Glied der Reihe gilt:

Geometrische Reihe

l_ql’l+l
sn:aoﬁ wobei g #1. (10.17)
(IA) n=0: s,=aqap
1— k+1
(IV) n=k: sk:aoL
l-q
1— k+2
(IB) n=k+1: skﬂza()#
. _ k41
Bewets. - sy = si+ a1 = ap——— Z +agq**!
a a
:1 0 l_qk+1+(1_q)qk+1 __“% (1—W+W—qk+2)
-q l-q
l—qk+2
=ay——— (10.18)
l-q
O
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Es ldsst sich s; auch durch das Endglied a,, ausdriicken (Eliminierung der Potenz):

k n_ Gn
an = aopq = (q :a—
0

1-42  ay—qa
o5, = gp—20 = B 494 (10.19)
l1-q _1-g

Wir konnen wieder anhand dieser Darstellung durch das Anfangs- und Endglied bereits die
Namensgebung der geometrischen Folge/Reihe erahnen:

k+1
ak+1 = aoq

k-1
ax-1 = apq

= Qpr1 - A1 = 4567 = (a0q")? = &
= A =\ 0js1 " Aje—1- (10.20)

Die Glieder der geometrischen Folge sind gleich dem geometrischen Mittel (s.u.) ihrer Nach-
barglieder.

Bemerkung

Fiir |g| < 1 gilt limn_,oo(q”“) = 0. Demnach nimmt dann die unendliche geometrische Reihe
einen Wert an,

Unendliche geometrische Reihe

Y q"= fir |q|<1. (10.21)

Anders herum betrachtet haben wir damit eine Reihendarstellung der Funktion
1 .
flx) = I—% fir 0<x<1 (10.22)
-Xx

gefunden.
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10.3 Arithmetisches und geometrisches Mittel

Es seien a;, a, zwei reelle Zahlen.

a) + ay
2

» geometrisches Mittel von a; und ay: G = \/a; ay.

e arithmetisches Mittelvon a; und a;: A=

Es gilt allgemein

G=A. (10.23)
a) + ay
Beweis. vaiay = 5
= 4daay < (a; + a2)2 = af + a% +2a1ap
_ 0<ai+as—2a1a;=(a;— ay)*. (10.24)
O

geometrische Interpretation

Fiir einen Punkt auf einem Halbkreis bildet das Dreieck,
welches aus dem Punkt und den beiden Endpunkten
gebildet wird, stets ein rechtwinkliges Dreieck (Thales-
Kreis). Es gilt dann

u?+v° = (a; + ag)2

(G*+a}) + (G* + a3) = (a1 + ap)*

2G2+gf+gf2:gf+gfz+2alag

=>G=vaa. (10.25)
Das arithmetische Mittel ist also der Radius des Kreis mit Durchmesser (a; + a,). Das geome-
trische Mittel ist die halbe Lange der Sehne, senkrecht zum Durchmesser, in dem Punkt, an

dem a; und a, aneinander stollen. Mit der geometrischen Interpretation wird auch direkt
offensichtlich, warum G < A gelten muss.
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11 Der binomische Satz

Der binomische Satz (auch: Binomialtheorem) ermdglicht die Entwicklung von Binomen
(a+ b)" in Potenzen von a und b, also das “Ausmultiplizieren”.

11.1 Binomialkoeffizienten

Fiir zwei natiirliche Zahlen n, k € Ny ist der Binomialkoeffizient (), sprich: “n iiber k”, defi-
niert als

(11.1)

n| nn-1)(n-2)...(n—-k+1)
k| k! '

Beachte, dass der Binomialkoeffizient nur von Null verschieden ist, wenn k < n. Betrachten
wir einige Beispiele:

7\ 7-6-5 10 10-9-8-7-6-5-4
:—:35, = :120,
-T2 ()
(11.2)
5] 5! -
Sofern k < n gilt, kann man schreiben:

n| nmn-1)...(n-k+1) (n-k)(n-k-1)...2-1 n! (11.3)
k| k! L (n—k)! K-k '

1

Eine interessante Eigenschaft des Binomialkoeffizienten ist, dass sich der Wert nicht &ndern,
wenn man k durch n — k ersetzt:

Binomialkoeffizent

Mo ™ M " g k=n (11.4)
k|l kn-k  \k| \n-k - '

Wir betrachten im Folgenden einige Spezialfille:

n n!
= —= ]_,
0 n'0!
n n! nn-—1)!
= = =n, (11.5)
1 1(n—-1)! (n—1)!

n n!

= =1.
n n!0!
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11.1 Binomialkoeffizienten Mathematik - Auffrischungskurs

AuRerdem gilt die Rekursionsrelation

n+ n _n+1 (11.6)
k| \k+1) \k+1/) '

(n) (n) nn-1...(n-k+1) nmn-1...(n-k)
denn: i + = +

k+1 k! (k+1)!
B nn-1)...(n—k+1)
= IS [(K+1)+ (n-K)]
(n+nn-1)...(n—-k+1) n+1
B (k+ 1! B (k+ 1)' (11.7)

Das Produkt n(n—1)...(n — k + 1) wird auch als “fallende Faktorielle” oder “absteigendes
Pochhammer-Symbol” bezeichnet und mit [r]x, (7). oder nX abgekiirzt.

Eine Verallgemeinerung der Binomialkoeffizienten fiir reelle n (und natiirliche k) ist mit
oben gegebener Definition ohne Weiteres moglich. Beachte, dass (Z) dann auch fiir k > n
von Null verschiedene Werte annimmt, bspw.

(11.8)

(1/2) _1/2(=1/2)-(-3/2)-(-5/2) 5

4 41 T 128"

Die Binomialkoeffizienten kénnen (sowohl in 7 als auch in k) als Folge aufgefasst werden;
sie ist weder arithmetisch noch geometrisch.
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11.2 Der binomische Satz Mathematik - Auffrischungskurs

11.2 Der binomische Satz

Mithilfe des Binomialkoeffizienten des letzten Abschnitts konnen wir nun den binomsichen
Satz formulieren:

binomischer Lehrsatz

n
(a+b)":Z(Z)a"—kbk fir a,beR,neN, (11.9)
k=0

Wir wollen im Folgenden den Satz durch Induktion beweisen. Dafiir betrachten wir zunachst
die Formel firn=0,1,2

(IA) n=0: (0) =1 v n=1: ((l))alb0+(i)a0b1:a+b v
n=2: () () () b>=a*+2ab+b*> Vv
(V) n=1: (a+b)l= ( ) =k pk

1 1+1
(IB) n=1+1: (a+b)l+1:Z( L )al+1_kbk
k=0

l
Beweis. (a+b)"' =@+bla+bn Y Z (k)al_kbk(a+ b)
k=0

_ i (Z)al+1—kbk+ Xl: (l)al—kka
i—o\k k

k=0

Indextransformation m=k+1=>k=m-1:

I+1
> ! a*'=mp™ | Umbennennung m — k
m-—1
m=1
! I1+1 l l ! I+1-k .k ! I+1
= b b
(o)“ * L) e | "l
_ gt i (l+1)al+1—kbk+bl+1
=1\ k
flirk=0: (Zgl)al“ = ((l))aprl =a'*!,
fiir k=1+1: (;:)b’“:(i)b’“ b+,
[+1 l 1
° Z( " ) Bl-kpk (11.10)
O
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11.2 Der binomische Satz Mathematik - Auffrischungskurs

Pascal’sches Dreieck

Eine einfache Moglichkeit, die Werte der Binomialkoeffizienten zu berechnen, stellt das Pas-
cal’sche Dreieck dar (siehe Abbildung12).

k=0 n
0
o e 0
N
o] .~ ) o k=2 1
2\ L2y 2
I :
s\ 3y 3y (3
(0) ) e (3) L k=4 3

4 (4 (4 T a (4 /’k - .
o] .~ 1 2| 7 3] 4l . =

5\ 7 (5 "5\ s\ (5
o] 2| 3] Y 5

Abb. 12: Das Pascal’sche Dreieck der Binomialkoeffizienten.

o

Wir kénnen nun die Binomialkoeffizienten im Pascal’schen Dreieck mithilfe der Rekursions-
relation (11.6) berechnen. Dafiir nehmen wir als Voraussetzung, dass (}) = 1 = (7)) gelten. In
der Art und Weise wie wir das Pascal’sche Dreieck gezeichnet haben, ergibt sich dann der
Wert eines Binomialkoeffizienten als die Summe der schrig dariiberliegenden Binomialko-
effizienten (siehe rote Pfeile in Abb. 13).

k=0 n

1 /,/’kzl 0

1 1 //f’/kzz 1

1 2 1 k=3 2

1 \3/ 3 1 k=4 3

174 6 4 1 /,/lk:5 4

1 s 10 0 5 1 k=6 5

1 6 15 7 20 15 6 1 /,//k:7 6
v T s s T 7

Abb. 13: Das Pascal’sche Dreieck mit den berechneten Binomialkoeffizienten. Zur zeilenweisen Be-
rechnung der Werte nutzen wir die Rekursionsrelation (11.6). Wir erkennen zudem im Pas-
cal’schen Dreieck die Symmetrie unter k — n — k.

Wir kénnen mithilfe des Pascal’schen Dreiecks Binome unmittelbar ausmultiplizieren, bspw.
(siehe letzte Zeile von Abb. 13):

(a+b)’ =a’+7a°b+21a°b* +35a*b® +35a°b* +21a%b° + 7ab® + b". (11.11)
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11.2 Der binomische Satz Mathematik - Auffrischungskurs

Es zeigt sich, dass immer dort ein + in der Summe steht, wo ein ungerade Exponent von b
auftaucht, da man (a + b)" auch als (a + (—b))" interpretieren kann.

Weitere Bemerkungen

Der binomische Satz liefert uns insbesondere eine Reihendarstellung der Funktion f;,(x) =

1+ x)"
& (n| x [n n n\| ,
fn(x)—kgb(k)x —(O)+(1)x+(2)x +.... (11.12)

Durch Verallgemeinerung auf nicht-ganze n konnen weitere niitzliche Reihendarstellungen
gefunden werden, bspw.

X (1/2
Vitx=)
i=o\ k

)xk (Newton’sches Binomialtheorem). (11.13)

Es existiert auch eine sogenanntens Multinomialtheorem fiir Ausdriicke der Form

(1 +x2+...+x)". (11.14)
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12 Rechnen mit Vektoren und Matrizen

Vektoren und Matrizen kommen in allen Teilbereichen der Physik fundamentale Rollen zu.
Hier betrachten wir den dreidimensionalen euklidischen Raum R3, bestehend aus Punk-
ten, die durch Angabe ihrer Koordinaten x, y, z in einem kartesischen Koordinatensystem
gekennzeichnet sind.

Ziehen wir eine Verbindungslinie vom Koordinatenursprung
zu einem Punkt mit den Koordinaten (x; y; z), dann entspricht
das dem Ortsvektor dieses Punktes und wir schreiben* AN

X \
r=|y| , rer’. (12.1) |
z o L

Vorteil einer solchen vektoriellen Groe ist, dass sienebenih- /"~
rem Betrag auch Information tiber die Richtung (inkl. Orien-
tierung) enthalt.

12.1 Grundlagen der Vektorrechnung

Offenbar konnen Vektoren addiert bzw. subtrahiert werden,

r+r=r3=r+r; bzw. ri—r; =rs. (12.2)

r i r

Abb. 14: Addition (links) und Subtraktion (rechts) von zwei Vektoren r; und r». Hinweis: Es ist nicht
sofort offensichtlich in welche Richtung der Differenzvektor r zeigt, stellt man allerdings die
Gleichung um zu r; = ry + r3, dann wird schnell ersichtlich, dass r3 zur Spitze von r; zeigt.

Jeder dreidimensionale Vektor kann als Linearkombination dreier Basisvektoren geschrieben
werden,

X
r=|y|=xex+ye,+ze; (12.3)
z

4Wir verwenden die hiufig in Biichern benutzte Notation, Vektoren fett zu schreiben, statt mit einem Vektor-
pfeil.
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12.2 Das Vektorprodukt Mathematik - Auffrischungskurs

damit gilt bei Addition
X1 X2 X1+ X2
n+rn=|yi|t||=|N1t+tY|= (x1 + xg)éx + (yl + yz)éy + (Z1 + Zz)éz. (12.4)
21 Z2 Z21+ 22

Der Betrag (die Linge) eines Vektors ist definiert als

Irl=1/x*+y*+2z?>=0 (dreidimensionaler Pythagoras). (12.5)

Speziell gilt fiir die Basisvektoren |e,| = |€,| = |€;| = 1 sowie fiir denn Nullvektor |0| = 0. Es gilt
zudem die Dreiecksungleichung

lry + 12| < || +|r2l. (12.6)
Vektoren konnen mit Skalaren (“Zahlen” ohne Richtung, hier: Elemente des R) multipliziert
werden.

Jedem Vektor kann ein Einheitsvektor zugeordnet werden,

N r o
e, = ﬁ , sodass |é,|=1. (12.7)
r

12.2 Das Vektorprodukt

Das Vektorprodukt (auch: Kreuzprodukt oder dulleres Produkt) bietet eine Moglichkeit, Vek-
toren miteinander zu multiplizieren, im Sinne eines dufleren Produktes (“Vektor mal Vektor
gleich Vektor”)

Schreibweise: rXry;=r3
X1 X2 V122 = Y221

Konstruktion: rnxr=|yl|xy|=|z21x—2x | (12.8)
21 22 X1)Y2 —X2)1

Das Vektorprodukt r; x r, steht senkrecht sowohl auf r; als auch auf r, und seine Richtung
ist rechtsdrehend positiv (Rechte-Hand-Regel, Korkenzieher-Regel).

Fiir den Betrag des Vektorproduktes gilt:

|1y x ro| = |r1]-|r2| - sin(<t(ry, r2)). (12.9)

Der Betrag des Vektorproduktes ist gleich dem Flacheninhalt des durch die Vektoren auf-
gespannten Parallelogramms. Beachte: Das Vektorprodukt kann in dieser Form nur in drei

ry xXr;
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12.3 Das Skalarprodukt Mathematik - Auffrischungskurs

Dimensionen existieren.

Algebraische Eigenschaften des Vektorprodukts

¢ nicht kommutativ ax b# b x a,
o dafiir anti-kommutativ.axb=-bxa (> axa=0)
¢ nicht assoziativ, @ x (b x ¢) # (a x b) x c;

e distributiv,ax (b+c)=axb+ax c.
Eine wichtige algebraische Eigenschaft ist die Jacobi-Identitdit,
ax(bxc)+bx(cxa)+cx(axb)=0. (12.10)
Weiterhin lauten die Vektorprodukte der Basisvektoren:

eéxxe,=¢€; e,xe,=¢e; e;xey=¢e,. (12.11)

12.3 Das Skalarprodukt

Das Skalarprodukt ist eine Projektion zweier Vektoren aufeinander und stellt ein inneres Pro-
dukt dar (“Vektor mal Vektor gleich nicht-Vektor”), da es ein Skalar (hier aus R) ergibt. Es ist

X1 X2
r-rp=(yil|-|Y2|=X1X2+Y1Y2+ 2122. (12.12)
Z1 Z2

Wir kénnen daraus schlussfolgern:

Abb. 15: Geometrische Bedeutung des Skalarproduktes. Das Skalarprodukt ist die Lange der Projek-
tion des Vektors r; auf r, (oder umgekehrt) multipliziert mit der Lange des Vektors, auf den
projiziert wird.

» Stehen zwei Vektoren senkrecht aufeinander, dann ist ihr Skalarprodukt Null,

alb < a-b=0. (12.13)

¢ Der Nullvektor steht senkrecht auf allen Vektoren.
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12.4 Lineare Unabhingigkeit Mathematik - Auffrischungskurs

* Der Betrag eines Vektors kann mit Hilfe des Skalarproduktes geschrieben werden,

lal=+va-a. (12.14)

Das Skalarprodukt kann auch geschrieben werden als

r1 12 =|r1|-|ral - cos(<i(ry, 12)). (12.15)

Algebraische Eigenschaften des Skalarproduktes
e kommutativ,a-b=>b-a;
e nicht assoziativ’, a- (b-¢c) # (a-b) - c;
e distributiv,a-(b+c)=a-b+a-c.

Mit Hilfe von Skalar- und Vektorprodukt kann das Volumen des durch drei Vektoren aufge-
spannten Spates berechnet werden (Spatprodukt):

V=\|(axb)-c|. (12.16)

12.4 Lineare Unabhangigkeit

Eine Menge von Vektoren {a; € R3} heit linear unabhéngig, wenn sich keiner der Vektoren
a; als Linearkombination der librigen Vektoren a;, j # i, schreiben ldsst.

Eine Menge von Vektoren heillt linear abhéngig, wenn sie nicht linear unabhéngig ist.

Anders gesagt: Lineare Abhédngigkeit liegt genau dann vor, wenn der Nullvektor als Linear-
kombination

0=) a;a; (12.17)
i

geschrieben werden kann, ohne, dass alle a; Null sind.
Feststellungen:

e Im dreidimensionalen euklidischen Raum R3 konnen nicht mehr als drei Vektoren li-
near unabhéngig sein.

Vektoren, die in einer Ebene liegen, sind linear abhéngig, sofern es mehr als zwei sind.

Enthélt eine Menge von Vektoren den Nullvektor, dann ist sie linear abhéngig.

Ist das Skalarprodukt zweier Vektoren Null, dann sind diese beiden Vektoren linear
unabhéngig, sofern keiner der beiden der Nullvektor ist.

Die Basisvektoren €y, €y, &, sind linear unabhéngig.

SAssoziativitit kann hier gar nicht vorliegen, da es sich um ein inneres Produkt handelt; es existiert kein Ska-
larprodukt aus drei Faktoren.
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12.5 Grundlagen der Matrix-Rechnung Mathematik - Auffrischungskurs

1 2 0
Bsp.: Die Vektoren ry = |0 |,r, =|1|,r3 =|1/2| sind linear abhéngig, da r; — %rg +r3=0.
1 4 1

12.5 Grundlagen der Matrix-Rechnung

Eine Matrix A ist eine Zusammenfassung von Elementen a;; in Form einer Tabelle (hier:
zweidimensional).

Eine (m x n)-Matrix besitzt m Zeilen und n Spalten und das Element a; ; befindet sich in der
i-ten Zeile der j-ten Spalte (i =1,...,m ; j=1,...,n). Man schreibt:

ay a2 a3 ... Qin
azy dyp a3 ... d2p
A=(a;j)=| 91 d3x2 az ... d3n mZeilen , a;j€R. (12.18)
aml Am2 AaAm3 ... Aamn
n Spalten

Jeder Spaltenvektor kann als (n x 1)-Matrix aufgefasst werden.

Eine (n x n)-Matrix heil$t quadratische Matrix.

Hat eine quadratische Matrix nur Eintrdge auf der Hauptdiagonalen, a;; = 0 fir i # j,
dann heildt sie Diagonalmatrix. Man schreibt kurz:

A=diag(a, az, ass,..., ann). (12.19)

Die Matrix 1, = diag(1,1,...,1) heil3t Einheitsmatrix.

Eine Matrix A kann mit einem Skalar k € R multipliziert werden

al ayip ... din k-au k'dlg ]C'Clln
any ary ... dop k'd21 k'agz k'dzn

k-A=k-| | - =l . o . (12.20)
am]_ dmz cen amn k'aml k'amz cen ]C'amn

Zwei Matrizen A, B konnen addiert/subtrahiert werden,

an aipp ... Qp by1 b ... by
a1 ano . Qop b21 bzg bgn
A+B= +
aml amz cee amn bml bmz cee bmn
auibu dlgiblg alnibln
aglibgl agzibgg aznibzn
= . . . . . (12.21)
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12.5 Grundlagen der Matrix-Rechnung Mathematik - Auffrischungskurs

Die transponierte Matrix ergibt sich durch Vertauschung von Zeilen und Spalten (bzw. Spie-
gelung an der Diagonalen),

T
al ain ain ayl a1 ... aml
T an1 ano . aon alp dryo ... a2
AT =1 .. ) =1 . . .| (12.22)
aml amz s amn aln a2n coe amn

* Transponieren verwandelt eine (m x n)-Matrix in eine (n x m)-Matrix.

X1
* Transponieren verwandelt einen Spaltenvektor x = | : | in einen Zeilenvektor x” =

Xn
(X1,X2,...,Xp).

Eine Matrix heiRt symmetrisch, wenn gilt: AT = A.

Eine Matrix heiRt antisymmetrisch, wenn gilt: AT = — A.
= Jede Diagonalmatrix ist symmetrisch.

Als Spur (engl. trace) einer quadratischen Matrix bezeichnet man die Summe der Diagonal-
elemente

n
tr(A) =) ai;. (12.23)
i=1
Beispiel fiir Matrixoperationen:
a B O a -p 0
A= —ﬁ a 0 , B= ,B a 0
0 01 0 0 1
20 0 O a 0 O
Summe: A+B=|0 2a 0]|=2(0 a O (12.24)
0 0 2 0 0 1
20 0 O
(A+B) =0 2a 0|=A+B = A+B symmetrisch.
0 0 2
tr(A+B)=4a+2=trA+trB.
0 28 0 0 10
Differenzz. A-B=|-26 0 0|=286|-1 0 0 (12.25)
0 0 0 0 0O
0 -28 0
A-BT=[28 0 0|=-(A-B) = A-B antisymmetrisch.
0 0 O

tr(A—-B) =0=1tr(A) —tr(B).
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12.6 Die Matrixmultiplikation Mathematik - Auffrischungskurs

12.6 Die Matrixmultiplikation

Wir mochten ein assoziatives Produkt von Matrizen definieren.

Definition: Sei A = (a;j) eine (m x n)-Matrix und sei B = (b;;) eine (n x a)-Matrix. Dann ist
das Produkt A- B = C eine (m x a)-Matrix C = (¢;;) mit Eintrdgen

n
cij=Y aibrj ; i=l...m; j=1,..,a. (12.26)
k=1

Das heif3t: Es ergibt sich das Element in i-ter zeile und j-ter Spalte der resultierenden Matrix,
indem die Elemente der i-ten Zeile der ersten Matrix mit denen der j-ten Spalte der zweiten
Matrix multipliziert und aufsummiert werden.

Beispielsweise ergibt sich fiir (3 x 3)-Matrizen:

a1 a2z a3\ (bun bz bis aj1biy + aioboy + azbzy  ay bz + aabao + a13bs;

a1 dzy a3 |-|b21 b boz|=|ao1bii+axbz +axbs  azibiz + axboy + a3 bz

az1 az asz) \b31 b3 b33 az1by1 + aza by + azzbsy  azi1 bz + azzbao + azz bz
(12.27)

Wichtig ist, dass die Spaltenzahl der ersten Matrix gleich der Zeilenzahl der zweiten Matrix
ist.

1 0 1 3 71 3+0+1 7+0+0 1+0+1
Beispiel: |2 1 -1|-[2 0 5|=|6+2-1 14+0+0 2+5-1
1 3 0 1 01 3+6+0 7+0+0 1+15+0
4 7 2
=|7 14 6 |. (12.28)
9 7 16

Man kann das Skalarprodukt zweier Vektoren ry, r, auffassen als das Produkt des Transpo-
nierten von r; mit ry:

X2
)= 1 z)|y|=xn+ny+az. (12.29)
22

Die Einheitsmatrix ist das Einselement der Matrixmultiplikation,

A-1l,=1,-A=A, A: (n x n)-Matrix. (12.30)

Algebraische Eigenschaften der Matrixmultiplikation

¢ nicht kommutativ, A-B # B - A;
e assoziativ, A-(B-C)=(A-B)-C=A-B-C;
e distributiv, A-(B+C)=A-B+ A-C.
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12.7 Die Determinante

Die Determinante ordnet jeder quadratischen Matrix eine (reelle) Zahl zu.

Definition: Die Determinante einer (2 x 2)-Matrix A ist definiert als

a b
A—(C d) det(A):=a-d—-c-b.

(12.31)

Die Determinante einer (n x n)-Matrix kann mit Hilfe des Laplace’schen Entwicklungssatzes
bestimmt werden, wobei man die Berechnung auf Dterminanten von (2 x 2)-Matrizen zu-

riickfuhrt.

Beispiel einer (3 x 3)-Matrix:

Um die Determinante einer (3 x 3)-Matrix zu bestimmen, entwickelt man nach einer (be-
liebigen) Zeile oder Spalte, wobei jeder Koeffizient a;; mit derjenigen Unterdeterminante
multipliziert wird, die durch Streichung der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht und ein

alternierendes Vorzeichen nach dem Muster

+ - +
- + —| bzw. (-D'"/
+ - +
tragt. Sei nun also A definiert als
an adpp ais
A=|ax; ap ay3|, alternative Schreibweise det(A)=]|A|,
asy dsz2 dadss
dann ergibt sich die Determinante von A zu
ayl diz2 4ais ail diz2 a3 ailp a2 43
det(A) =ay1-|a21 axp ax3|—aiz-|az dxo a3 +aiz-|dz drp o3
as; dzz2 4ass asy dsp adss asy dsz2 ds3
—a a2 A3 ay dzs azy dpp
=a;- _ . .
as dss asy dadss asy dsz

= ay1(azzas3 — azpaps) — arz(ap1 azs — azy az3) + aiz(ag) aze — azy azz).

(12.32)

(12.33)

(12.34)

Hier wurde nach der ersten Zeile entwickelt. Wir hédtten genauso nach bspw. der zweiten
Spalte entwickeln kénnen:

det(A) = —a;s-

asi

= —a2(az1ass — az1az3) + aze(ary ass — azi1ai3) — azz(ay azs — a1 ai3).

an

azs3
ass

an
asy

a3
ass

an
apy

as
ass

(12.35)

Praktisch ist, immer nach derjenigen Zeile oder Spalte zu entwickeln, welche die meisten
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12.7 Die Determinante Mathematik - Auffrischungskurs

Nullen enthdlt. Dafiir schauen wir uns ein Zahlenbeispiel an:

730
1 2 4 :0—4-‘2 2‘+5‘I ;‘
3 85
=—4(56-9)+5(14-3) = -188+55=-133. (12.36)

Eigenschaften von Determinanten
e det(A-B) =det(A) -det(B)
e det(k-A) =k"-det(A), wenn k€ Rund A: (n x n)-Matrix
o det(AT) = det(A)
e det(l) =1.

Beispiel: Spatprodukt Das Volumen des durch die Vektoren

ax by Cx
a, b, C;

aufgespannten Spates kann als Determinante einer aus a,b und c gebildeten Matrix ge-
schrieben werden,

Ay bx Cy
V=lar by o (12.38)
aZ bz CZ
[45% bx aybz—azby Cy
Denn: ay | x by = a,by,—a.b, |- ¢y
a; bz axby - aybx C;
= cx(@ybz = azby) — cy(axbz — azbx + cz(axby — aybz))
ax bx Cx
und |ay by cyl=cx * Zy Oy Zx Zx Cz Zx Iljx
a; by ¢ = TE z Pz y Py
z z z

= cx(ayb; — azby) — cy(axb; — a; by + c(axby — ayb;)). (12.39)

Wir sehen, dass beide Ergebnisse miteinander {ibereinstimmen.
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12.8 Die inverse Matrix

Die zu einer quadratischen Matrix A gehorende inverse Matrix A~! ist durch die Bedin-
gung

A-At=A1.4=1 (12.40)
definiert. Erinnerung: Im Falle reeller Zahlen ist jedem x € R\{0} ein multiplikatives inverses
Element (x~! = 1) zugeordnet, sodass x-x~! =1 gilt.

Beachte: Nicht jede Matrix besitzt ein Inverses (ist invertierbar)! Eine invertierbare Matrix
heil3t reguldir; eine nicht invertierbare Matrix heil3t singuldr.

Satz. Eine quadratische Matrix A ist genau dann invertierbar, wenn gilt: det(A) # 0.

* Eine Matrix heiRt selbstinvers, wenn gilt A™! = A.

« Eine Matrix heilt orthogonal, wenn gilt A=! = AT,

Die inverse Matrix A~! von A kann, sofern existent, mit Hilfe des sogenannten Gaufs-Jordan-
Algorithmus bestimmt werden. Dabei schreibt man die (n x n)-Matrix A zusammen mit der
Einheitsmatrix 1,

(Al ), (12.41)

und bringt diesen Ausdruck mit Hilfe von elementaren Zeilenumformungen in die Form
(1,]A~Y aus der A7! abgelesen werden kann. Erlaubte Zeilenumformungen sind:

* Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl k € R\{0},
e Hinzuaddieren des k-Fachen einer beliebigen Zeile zu einer anderen,

¢ Vertauschen zweier Zeilen.

o (1 0 1 0(1 O
Beispiel: A_(Z 3) 2 30 1) ‘ D + (=2)- @)

1 0/1 O 1

~ o 3|-2 1) ’ 3 @
1 0|1 O _ 1 0

= 1o 1.2 1) :>Al:(_g 1)- (12.42)

3 3 3 3
Wir tiberpriifen das Ergebnis mit einer Probe:
1 0)(1 O 10
. _1: . = =
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12.9 Anwendungen von Matrizen Mathematik - Auffrischungskurs

12.9 Anwendungen von Matrizen

Losen von linearen Gleichungssystemen

Wir erinnern uns an das lineare Gleichungssystem mit 3 Unbekannten (siehe (2.31a) bis (2.31c))

a1x+b1y+clz: kl, (12.44a)
X+ byy+crz=ky, (12.44b)
asx+bsy+csz=ks. (12.44c)

Dieses System kann auch als Matrixgleichung geschrieben werden:

a) bl C1 X kl
ay bg Co yi= kg . (12.45)
as bg C3 V4 k3

—_—

Koeffizientenmatrix

Das System nach x, y, z auflésen, heil3t also, es auf eine Form zu bringen, in der die Koeffizi-
entenmatrix diagonal ist.

Darstellung physikalischer GroBen

Viele physikalische Gro3en sind selbst Matrix-wertig. Wir wollen im Folgenden einige Bei-
spiele nennen:

e Die Tragheitsmomente eines starren Korpers werden in einer Matrix zusammenge-
fasst.

e Bewegungen und vErformungen, die auf der Wechselwirkung elektromagnetischer Fel-
der mit Ladungen beruhen, werden durch eine Matrix beschrieben, in der die Kompo-
nenten des elektrischen und magnetischen Feldes zusammengefasst sind (elektroma-
gnetischer Spannungstensor).

* Das doppelbrechende Verhalten anisotroper Kristalle kann durch eine Matrix-wertige
Brechzahl beschrieben werden.

* Viele Observablen der Quantenmechanik (Energie, Drehimpulse) kénnen als Matrizen
dargestellt werden.

* In der Allgemeinen Relativitdtstheorie ist die Geometrie einer Raumzeit durch eine
Matrix bestimmt.

* Die sogenannte Dichtematrix ist elementarer Gegenstand der statistischen Quanten-
mechanik.
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13 Grundziige der Integralrechnung

Wir konnen die mathematische Operation des Integrierens auffassen als die Umkehrung der
Differentiation. Das hei8t: Wir suchen zu einer gegebenen Funktion f(x) eine sogenannte
Stammfunktion F(x), sodass

f(x):% und schreiben F(x):/f(x)dx. (13.1)

Wir nennen dies das unbestimmte Integral der Funktion f(x). In symbolischer schreibweise
lasst sich das Integral folgendermal3en konstruieren:

dF(x)
dx

f)dx= —dﬁim dx = dF (x) ( /

fx) = |-dx

/f(x)dx:/dF(x):F(x). (13.2)

Ein paar Beispiele wollen wir hier beispielhaft einmal notieren. Kennen wir die Ableitungen
verschiedener Funktionen, so konnen wir das dazugehorige Integral leicht konstruieren:

1
o /ldx:x+C, J /—dx:ln|x|+C,
X
xn+1 1
. /x”dx: +C, . / 5 dx = arctan(x) + C,
(n+1) 1+x
1 \/_ ox eCX
o —dx=2vx+C, ) dx=—+C.
/ﬂ /e YT

Hierbei ist C = const. die sogennante Integrationskonstante. Das unbestimmte Integral be-
schreibt ndmlich die Menge aller Stammfunktionen, deren erste Ableitung f(x) ergibt.

Im Gegensatz zur Differentiation existiert im Allgemeinen kein Algorithmus zur Bestimmung
eines Integrals. Aulerdem besitzt nicht jede Funktion eine geschlossen analytisch darstell-
bare Stammfunktion.

Beispiele Stammfunktion von f(x) =3xy*+2y—4x+3 (13.3)

F(x):/(Bxy2+2y—4x+3)dx
:%x2+y2+2xy—2x2+3x+c
:(?’le_Z)x2+(2y—3)x+C

Stammfunktion von f(y) =3xy*+2y—4x+3 (13.4)

F(y):/(3xy2+2y—4x+3)dy

=xy°+y* - (4x-3)y+C.
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13.1 Das Wegintegral Mathematik - Auffrischungskurs

Wir sehen also, dass es wichtig, ist, die korrekte Variable zur Integration auszuwéhlen.

Bei einem bestimmten Integral wird die Stammfunktion an einer oberen und einer unteren
Grenze ausgewertet. Das Ergbnis hidngt nicht mehr von der Integrationsvariablen ab. Wir
konnen damit den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung formulieren:

Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung

X2

/f(x) dx = F(x2) — F(x1). (13.5)

X1

X2

X1

X2
Man schreibt auch / f(x)dx =F(x)
X1

Als Integrationsgrenze kann ebenfalls +oco auftauchen, was im Sinne eines Grenzwertes zu
verstehen ist, also

o0 t
/f(x) dx = tlim /f(x) dx. (13.6)
0 0
Man findet aulRerdem oft Schreibweisen wie
/ fx)dx= /f(x) dx. (13.7)

Es ist zu beachten, dass sowohl endliche als auch unendliche Integrale nicht immer konver-
gent sind, bspw.
o0
/ e*dx=¢"
0

/cos(x) dx =sin(x)

0

0 (13.8)

oo

0

13.1 Das Wegintegral

Wir fithren das Wegintegral ein am Beispiel der Frage “Was ist die Arbeit?”. Bewegt sich ein
Teilchen (Massepunkt) unter dem Einfluss einer konstanten Kraft F entlang eines Weges der
Léange s, dann lautet die Antwort

Arbeit = Kraft mal Weg, bzw. W =F-s. (13.9)

Betrachten wir das konkrete Beispiel eines Elektrons (Ladung g = —e) im Kondensator mit
elektrischer Feldstédrke E, das sich unter Einfluss einer Coulomb-Kraft F = g - E bewegt.
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13.1 Das Wegintegral Mathematik - Auffrischungskurs

Wiirden wir das elektrische Feld immer dann neu einstellen, wenn das Elektron ein be-
stimmtes Wegintervall As zuriickgelegt hat, so ergédbe sich die gesamte Arbeit als Summe
der Arbeiten innerhalb der einzelnen Teilstrecken. Fiir n Teilstiicke ergibt sich die Gesamt-

As . As , As | As |  As
[ 7 7 ] )
i i i i i n Teilstiicke
F B |\ F | F | - | F s=n-As
- | \S | | | i
Arbeit zu
W=W+Wr+...+ W,
SIAs
=qE|As+ gE1As+...+eE;As=¢q Z E;As. (13.10)

i=1

Wollen wir nun die Gesamtarbeit bestimmen fiir den Fall, dass das E-Feld kontinuierlich
verdndert wird, so haben wir den Weg in unendlich viele Intervalle einzuteilen, sodass das
Feld in diesen unendlich kleinen (infinitesimalen) Intervallen konstant ist; das fithrt auf die
Definition des Integrals:

S

s/As
Y El-As) ::q/E(s’)ds’. (13.11)

i=1
0

W=g¢g- lim
q As—0

Dabei ist das elektrische Feld nun als eine (kontinuierliche) Funktion E = E(s) aufzufassen.
Bildlich gesprochen hei8t das: Mit Hilfe des Integrals “bewegen” wir uns entlang eines Weges
und “sammeln” an allen Punkten die Beitrdage der Kraft zur Gesamtarbeit ein.

Arbeit ist das Integral iiber eine Kraft entlang eines Weges.

Der Weg muss hierbei nicht notwendigerweise gerade sein. Insbesondere kénnen wir die

g/\)b / F(s)ds

Kurve C C
a=b

55 F(s)ds
Kurve C C

Lange einer Kurve bestimmen als das Integral iiber die konstante Funktion f(s) = 1. Bildlich
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13.2 Flachen- und Volumenintegrale Mathematik - Auffrischungskurs

heil3t das: Wir “sammeln” den Beitrag eines jeden infinitesimalen Streckenabschnitts zur Ge-
samtldnge ein.

13.2 Flachen- und Volumenintegrale

So wie wir Langen mit Hilfe des Wegintegrales berechnen kénnen, lassen sich Fldchen mit
Hilfe von Flachenintegralen berechnen,

Doppelintegral: A:f dxdy. (13.12)
Flache

Beispiel: Das rechtwinklige Dreieck

Wir legen zundchst die Integrationsgrenzen fest: y

x von 0 bis a,

von 0 bis éx
y a x% b
a ox a by “b >~ X
:A:/dx/dy:/dxy :/—xdx a
a
0 0 0 0 0
b [ b ,|* ab
:—/xdx——xz -9 (13.13)
a 0 2

In der Schule wird das Integral {iber eine Funktion f(x) oft eingefiihrt als die Fliache, die diese
Funktion mit der x-Achse einschliel3t:

X0 f(x) X0 f(x) X0
A:/dx/dy:/dxy :/f(x)dx. (13.14)
0 0 0 0 0

Beachte, dass auch unendliche Flichenintegrale konvergieren kénnen, wie bspw.

o0
1 1
A= | Sdr=--
/r2 r
1

Es wird an dieser Stelle kaum verwunderlich sein, dass auch Volumen durch Integration be-
stimmt werden. Wir fiihren dafiir das Volumenintegral bzw. Dreifachintegral ein

=1. (13.15)

1
V= ff dxdydz. (13.16)

Volumen
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13.3 Eigenschaften und Rechenregeln Mathematik - Auffrischungskurs

Beispiel: Prisma mit Parabelausschnitt

Das Volumen des Prismas ergibt sich zu

N

20
Xo V20 —y2 +2o

V:/dx/dy / dz z2(y) = -y*+ 2

0 0 0
X0 \/Z—O

:/dx/dy(—y2+z0)
0

0

0 » VZo -V
/dx(——+zoy V70

3 0 \ /
0

3
V2 2
:xo(_ 3 +zo\/Z):§x0\/z‘03. 31y X

X

Hierbei “laufen” die Integrale iiber x und y die Grundfldche ab, wihrend das z-Integral mit
der (von y abhdngigen) Hohe multipliziert wird.

Bemerkung: Man schreibt auch A = [[dxdy = [dAund V = [[f dxdydz = [dV, sodass
eine bildliche Vorstellung dhnlich dem Wegintegral moglich ist: Wir schreiten das Gebiet in-
nerhalb der Integrationsgrenzen ab und “sammeln” infinitesimale Fldchenstiicke dA bzw.
Volumenstiicke dV ein.

Natiirlich konnen auch Flachen- und Volumenintegrale iiber Funktionen betrachtet werden.
Dafiir betrachten wir beispielhaft die Masse eines Quaders der Kantenldngen a, b, ¢, dessen
Dichte p ortsabhéngig ist:

a b c

M:/dx/dy/dzg(x,y,z):/Q(r)dV. (13.18)

0 0 0 v

13.3 Eigenschaften und Rechenregeln

b

b b
o Linearitéit:/((xf(x)+,6g(x))dx:a/f(x)dx+ﬁ/g(x)dx

» Zerlegung des Integrationsgebietes: a< k< b

b k b
/f(x)dx:/f(x)dx+/f(x)dx (13.19)
a a k
b a
e Vertauschung der Grenzen: / fx)dx=- / f(x)dx
a b
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13.3 Eigenschaften und Rechenregeln Mathematik - Auffrischungskurs

Speziell fiir gerade Funktionen, f(—x) = f(x) bzw. ungerade Funktionen, f(—x) = —f(x):

2 d
/f(x)dx /f(x)dx+/f(x)d = ff(X) ¥ fE0=1w (13.20)
f=x)=-f(x)

—/f(x)dx:/f(—x)dx, nach Subst. x - —x, dx— —dx

Beispiel 1: f(x) = cos(x)

/2 x /2 x
2
/ cos(x)dx = sin(x) =2, 2 / cos(x)dx =2sin(x)| =2. (13.21)
_x 0
—/2 2

Beispiel 2: f(x) = sin(x)

T

/sin(x) dx = —cos(x)

=7

T

=1+(-1)=0. (13.22)

v/
o daf _
Umkehrung der Ableitung: [ g-dx= [df = f.

Beispiel: Bewegung mit konstanter Beschleunigung

Wir gehen nun von einer konstant beschleunigten (Beschleunigung a) Bewegung (v(f) - Ge-

schwindigkeit) aus:
dv(t
”( ) _ '/dt (13.23)

v(t)

/dv(”dt :/adt = /dv:a-(t—to)

d /

to 4] v(tp)
vi)—v(ty) =a-(t—ty) ,wihle tp=0und v(0) = vy
=>v()=a-t+vg. (13.24)

Nun berechnen wir noch die Funktion des Ortes x(f) durch eine zweite Integration

dx(t
D v =a-t+v, )/dt’ (13.25)
dr
td (t’) t x(1) tz
X
/ dr dt':/(a-t'+vo)dt’ = /dx:a-z+vot
0 0 x(0)

a o,
x(t)—x(O)zzt +vot , x(0)=xp

a
= x(f) = 5t2+ Ut + Xo. (13.26)
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Im Folgenden werden noch drei besonders wichtige Methoden zur Umformung von Integra-
len vorgestellt.

1. Partielle Integration

Hier sind: u = u(x), v = v(x) Funktionen und u' = dgch)' v'= dgich)'

Wir wenden nun die Produktregel der Differentiation auf das Produkt - v an und integrieren
anschlieBend wieder:

wv) =v'v+v'u bzw. uv' =wv) -vd ‘/dx (13.27)
/ u(x)v' (x)dx = u(x)v(x) - / v(x)u'(x)dx (13.28)
b b
mit Grenzen /u(x) v (x)dx = u(x)v(x) —/v(x)u'(x) dx (13.29)
a a a
Beispiel 1: / x e* dx:xex—/exdx: (x—1e*+C. (13.30)
7 et
1%
Beispiel 2: /ln(x) dx:xln(x)—/dx:x(lnx—1)+C. (13.31)
u:ln(x)} , 1
, u== v=x
v =1 X

Beispiel 3: / sin(x) cos(x) dx = — cos®(x) — / sin(x) cos(x)dx.

u = cos(x) } ,
u

V' = sin(x) =—sin(x), v=-cos(x)

=> Z/Sin(x) cos(x)dx = —cos?(x) + C

. 1 2 -
sin(x) cos(x)dx = —5 cos“(x)+C (13.32)

Bemerkung: Fiir das letzte Beispiel, kann das Integral mithilfe des Additionstheorems (7.14)
vereinfacht werden zu % sin(2x), wodurch sich das Integral einfach berechnen ldsst zu

1 1 1 1
— [ sin(2x)dx =—-cos(2x)+C = —— cos? x)+—-+C. (13.33)
2 4o — 2 4

2cos?(x)—1 C‘i
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Hier erkennen wir, wie wichtig die Integrationskonstante beim Integrieren ist. Durch das Ad-
ditionstheorem ist die erhaltene Stammfunktion um i gegeniiber der vorherigen Methode
nach unten verschoben gewesen.

2. Logarithmische Integration

Steht bei der Integration eines Bruches die Ableitung des Nennerterms im Zihler, so ldsst
sich das zugehorige Integral einfach berechnen:

Logarithmische Integration

f'(x
dx=In|f(x)|+C. (13.34)
fx) !
o 3x%+10x+2 3 )
Beispiel 1: ————dx=In|x>+5x“+2x|+C. (13.35)
x34+5x24+2x
1
1
Beispiel 2: /2— dx = /M dx =In|tan(x)|+ C. (13.36)
cos*(x) tan(x) tan(x) —_—

3. Substitution

Durch Substitution erfolgt ein Wechsel der Integrationsvariable:

b
/ f(x)dx ,betrachte z = z(x) bzw. x(z)

= Wechsel der Grenzen a+~— z(a), b— z(b)

d
= Wechsel des Integrationsmalles: Z(ZZ) =x' —dx=x'(z)dz
b z(b)
/f(x) dx = / fx(2)x'(z)dz. (13.37)
a z(a)
Beispiel 1: / tan(x)dx, Substitution: z(x)=tan(x) (13.38)

dz 2 9 dz
—=1+tan“(x)=1+2z° = dx=
dx 1+ 22

1 1
:/tan(x)dx:/1+—Zzzdz:§ln(l+z2)+C:§1n(l +tan2(x))+C

1+tan®(x)=cos2(x)

—In(cos?(x))
= f+C: —In|cos(x)| + C. (13.39)
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/2
.. . 3 e . dz
Beispiel 2: sin”(x) cos(x)dx, Substitution: z(x)=sin(x), ax = cos(x)
X
0
T dz
Grenzen: x=0:z2=0, x=—:z=1, Mall: dx=
2 cos(x)
/2 1
41
. 3 3 Z 1
= /sm (x)cos(x)dx:/z dz=—| =-. (13.40)
410 4
0

0

Integrationstabelle

Im Folgenden wollen wir noch einmal einige hadufige Integrale zusammenstellen.

Tabelle 5: Integrale spezieller Funktionen

fx) Fx)+C f(x) F(x)+C

v 1 K1 Inx x(Inx-1)
n+1 X

1 A _

1 In|x| log, x lna(lnx 1)

écx e* tan x —In|cos x|

a a* cotx In|sin x|
Ina . . 1 5

sin(x) — cos(x) arcsinx xarcsinx+v1-x

cos(x)  sin(x) arccosx xarccosx—v1—x2

1

——— tan(x 1

cosl2 (x) (%) arctanx xarctanx — = In(1+ x?)
—cot(x 1

sin?(x) (%) arccotx xarccotx+ 5 In(1+ x?)
arcsin(x)

=

arctan(x

1+ x2 ()
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