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1 Zeitunabhangige Storungsrechnung

Die quantenmechanische Behandlung konservativer physikalischer Systeme beruht auf der
Untersuchung der Eigenwertgleichung des Hamilton-Operators. Im Allgemeinen ist die Glei-
chung jedoch zu kompliziert, als dass man ihre Losungen analytisch bestimmen konnte.
Wird beispielsweise die Theorie des Wasserstoffatoms um relativistische Korrekturen (wie
Magnetkrifte) erweitert, ldsst sich die Schrodinger-Gleichung nicht mehr analytisch 16sen.
Eine der moglichen Ndherungsmethoden stellt die stationédre Storungstheorie dar. Es lassen
sich stérungstheoretisch behandeln:

e Zeeman-Effekt

¢ Paschen-Back-Effekt

Stark-Effekt

Spin-Bahn-Kopplung + relativistische Massenzunahme

Heliumatom

Wasserstoffmolekiil

1.1 Storungsrechnung ohne Entartung

Bei der zeitunabhédngigen Storungsrechnung gilt es, das Eigenwertproblem H |E,) = E,, |Ep,)
zu l6sen. Dafiir miissen einige Voraussetzungen getroffen werden:
1. Die Eigenwerte und -zustdnde des ungestorten Systems seien bekannt und diskret:
HO|E,) = B [EY).

2. Der Hamilton-Operator sei zerlegbar in die Form: H= H® + AH%,

3. Beim Grenziibergang A — 0 gehen die Eigenwerte und -zustdnde in den ungestorten
Fall tiber: lim | E, (1)) = |ED)Y, lim E,, (1) = EV.

4. Die Eigenwerte und -zustidnde lassen sich in Potenzreihen entwickeln:

|En(L)) = )" AL
i=0

EDY, EnA) =Y ALED. (1.1)
i=0

Weiterhin stehen die Vektoren

E ,(1’)> orthogonal aufeinander
<E,(j) |Efj,)> - (1.2)

Das Ziel ist es nun, die verschiedenen Ordnungen der E % und E,(j)> zu berechnen. Die Po-

tenzreihenentwicklung sieht folgendermaflen aus:

E,V)=EQ +AEQ + VEP +...

(1.3)
|En()) = |E?)+ A|ED) + A2 |EP) +...




1.1 Stdérungsrechnung ohne Entartung Atome und Molekiile 2

Unter der Annahme, dass ndherungsweise <E ,(10) |E§ZO) (/1)> = 1 ist, ergibt sich

S5 . .
(EQIEQ ) = (E9|ED) + Y Al <E;O)|E§1’)>
;rl ;rl i=1
= (EVIEY) =0, ieN. (1.4)
Wird nun Gleichung (1.1) in die zeitunabhédngige Schrodinger-Gleichung eingesetzt, ergibt
sich:

H(A)|En(A)) = En(A) |1 En(A))
Eili)> S AED ||y A E,(j)>
i=0 i=0

Es wird verlangt, dass diese Gleichung fiir kleine, aber beliebige A erfiillt ist. Der Koeffizien-
tenvergleich liefert dann:

2N =
i=0

1

(H° + A HSY ) (1.5)

A% H|EY) = EP|EY)

A (O~ E9)|EDY + (%~ EM) [ED) = 0

12- (HO _E;(10)) |E,(12)> 4 (HSt_El(il)) |E,(1D> _E;(12) |E£ZO)> =0

AE: (O = B |[ER ) + (1% - ED) |ESD) - P |ES2) — .~ EP[EP) =0

Es folgt nun die sukzessive Berechnung der verschiedenen Storungsordnungen fiir die Ener-
gien und Zustdnde.

Berechnung der Energiekorrektur 1. Ordnung

Wird die Gleichung fiir A! auf <E£ZO)

projiziert, ergibt sich:

At (HY-ED) EQY + (H* -EP) [EQ) =0

> (EO1H - EQIEDY + (EQ B - EPIEVY =0

& (BOHED )~ (EDEMED Y+ (ED1H - EDIED) =0

> (EV1H*-EPIEDY=0 (1.6)

Dabei wurde im dritten Schritt der ungestérte Hamiltonian auf den linken Eigenzustand an-
gewandt, das resultierende Skalar wird aus dem Skalarprodukt herausgezogen und (1.2) wird
angewandt.

Durch Umformen des Terms in (1.6) ergibt sich
(B = BV IED) =0
o (EDIED) (B IEPIED) =0

woraus direkt die Energiekorrektur in Storungsrechnung 1. Ordnung folgt:

EW = <E’(10) |HSt|Efl°)> i (1.8)




1.1 Stdérungsrechnung ohne Entartung Atome und Molekiile 2

Berechnung der Zustandskorrektur 1. Ordnung
Wird die Gleichung fiir A! auf <E,(2)) fiir m # n projiziert, ergibt sich:

AL (HY = EDYEP)Y + H - ED) |[EVY =0

> (EQH - EPIEPY + (EQIH" - EPIEDY =0

& (Ey — EDVEREY) +(E | HYEY ) — (EZHERE) = 0
< EQ g8 E,@O)>

O Ay —
o (Ep|E,) = EOE (1.9)
Der Zustand Eﬁll)> kann nach den Eigenfunktionen von H° entwickelt werden:
W y O MY | £0)
|En >: Z <Em |Ey >|Em > (1.10)

m=1,m#n

Wird dies in Gleichung (1.9) eingesetzt, ergibt sich daraus die Zustandskorrektur 1. Ord-
nung:

| o3, (1.11)

€)) O <E(O) | HStl 3 > 0) °° HSt
E = E =
| " > m=12.r:n¢n E1(10) _E(r)n | " > mzl,zm# E(O)

Der Nenner von (1.11) wird Null, wenn zwei entartete Energiezustdnde EV = g9 vorliegen.
Darum ist die hergeleitete Formel nur fiir nicht-entartete Zustdnde giiltig.

Berechnung der Energiekorrektur 2. Ordnung

Wird die Gleichung fiir A2 auf < "

12 : (HO _ E’(10)) |E’(12)> + (HSt _ E](})) |E£ll)> _ E’(12) |E,(10)> =0

o (EO|(H—ED ED) + <E’(10)|(H5t73517)|]5511)> —E@(EVIE®Y =g
—_——

=1
o B = (B HYIE). 112

Wird nun die Zustandskorrektur (1.11) in (1.12) eingesetzt ergibt sich

EO| st E(0)>
E(Z) <E(O)|HSt OXO: < m] |En
m=1,m#n E;O) - qu
<E(°)| HS|E (0)>

E(O) _ EO

m

< EO \HSY|E (0)>

0
m=1,m#n Eﬁl) - m

5)

<E(0)|HSt|E(0)> (1.13)




1.1 Stdérungsrechnung ohne Entartung Atome und Molekiile 2

Damit lautet die Energiekorrektur 2. Ordnung

" i | <E(O)|HSt|E,(10)> |2 i |HSt |2
£ _ _ 1 Hmnl” (1.14)
n m=Lm#n E(O) EO m="Lm#n E(O) EO

Beispiel: Harmonischer Oszillator im konstanten elektrischen Feld

Als Beispiel eines nichtentarteten Problems wird der harmonische Oszillator herangezogen,
der einer linearen Stérung H> = gEX unterliegt. Fiir den ungestorten Hamilton-Operator
gilt

52
m 1
=P 2 En:hw(n+—), n=0,1,2,... (1.15)
2m 2 2
Mit dem Storterm des elektrischen Feldes ergibt sich der Hamiltonian zu
A2
m
H=P 2324 gEs. (1.16)
2m 2

Fiir diesen Fall ist eine exakte Energie der Storenergie tatsdchlich moglich. Dafiir wird fol-
gende Substitution vorgenommen:

2 212
. . qE m , ( qE ) m prye 1 e°E
=X+— = —w|(X+ = +qEX+ = 1.17
¥ mw? 2 mw? 2 9 2 mw? 117
Von den Energieeigenwerten wird nur ein konstanter Term abgezogen
A2 212
1 E

H=Y 4 “mw?p?- 4= (1.18)

2m 2 2mw?

Dieses Resultat soll nun durch Stérungsrechnung tiberpriift werden. Dafiir werden die Lei-
teroperatoren a (Vernichter) und at (Erzeuger) zu Hilfe genommen:

ip mw

a=Ki+——, a'=Kz--—, =1/ 1.19
2hK 2hK 2h (.19
Damit ergibt sich @+ @' = 2K %. Die Leiteroperatoren wirken auf die Eigenzustinde wie
~ 0 0
at|EY) = Vn+1|ED,)
. (1.20)
a|E) = vt E9, )

Wird dies nun in die hergeleitete Gleichung (1.8) fiir die Energiekorrektur eingesetzt, ergibt
sich:

EY = (E0\gESIED)

qgE / o SRR
2K<E @+ ah|E" >

= (B0 1aED) + (EV1a"1ED))

_ ;’Ti(\/ﬁ<E;°)lE;°ll]> +Vn+1(EQIED, )

=0 =0
=0. (1.21)




1.2 Stérungsrechnung mit Entartung Atome und Molekiile 2

Die erste Ordnung der Stérungsrechnung verschwindet als. Darum ist die Betrachtung der
2. Ordnung noétig. Mithilfe von Gleichung (1.14) folgt:

(B ISIEY )2

[e.°]
E®=¢°E* Y (1.22)
" m=1,m#n Eg)) —E%
Von dieser unendlichen Summe bleiben nur zwei Terme {ibrig:
1
(EQ 1B ) = <E“”1|a+aT|E‘°’> —Vn+l
2K 2K . (1.23)

1 1
— (B9 ja+a"|EY) = —n

EO xE@>
< n-1 1% En 2K 2K

Mit den Energieeigenwerten des harmonischen Oszillators ergibt sich die Energiekorrektur
2. Ordnung zu

|< ;Olll |E(0)>| |< (0) | |E(0)>|
E,) =q'E’ 0_ o0 T L0 0
Ey En+1 Ey _En—l
n+1 n
— ¢°F? N
4K2(hw(n+05-n-1.5)) 4K?(hw(n+0.5—n+0.5))
222
2 of n+l n ) q°E
= E — —+ = — . ].24
qa 4K2hw  4K2%hw 2mw? ( )

1.2 Storungsrechnung mit Entartung

Fiir die Stérungsrechnung mit Entartung ist wieder die Losung der zeitunabhéingigen Schro-
dinger-Gleichung gesucht

H|E,) = (H+ H*)|E,) = Ey|Ey). (1.25)
Dabei sei der ungestorte Zustand f-fach entartet:
H|Ep, ) =EQ |Ey,), mita=1,2,3,...,f. (1.26)

Theoretisch kann nun jede Linearkombination der Basisvektoren |E,, ) ein Eigenzustand
von HY sein, d.h. es ist unklar, aus welcher Linearkombination der gestorte Zustand her-
vorgeht.

Daher werden die folgenden Voraussetzungen modifiziert:

; — 0 ; — 0
lim E,, () = £, lim =X ED). (1.27)
Im Folgenden wird sich auf den Fall A = 0 beschrédnkt, was auch als nullte Ordnung Stérungs-
rechnung bezeichnet wird. Es gilt daher

fo
|Ep) =) aq|En,)- (1.28)

a=1




1.2 Stérungsrechnung mit Entartung Atome und Molekiile 2

Die Aufgabe ist nun also die Koeffizienten a, zu bestimmen.
Wie beim nicht entarteten Fall gilt fiir die gestorten Zustande

f
(EnlEpy =Y atagbop= ) las*=1. (1.29)
a,B a=1
Werden nun (1.28) und (1.26) in (1.25) eingesetzt, ergibt sich
S EQ |Ep, ) + H|En, Y @a = En Y. aa|En,)- (1.30)
a a

Wird anschliellend das Skalarprodukt mit <E ng
2 |(En

a
2

a

gebildet, folgt:

E |En,) +(En,

HSt |Ena>] Qg = E”Z<Enﬁ Ao |Ena>'
a

HSt|Ena>]aa = E, Y aubap. (1.31)
a

EV8ap+(En,

Mit der Abkiirzung Hgta = <Enﬁ |HSYE na> und EY = E,, — EY lisst sich (1.31) auch schreiben
als

f
Y (Hp, —Eap)ag=0 (B=1,2,... f). (1.32)
a=1

Es ergibt sich also ein System von f homogenen Gleichungen fiir die Koeffizienten a,, d. h.

die Berechnung der gestorten Zustiande.

Das Gleichungssystem hat nur dann nicht-triviale Losungen, wenn folgende Determinante
verschwindet:

0= det(HS:, - E1)

St (1) St St
H}| - Ej, HY, Hlf
HSt HSt _ E(l) . HSt
= S 7. (1.33)
H'St Hét HSt _ E(l)
f1 f2 fr n

Zur Berechnung der Energien EY ist daher i.A. ein Polynom vom Grad f zu l6sen mit f
verschiedenen Losungen. Die Storung hebt die Entartung (unter Umstdnden nur teilweise)
auf.

Anleitung “Entartete Storungsrechnung”
1. Bestimmung der Stormatrix <E ng |H StIEna>
2. Diagonaliseren der Matrix und Bestimmen der Eigenwerte E, und -vektoren |E,, )

3. Die gestorten Energien und Zustidnde sind dann gegeben durch

En, =EY+EY, (@=1,2,...,f)

Enﬁ>. (1.34)

f
|Ena> = Z aa’ﬁ
p=1




1.2 Stérungsrechnung mit Entartung Atome und Molekiile 2

Beispiel: 2D-Potentialtopf mit unendlich hohen Wanden

Im Folgenden wird der unendlich hohe Potentialtopf ausgewertet. Zur Vereinfachung wird
Ly = Ly = a angenommen. Der Hamilton-Operator im ungestorten Fall nimmt die Form

H= L(P2 +PH+ V() + V() (1.35)
2m Y '

an und lésst sich in ein eindimensionales Problem iiberfiihren mit |¥) = [¥,)|¥ ). Die Ei-
genwerte der Energie lauten dann

h2m? 9 9
E,,=—— + , ,dg=1,2,3,... 1.36
p.q 2ma (p q ) p,q ( )
V(x,y) =00
a I .
>~ Vix,y)=0 >~
klassisch erlaubt
0r- ] | ]
l l
0 a 0 0.5 1 1.5 2
X X

Fig. 1: Links: Potentialverlauf, Rechts: Aufenthaltswahrscheinlichkeit |V (x, y) |2

Der Grundzustand mit p = g = 1 ist nicht entartet. Das ndchste Energieniveau ist zweifach
entartet:

2.2 2.2

W 12402 = %(2% 12). (1.37)

E = 1
b2 2ma2(

Die zugehorigen Wellenfunktionen lauten

2ny)
a

2 . (2nx) ., (my
WYr1(x,y) = —sin|— sm(—)
a a a

2 . (mXx\ .
Yio(x,y) = —sm(—) sm(
a ~a (1.38)

Im Folgenden wird nun die Stérung V(x,y) = -K-xy, K >0 betrachtet. Gemal der Anlei-
tung wird zunéchst die Stormatrix bestimmt:

b ((A|H5t|A> (BIHSt|A>) (1.39)

(A|H™|B) (BIH%|B)




1.2 Stérungsrechnung mit Entartung Atome und Molekiile 2

Die Matrixelemente auf der Hauptdiagonalen ergeben sich zu:

2 2K
(AIHSt|A>———ffxy31n sm2 (ﬂ) dxdy:—aT
a
(1.40)
a2
St =R Ty _ K .
(BIH*|B) = ffxysm ( )sm ( ; )dxdy —4 =: 1.
Fiir die anderen beiden Elemente ergibt sich ebenfalls ein Wert ungleich Null:
4K a 2 2
<AIHSt|B>:—?ffxysin(n—;)sin( Zx)sn( Zy)sm( ay)dxdy
0
a 2
4K 2
= —2(/xsin(ﬂ)sin(ﬂ)dx)
a a a
0
4K (-8a2\* , 64
=-— - =:s. 1.41
az( 972 ) a 81x? 2 (1.41)
Die Stormatrix (1.39) ergibt sich damit zu
e (/11 Az) M-EY A 0 1.42)
2 A4 A A —ED| ™ ’

Aus dem Verschwinden des charakteristischen Polynoms folgen die Energieeigenwerte 1.
Storungsordnung

EY =M+ 22,41 — Ao}

, (1 64 , (1 64
:{—aK—+4—,—aK——4 } (1.43)
4" 81t 4 "8lnd

10



2 Der Stark-Effekt

2.1 Der quadratische Stark-Effekt

Die stationdre Storungsrechnung ldsst sich anwenden auf den Stark-Effekt im Wasserstoffa-
tom, welcher den Einfluss eines linearen elektrischen Feldes beschreibt. Dieser wurde 1913
von JOHANNES STARK entdeckt, welcher 1919 dafiir den Nobelpreis erhielt.

Zunichst wird wieder die Schrodinger-Gleichung fiir das ungestorte Wasserstoffatom aufge-
stellt

HO\nlm) = Eg)) Inlm) mit|nlm) =R, ;(r)Y;n(0,¢) 2.1)

wobei R, ;(r) die Radialwellenfunktionen und Y;,, die Kugelflichenfunktionen sind.

Das Wasserstoffatom befindet sich nun in einem externen, homogenen elektrischen Feld mit
dem Potential

Delekir. = —| Elz. 2.2)

Ein Elektron der Ladung g = —e hat in diesem Potential die Energie VSt = ¢|E|z, d.h. der
Storoperator lautet

H = ¢E-z. (2.3)

Die 1s-Wellenfunktion des Grundzustandes im Wasserstoff lautet

/1 /1 r
\P100 = -3 —exp (——) (2.4)
aB /A ap

Damit ergibt sich die Energiekorrektur 1. Ordnung zu

ek 2r
Eilo)o =eE <\P100|Z|\I]100> = —3/zexp(——) d3r
naB Fé ag

eE .
=— r cosﬁsmﬁexp(
nay

R3

2
——r) drd9de =0 2.5)
ag

Dabei verschwindet die Integration tiber 9 und die Energiekorrektur verschwindet in 1. Ord-
nung. Das Wasserstoffatom zeigt im Grundzustand also keinen linearen Stark-Effekt.

Es wird daher eine Betrachtung der Energiekorrektur 2. Ordnung notig

2
E@ _ p2p2 i | (¥ nim121¥100) | . (2.6)

100
n=1,l,m Evs—Enim

Bevor die Summe ausgefiihrt wird, werden im Ortsraum die Kugelflichenfunktionen be-

trachtet:
1 47
YOO =—, Z= rcos=r _YlO- 2.7)
47 3

11



2.1 Der quadratische Stark-Effekt Atome und Molekiile 2

Damit gilt aufgrund der Orthogonalitit der Kugelflichenfunktionen

[o.©]

5m06l1

7 R, (r)r3Ryodr. (2.8)

(YnimlzlWi00? =

In der Summe tragen also nur Zustdnde mit / = 1 und m = 0 bei. Zur Ndherung wird nur der
Zustand |¥,1¢) betrachtet

B2 ez 3 (¥ molzWioo) ® - 22 (P20l 100 1
100 i Ei-Ey Er-E

(2.9)

Fiir die Radialwellenfunktionen gilt hierbei

Rio(r) = 1 |~ ( r) R 1(r)e ( r) 2.10)
=,/—exp|-—]|, =./—=|—|exp[-—], .
10 ax P ag 21 6a3 \2ap P 2ag

woraus sich das Matrixelement ergibt zu

o0
1 4 1 3r 272
4 10|Z|‘I’100>=—/dr — [ ——ex (——):—ag. (2.11)
! v3J a \l 643 2ap P 2a5) " 755

Mithilfe der Rydberg-Beziehung

Ey-E = R(l 1)— L 3¢ (2.12)
o2 7 o 127 22 7 45e, 8ap ’
ergibt sich die Energiekorrektur zu
2 2% 5 o 3 2
ED = —4megr apE’ ~ —dmeo-148ay E. (2.13)

Der Effekt wird, aufgrund der quadratischen Abhéngigkeit vom elektrischen Feld auch qua-
dratischer Stark-Effekt genannt.

Wird nicht nur der |¥5;4)-Zustand, sondern auch alle iibrigen betrachtet, ergibt sich’

9
E® ~ —47T€oza%E2 ~ —4me2.25a3 B2 2.14)

Der quadratische Stark-Effekt ist nur fiir das Wasserstoffatom auf einfache Weise storungs-
theoretisch zu berechnen. Basierend auf der stérungstheoretischen Grundformel

oo (ERIHSED)P . in
E9= Y} R mit H' ~ z=rcos9=ry/ — Yo (2.15)
m=1,m#n En _Em 3

sind jedoch einige allgemeine Aussagen moglich. Es handelt sich stets um eine Energiabsen-
kung, da die Atomniveaus nach oben hin enger werden. Zudem sei angemerkt, dass inner-

11,I. Schiff, Quantum Mechanics, MacGraw-Hill Inc. 1968, Kapitel 33

12



2.2 Der lineare Stark-Effekt Atome und Molekiile 2

—_ Ex
Wii —————— E3=-15eV
W, ————  E,=-34eV
Wi, —————— FE =-136eV

Fig. 2: MaRstabsgerechte Darstellung der Energieniveaus im Wasserstoffatom

halb eines Niveaus Zustdnde umso weniger abgelenkt werden, je grof3er m; ist. Die anschau-

liche Erkldrung dafiir ist, dass die Komponenten von beispielsweise dem Integral (2 pzl Y10 |23>
(im 2p, Zustand gilt m; = 0) besser iiberlappen als im Integral (2p,|Y1o|2s) (im 2p, Zustand

istm;=1).

Zudem weisen hohere Zustdnde einen groleren Stark-Effekt auf, da der Nenner kleiner wird.
Physikalisch ausgedriickt bedeutet das, dass sich positive und negative Ladungen leichter im
|2p.)-Zustand verschieben lassen, als im |2p, ) )-Zustand, da sich der |2p,)-Zustand ener-
getisch tiefer befindet.

Weiterhin gilt das fundamentale Prinzip, dass auch Mehrelektronenatome eine definierte
Paritit? IT aufweisen. Deshalb zeigen alle Atome - bis auf die angeregten Zustinde des Was-
serstoffatoms keinen linearen Stark-Effekt:

ungerade
- : : — 3 * ~= _
Enjlm].—eE<n]lmj|z|n]lmj>—eEff dr ¥ itm, () z W jim, (1) =0
R3 — —
gerade oder ungerade gerade oder ungerade
ungz;rade

2.2 Der lineare Stark-Effekt

Ohne Vorhandensein eines elektrischen Feldes sind die angeregten Zustinde des Wasser-
stoffatoms mit demselben n hinsichtlich / entartet, d. h. sie haben dieselbe Energie. Wird
nun ein externes elektrisches Feld angelegt, dann vermischen sich die Zustinde mit ver-
schiedenem [ miteinander und es muss entartete Stérungsrechnung durchgefiihrt werden®.
Die resultierenden Zustidnde haben keine definierte Paritit mehr und die Stérungsrechnung
1. Ordnung verschwindet nicht.

2Die Paritit bestimmt das Transformationsverhalten bei r — —r
3siehe Ubungsserie 3

13



2.2 Der lineare Stark-Effekt

Atome und Molekiile 2

Linearer Stark-Effekt in Alkaliatomen

Eine @hnliche Situation tritt bei hoch angeregten Alkaliatomen in den sogenannten “Ryd-
bergzustinden” auf. Hierbei liegt ein dhnlicher Fall wie beim Wasserstoff vor. Das angeregte

Elektron sieht nur eine positive Ladung im Kern.

Im nebenstehenden Bild ist der experimentelle Auf- oeareo Triceer

bau zum Nachweis des Stark-Effektes fiir hoch-
angeregtes Lithium (n = 15) in “Rydbergzustin-
den” dargestellt. Drei Laser regen die Uberginge
2s — 2p (671nm),2p — 3s (813nm) und 3s —
15p (626 nm) an. Der Lithiumstrahl passiert Elektro-
den, welche sowohl das konstante Stark-Feld erzeu-
gen als auch einen HV-Puls, der die Rydbergatome
ionisiert zum Nachweis im lonen-Detektor.

HV PULSER

LASER
BEAMS

ATOMIC BEAM

COLLECTION
ELECTRONICS

ION
DETECTOR

440 cebeede e o b b b b b L L 440 ||H||\l\'u\\‘llHllll\!\\l\lulvlllH‘llllll\l\!l\l\]\n\
E : E T T it N
450 — 16s — 450 {_FhL" h'D dﬂ ND;EHE“EL‘ B >t .y 535—
E E ] Qy )-E>E=Ej,q:: L H».-J,.‘ L N
460 = 460 — L0 Sl (o .;k:,ﬁ:, 3:
J - . > (Wog g N
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g 400 = g i e s I
e Z E = E TN T -
- J€§n-15 E = T ==
;490 o 5490 SSaNaey TR RO R
o 315p = g 3 ::h::" M -.,.,k'\vJ\k"k =
% 500 - — % 500 E :\::\: (] r-hkk-».a.is -
4 3 F 3 uy N E
Ws10— F— w510 ™ (T »,ti-""' =57 —
3 - Hrr+ 1 C -
_q15s = 520__:1 b”PL LU T =
E E E I e (CeertT(E
530 — F 530 At =
E £ ] 1 =
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Fig. 3: Links: Berechnete Stark-Struktur fiir hochangeregtes Lithium in Rydbergzustdnden.
Rechts: Vergleich zwischen gemessener und berechneter Stark-Struktur

Ein linearer Stark-Effekt wird fur die n = 15,1 > 1-
Niveaus beobachtet. Die Schlangenlinien bei hohen
Feldstdarken entstehen durch das Prinzip der “vermie-
denen Kreuzungen”, auf das im Rahmen dieser Vorle-
sung nicht ndher eingegangen wird. Im nebenstehen-
den Bild ist der Stark-Effekt im Wasserstoff fiir n = 2 dar-
gestellt. Aufgrund der Feinstruktur und des Lamb-Shifts
sind die Zustdnde aufgespalten. Daher liegt bei klei-
nen Feldstidrken der quadratische Stark-Effekt vor. Wird
die Energieaufspaltung durch den Stark-Effekt grofler
als die anderen Effekte, so dominiert der Stark-Effekt
in der storungstheoretischen Entwicklung. Die Nive-
aus erscheinen entartet, es kommt zum linearen Stark-
Effekt.

Stark shift (MHz)

-15000

0 1000 3000 5000
E (10°Ym)
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3 Zeitabhangige Storungsrechnung

3.1 Storungsrechnung ohne Entartung

Im Folgenden werden Probleme behandelt, deren Storung eine zeitabhingige GroRe ist, wo-
fiir die zeitabhéngige Schrodinger-Gleichung

Sd
lhal‘l’) =H(®)IY) (3.1)

gelost werden muss. Es sei vorausgesetzt, dass die Losungen des ungestérten Systems be-
kannt seien:

H|¥;)=E;|¥;). (3.2)
Zum Zeitpunkt = 0 werde eine Storung angeschaltet. Der Hamilton-Operator lautet dann
H)=H+ Ht) mit B = A0 (3.3)

Die Vektoren |\P j> bilden eine Basis, weshalb der Zustand |\W()) in dieser Basis ausgedriickt
werden kann. Es wird nun folgender Ansatz gewdhlt:

E.
W)=Y a;(0exp(—iw;t)|¥;), wj:#. (3.4)
j

Dabei beschreibt der Faktor exp(—iwt) die Zeitabhéngigkeit des ungestérten Zustandes.

Gesucht ist nun die Wahrscheinlichkeit, das System in einem anderen Eigenzustand |V ;) zu
finden. Sie ldsst sich schreiben als

P = (Wl W () 2. (3.5)
Wird nun der Ansatz (3.4) in die zeitabhdngige Schrodinger-Gleichung eingesetzt, ergibt
sich:

in|Y dajexp(-iw;t)|¥;)+)_ aj(-iw;) exp(-iw;t) |\I’]>) = H|¥)
J J

= HO\¥) + HS W) = HOZaj exp(—iw;t) +Zaj exp(—iw; t)HSt) |¥;)
J J

= E]-Zaj exp(—iw;t)|¥;) +Zajexp(—icujt)Hst |¥;) (3.6)
J J
Die in blau dargestellten Terme sind jeweils gleich und damit stehen auf beiden Seiten der

Gleichung dieselben Summanden. Es ergibt sich somit

ihy aj(exp(—iw;t)|¥;) = a;(t) exp(-iw;t) H|¥;). (3.7)
j j
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3.1 Storungsrechnung ohne Entartung Atome und Molekiile 2

Wird nun das Skalarprodukt von (3.7) mit (¥ f| exp(iw f t) gebildet, folgt aufgrund der Ortho-
gonalitét von |¥;)

iha () =Y (Y HMY,)a;(t)explilwr-w))t]. (3.8)
j

Durch Integration nach ¢ erhdlt man nun
. t
ap(t)—ap0) = —%;/(‘PfIHStI‘I’J) aj(t)explilws—w)t']dr. (3.9)
0
Als Anfangsbedingung bei ¢ = 0 sei das System in einem stationdren Zustand |i) und es gelte
somit

a;(0)=1, arx;(0)=0. (3.10)

Zudem wird eine kleine Stérung angenommen, d.h. a;(#) = 1, aix, = 0. Damit ergibt sich
schlieRlich fiir die Koeffizienten a (1)

t
af(t):—%/(‘I’fIHSt(t)I‘I’i>eXp(i(wf—a)i)t’)dt/. (3.11)
0

Diese Ndherung soll im Folgenden gentigen.

Hamonische Storung

Eine wichtige Konkretisierung der Wechselwirkung eines Atoms mit dem elektromagneti-
schen Feld ist die harmonische Stérung:

V(t) = Vexp(iwt) + V¥ exp(—iw1), (3.12)

das heif3t fiir die Koeffizienten der Storung ergibt sich
. t . t
gty =3 PV [een ol ar s Loy [eenorar @)
0 0

mit w r; = Wy — w;. Eine Integration ergibt gemdl (3.5) die Wahrscheinlichkeit, ein Atom im
Zustand |¥ ¢) zu finden

) 1 i(wri+w)t _ ei(wfl-+w)t 112
() =lar))° == |[(VrVI¥V;) —— + (V| V" ¥;)) ——— 3.14
pri(0)=lap (O = = | (¥IVI¥;) P (W IV ;) Ppm— (3.14)
— —
stimulierte Emission Absorption

Die einzelnen Summanden tragen nur dann etwas zur Wahrscheinlichkeit bei, wenn der
Nenner nahe bei Null liegt. Fiir den ersten Summanden muss daher wf; ¥ —w <0 sein, wor-
aus folgt, dass die finale Energie iw ¢ geringer ist, als die initiale Energie iw;. Es handelt sich
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3.1 Storungsrechnung ohne Entartung Atome und Molekiile 2

also um einen Emissionsprozess. Umgekehrt verhilt es sich beim zweiten Summanden. Die-
ser trdgt nur bei, wenn ws; ~ w > 0. Der finale Zustand hw ¢ liegt energetisch hoher.

Es ldsst sich zeigen, dass die Mischterme in (3.14) vernachldssigt werden kénnen. Ohne Be-
weis folgt damit:

i(wfi+w)t_1 2 i(wf,-+w)t_1 2

pril0) = lay (O = = | (¥ VIW;) S N RTIAT D

fi ! pz|M ! wfi+w pz| M ! wfi—w
—_— [ S
stimulierte Emission Absorption

(3.15)

Zur Vereinfachung soll im Folgenden nur die Absorption betrachtet werden. Die Uberlegun-
gen gelten analog fiir die Emission. Mithilfe der Beziehung

lexp(ix) — 1| =|cos(x) — 1 +isin(x)| = \/(cos(x) —1)2 +sin?(x) = v/2 — 2cos(x)

2 X o X . 2 X X
= 2—2(cos — —sin —): 2—2(1—251n —):2’sm—‘
2 2 2 2

lasst sich der zweite Summand aus (3.15) umformulieren zu

2 . 2 (wri—w)t
1 sin® —4———
= — (YA V* VPV P—— 2
h2|< IV l>| (wfi—a))z
2
,8in (at)

l(wf,+w)t 1

WV
R

|(\Pf|v W) (3.16)

Fiir grof3e Zeiten ist die nebenstehende Funktion
eine Darstellung der Deltafunktion, jedoch mit

sinfat

o0

/%(‘mda 7t, d.h. (3.17)

“o0 1

2
lim 320 _ 5. (3.18)
t—oo Qa

Damit ergibt sich die Wahrscheinlichkeit fiir den
Absorptionsprozess im Grenzwert fiir unendli-

; - -7 T
che Zeiten zu 2 27

. nt " s [Wfi—W
f -y = 1V PO 2152
(3.19)

Was bedeuten hier groBe Zeiten, fiir die die Naherung ¢ — oo sinnvoll ist?
Die Dauer eines typischen Ubergangs folgt aus der Berechnung des Matrixelementes

17



3.1 Storungsrechnung ohne Entartung Atome und Molekiile 2

(¥IV*|¥;) und betrigt wenige Nanosekunden. Damit eine periodische Storung realisiert

wird, muss fiir die Zeit
1 1

r— 3.20
lwril (320

r>

gelten, d. h. fiir einen Ubergang bei A wiire ¢ ~ 1,7fs.
Um die Zeitdauer des Ubergangs abzudecken, ist der Fall “groRe Zeiten” in der Regel immer
erfiillt.

Unter Betrachtung von (3.19) ergibt sich, dass die Wahrscheinlichkeit p; ¢(¢) linear mit der
Zeit wichst. Die Ubergangsrate p; ¢(¢) erhélt man durch Division mit ¢. Unter der Verwen-
dung der Identitdt 6 (x) = 26 (2x) erhdlt man Fermis Goldene Regel

. 2n . 5
pif,Absorp.:ﬁM\yflV |\Pl>| '6(wfi_w)- (3.21)

Nun muss noch V fiir das elektromagnetische Feld spezifiziert werden. Der Hamilton-Ope-
rator eines Elektrons im elektrischen Wechselfeld ist

2 2
e A- e A
vy =2 Ly P .
2m Me 2me

~ J/

p2
H="2Fld vy = (3.22)
2m

HO o
Der Term mit quadratischer Abhéngigkeit von A im Stéroperator ldsst sich in der VIS/NIR-
Spektroskopie vernachldssigen aufgrund folgender Abschédtzung:

Wird ein statisches Magnetfeld angenommen, lautet das Vektorpotential A = %(B xr),d.h.

2 42 2 2 2.2
eelA B eel(er) 5 eqB°r

(3.23)
2Me 8m, 8m,
Fiir ein B-Feld der Stdrke B = 30T bei r = ap ergibt sich
eqA” -8
=5-10 "eV. (3.24)
2Mme

Allerdings ist das typische magnetische Feld wie z. B. einer 100 W Gliihbirne in 2 m Entfer-
nung viel kleiner B~2-1078T.

Fiir eine ebene, elektromagnetische Welle lautet das Vektorpotential
A ) . 1 [2] E
A(r,0) = —"E[(el(’”“"”) 4 (e‘l(’”“"”)] mit A = —1 | —— = 20, (3.25)
2 w cso w’

Der Vektor E beschreibt den Polarisationsvektor. Damit ergibt sich die Wahrscheinlichkeit
pro Sekunde fiir den Ubergang i — f unter Verwendung von (3.21) zu

. 21 [AV.E
pif,Absorp.:§|<\P | em p|\lj >|2'6((Ufi_w)

2 2

2h2

IE(‘Pprexp( ile-r)|¥;) Swfi—w), (3.26)

wobei fiir den Ausdruck V* = % %E - pexp(—ik-r) eingesetzt wurde.
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3.1 Storungsrechnung ohne Entartung Atome und Molekiile 2

Losung in Dipolndherung

Eine weitere wichtige Ndherung ist das Vektorpotential in Dipolndherung. Da die Wellenlan-
ge des Lichtes A = 500nm grol$ gegeniiber der Ausdehnung des Atoms (ag = 0,05nm) ldsst
sich die Potenzreihenentwicklung der Exponential-Funktion nach dem ersten Term abbre-
chen:

exp(tik-r)=1+ik-r+... (3.27)

T
0,05 nm) =1.0006 =1, (3.28)
500nm

exp(

weshalb die Exponetnial-Funktion durch eins gendhert werden kann. Es gilt allerdings zu
beachten, dass die Dipolndherung nicht giiltig ist, wenn Rontgenstrahlung verwendet wird
mit einer Wellenldnge von A =5 — 250 pm bei Ubergéingen in inneren Schalen.

Mit der aus der Quantenmechanik bekannten Vertauschungsrelation

(r H]—E (3.29)
) = mep .

lasst sich der Impulsoperator durch den Ortsoperator ausdriicken

(Wpllr, HIIW o) = (Eq — Ep) (¥plr|¥Wa)
= (VplpI¥a) = imewpq (VpIr|¥a). (3.30)

Fiir den Ubergang i — f erhilt man schlieBlich eine Absorptionswahrscheinlichkeit mit
w fi~= w

2 172

. neelEO 2
pif,Absorp.(t) = 212 |E<\Pf|r|\yl>| 6(wfi_w) . 3.31)

Aus diesem Ergebnis lassen sich folgende Schlussfolgerungen ziehen:

* Die Ubergangsrate hingt vom Skalarprodukt zwischen elektrischem Feldvektor E und
dem Dipolmoment des Atoms p = er ab.

* Die Absorptionswahrscheinlichkeit pro Sekunde ist zeitlich konstant.
* Gibt es kein Strahlungsfeld (E, = 0), findet kein Ubergang statt.

Der Fall der spontanen Emission kann erst durch die Quantisierung des elektromagnetischen
Feldes beschrieben werden.

Zusammenhang mit den Einsteinkoeffizienten

Nach Einstein gilt fiir die Absorptionswahrscheinlichkeit pro Sekunde
pif = Bif-wy(v), (3.32)

wobei B; ¢ die Einsteinkoeffizienten sind und w, (v) die spektrale Energiedichte beschreibt.
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3.2 Auswahlregeln fiir elektrische Dipolstrahlung Atome und Molekiile 2

Fiir ein isotropes Strahlungsfeld l4sst sich das Skalarprodukt E (‘I’ fIrI‘I’,-) mit Polarisations-
richtung E ~ é, rdumlich mitteln

T 27
//coszz‘)sinﬁlE(‘IffIrl‘P,->|2d19d<p
1
<|E<\11f|r|\11,->|2> 00 — - g|<\11f|r|\11i>|2. (3.33)

//sinﬁdﬁd(p
0 0

Die Energiedichte ist definiert als
1
wy (V) = EsoEgé(v 7i—V) =ne0Ej6 (Wi — w), (3.34)

wobei im zweiten Schritt wieder die Beziehung 6 (x) = ad (ax) verwendet wurde. Durch einen
Vergleich der Energiedichte (3.34) mit (3.31) ergibt sich fiir die Einsteinkoeffizienten der Ab-
sorption der Ausdruck

2

_1 eel 2
Bfi—§280h2|<\l’f|l‘|‘yi>| —Bif. (3.35)

Der Einsteinkoeffizient fiir die spontane Emission lief3e sich nur iiber die Quantisierung des
elektrischen Feldes herleiten und ergibt sich zu:

3

U0 e 2 (3.36)
eocdnh e '

1
Aifzg

Hier taucht eine zusitzliche Abhédngigkeit mit w:}i auf, was ein Grund fiir die schwierige Kon-

struktion von UV-Lasern ist, da in diesem Frequenzbereich die spontane Emission gegen-
tiber der stimulierten Emission iiberwiegt.

3.2 Auswahlregeln fiir elektrische Dipolstrahlung

Auswahlregel fiir die magnetische Quantenzahl in elektrischer Dipolndherung

Um die Auswahlregeln fiir die magnetische Quantenzahl herzuleiten wird nach nicht ver-
schwindenden Termen in Gleichung (3.31) gesucht. Hierbei ist es nur notig, das Matrixele-
ment (W ¢|E - r|¥;) zu betrachten. Im Wasserstoffatom sind die auftretenden Wellenfunktio-
nen kugelsymmetrisch, weshalb es sich empfiehlt die Ortskoordinate in Kugelkoordinaten
darzustellen:

E-r=r(Eysindcos@+ Eysindsing + E; cos ). (3.37)

Diese Komponenten lassen sich durch die Kugelflaichenfunktionen Y;,,, ausdriicken:

. 2m ) ) . |2n 27
sindcosg = — ?(Yll—YI_l), sindsing =i ?(Y11+Y1_1), cosd = ?Ylo.
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3.2 Auswahlregeln fiir elektrische Dipolstrahlung Atome und Molekiile 2

Damit ergibt sich das Dipol-Matrixelement zu

oo
47 N
<‘Iff|E-r|‘P,->:\/?/ranflfRnilidr
0

. —Ex +iE, Ex +iE),
Y ( Y1+ Yi.1+E Yo Ylimi dQ. (3.38)

Lpmy V2 V2
Das Winkelintegral enthélt also jeweils einen Term
21w
//dQ Yl;mf Yi,m Yi,m;- (3.39)
0 0

Wird davon nur die azimutale Integration betrachtet ergibt sich:
2m
/e—imf(l’eim(peimi‘l’ d(ﬂ = 27[5m=mf—m,~ . (3.40)
0

Es ergibt sich nur ein Wert ungleich Null, wenn m’ = m¢—m; gilt. In (3.38) tauchen nur Werte
fiir m' = 1,0, -1 auf. Deshalb folgt damit fiir die Auswahlregeln

my—m;=Am=1,0,—-1. (3.41)

Im Folgenden wird das Ergebnis noch fiir verschiedene Polarisationsrichtungen betrachtet.
Liegt die z-Achse in Richtung des Photonenimpulses, so gilt aufgrund der Transversalitét
der elektromagnetischen E; = 0 aufgrund E - k = 0. In diesem Fall verschwindet der Term
E.Yyp in (3.38) und Am = +1. Die Absorption bzw. Emission wird in diesem Fall durch die
komplexe Linearkombination der x- und y-Komponenten des Matrixelements und damit
zirkular polarisiertem Licht beschrieben.

Liegt die Polarisationsachse in z-Richtung, erhélt man mit E; = E, = 0 die Auswahlregeln
Am = 0: m; = my. Fir linear polarisiertes Licht, das sich in der xy-Ebene ausbreitet gilt
Am=0.

Am=0 Am=+1

Fig. 4: Uberginge Am = 0 fiir linear polarisiertes Licht und Am = +1 fiir zirkular polarisiertes Licht.
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3.2 Auswahlregeln fiir elektrische Dipolstrahlung Atome und Molekiile 2

Auswahlregel fiir die Drehimpulsquantenzahl in elektrischer Dipolndherung
Zunichst sei nochmal darauf hingewiesen, dass die Kugelflichenfunktionen Y;,, die Paritit
I1= (-1) besitzen

Yim(m =9, + @) = (=1 ¥1,,(9, ). (3.42)

Mit derselben Argumentation wie beim Stark-Effekt ist das Matrixelement nur dann von Null
verschieden, wenn die Zustdnde |\P f> und |¥;) unterschiedliche Paritit besitzen. Betrachtet
man weiterhin den Spezialfall [ = 0 (s-Zusténde), ergibt sich aus der obigen Winkelintegra-

tion wegen Y;",, =Yoo =v47 ' und (3.39) auch

T 27

//Y]myvllml dQN(sllyl(Sm“_m. (3.43)
00

Aus der Orthogonalitit der Kugelflachenfunktionen ergibt sich damit /; = 1, also folgt fiir die
Auswahlregel Al = +1. Eine etwas ldngere Rechnung zeigt, dass fiir elektrische Dipolstrah-
lung die Auswahlregel Al = +1 allgemein gilt.

Auswahlregel fiir die Spinquantenzahl in elektrischer Dipolndherung

Nach Gleichung (3.22) ergibt sich der Storoperator des Elektrons im elektrischen Wechselfeld
zu HS = ‘3;41—':’. In dieser Kopplung steckt keine Spinabhéngigkeit, d. h. die Storung wirkt nicht
auf die Spins. Damit folgen die Auswahlregeln

AS=0; Am;=0 Auswahlregel. (3.44)

Man beachte weiterhin, dass es in elektrischer Dipolndherung keine Auswahlregel fiir n gibt,
d. h. An = beliebig.

Fiir den Gesamtdrehimpuls J gilt ohne Beweis die Auswahlregel
AJ=0;+1 Auswahlregel, (3.45)

wobei der Ubergang J = 0 — J = 0 trotzdem verboten ist.
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4 Linienbreiten der Spektrallinien

Bei der Absorption oder Emission elektromagnetischer Strahlung, die zu einem Ubergang
AE = E; — Ef = hw; ¢ zwischen zwei Energieniveaus des Atoms fiihrt, ist die Frequenz nicht
streng monochromatisch.

AP(WV)
PO

Linienkern

Py2

Linienfllgel

V4 Vo Vo

Fig. 5: Linienprofil (Leistung) einer Spektrallinie.

Das Frequenzintervall |v, — v1| bei denen die spektrale Leistungsdichte P, (v) auf die Hélfte
abgesunken ist, heilst Halbwertsbreite. Der Spektralbereich innerhalb der Halbwertsbreite
wird Linienkern genannt, die Bereiche aullerhalb Linienfliigel. Die Form der Spektrallinie ist
abhéngig von verschiedenen Mechanismen die im Folgenden diskutiert werden sollen.

4.1 Die naturliche Linienbreite

Die natiirliche Linienbreite ist eine Folge der endlichen Lebensdauer der Zustdnde als Folge
der spontanen Emission. Das angeregte Atom gibt seine Anregungsenergie durch Abstrah-
lung einer elektromagnetischen Welle ab.

Das angeregte Elektron beschreiben wir nun durch das klassische Modell eines geddmpften
harmonischen Oszillators mit der Bewegungsgleichung

X+yx+ w%x =0, v: Dampfungskonstante. 4.1)

Die reelle Losung mit den Anfangsbedingungen x(0) = xo und x(0) = 0 lautet

x(1) = xpexp (—%t) [cos(wt) + %sin(wt) , (4.2)
wobei die Frequenz
B 2 Z 2 Y<wo
w=1\/wj (2) =~ Wy (4.3)
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4.1 Die natiirliche Linienbreite Atome und Molekiile 2

infolge der Dampfung etwas kleiner ist als die Eigenfrequenz wo des ungeddmpften Os-
zillators, aber trotzdem durch wo gut gendhert werden kann. Aus y <« wy folgt ebenfalls
(y/2w) < 1, womit die die Losung (4.2) schreiben ldsst als

x(t) = xpexp (—gt) cos(wot). (4.4)

Aufgrund der zeitlich abklingenden Schwingungsamplitude x(t) ist die Frequenz w der ab-
gestrahlten Welle nicht mehr monochromatisch wie bei einer zeitlich ungebrenzten, unge-
dampften Schwingung. Das Frequenzspektrum ldsst sich mithilfe einer Fourier-Transforma-
tion berechnen:

o0

o0
A(a)):\/%/x(t)e_i‘”dt— / X0 exXp —?2—/t cos(wgr)e @t dr, (4.5)
i

0

wobei angenommen wurde, dass die Anregung des Atoms zur Zeit ¢t = 0 geschah, sodass
x(t) = 0 fiir £ < 0 gilt. Nach der Integration ergibt sich

Xo 1 1
Alw) = + . 4.6
(@) Ver lilwo—w)+y/2 i(wo+w)+7y/2 (4.6)

In der Umgebung der Resonanzfrequenz wy gilt (w — wy) < wy, sodass der zweite Term ver-
nachléssigt werden kann. Die Amplitude A(w) ist proportional zur Fourierkomponente der
elektrischen Feldstirke E(w). Fiir die abgestrahlte Leistung gilt daher P, (w) x |A(w)|?:

C

Pole) = (@ —wo)? + (y/2)%

4.7)

Die Proportionalitdtskonstante wird so gewdhlt, dass das Integral iiber den gesamten Fre-
quenzbereich die Gesamtleistung Py liefert

[e.0]
P,

/ Pwdw=Py =C=—2 (4.8)
2m

0

Damit ergibt sich das LORENTZ-Profil der natiirlichen Linienbreite
/(2m)
P, () = L (4.9)

Yw—w)?+ (y/2)?’

mit der vollen Halbwertsbreite 6w =y oder in Frequenzen ausgedriickt v = % Diese Halb-
wertsbreite wird natiirliche Linienbreite genannt, weil sie ohne fremde Einfliisse nur durch
die endliche Abstrahldauer des Atoms entsteht.

Man kann noch die klassische Ddmpfungskonstante ausdriicken durch den Einsteinkoeffizi-
enten fiir die spontane Emission. Einstein postulierte fiir die Zahl der Atome im angeregten
Anfangszustand, dass die Anderungsrate der angeregten Atome proportional zu ihrer Anzahl
ist

dN; =-A;N;dt = N;(1) = N;(0)exp(—A;1) (4.10)
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4.2 Die Dopplerverbreiterung Atome und Molekiile 2

mit der mittleren Lebensdauer 7;, bei der die Zahl der angeregten Atome im angeregten An-
fangszustand auf 1/e abgefallen ist.

Deshalb sind die klassische Ddmpfungskonstante und der Einsteinkoeffizient zueinander
analog, fiir die natiirliche Linienbreite ergibt sich

1
ow=A;=—| (4.11)

T

Herleitung der Linienbreite mit der Unscharferelation

Gleichung (4.11) ldsst sich ebenfalls aus der HEISENBERG’schen Unschérferelation herleiten.
Bei einer Lebensdauer 7; ist die Energie des strahlenden Zustandes nur bis zur Unschérfe

h AE 1

AEj=— =0w=—=— (4.12)

T h T
bestimmbar. Bei einem Ubergang E; — Ej zwischen zwei angeregten Niveaus tragen beide
Lebensdauern 7; und 7 zur natiirlichen Linienbreite bei, da sich die entsprechenden Ener-
gieunschirfen der Niveaus addieren. Es ergibt sich direkt

1 1
dbw=[—+—|. (4.13)
T; Tk
AE
E; AE,
(\
< = A\ = N
-~ v
(AE;+AE,)/h

Fig. 6: Natiirliche Linienbreite als Folge der Energieunschirfe der am Ubergang beteiligten Niveaus.

4.2 Die Dopplerverbreiterung

Bewegt sich ein angeregtes Atom mit der Geschwindigkeit v, wird die Mittenfrequenz w, des
vom Atom in Richtung des Wellenvektors emittierten Lichtes fiir einen ruhenden Beobachter
aufgrund des Doppler-Effektes verschoben

w,=wo+k-v. (4.14)

25



4.2 Die Dopplerverbreiterung Atome und Molekiile 2

Auch die Absorptionsfrequenz w, eines Atoms, das sich mit der Geschwindigkeit v bewegt,
andert sich entsprechend. Fillt eine ebene Welle mit dem Wellenvektor k und Frequenz w
auf das Atom, so erscheint die Frequenz im Ruhesystem des bewegten Atoms dopplerver-
schoben zu w’' = w — k- v. Damit das Atom in seinem Ruhesystem genau auf seiner Eigenfre-
quenz wy absorbieren kann, muss o’ = wy gelten, d. h. die Frequenz der einfallenden Welle
muss

w=wz=wo+k-v (4.15)

sein, damit sie vom Atom absorbiert werden kann. Wird eine in z-Richtung einfallende Welle
gewdhlt, ergibt sich die Absorptionsfrequenz zu

Uz
Wg=wo+k, vz:w0(1+7). (4.16)

AZ
. v
v 0\ >
hao, oV K
0]
>y
\Detektor
X
W = g + K-V W, =g + K-V

Fig. 7: Links: Verschiebung der Emissionsfrequenz w,
Rechts: Verschiebung der Absorptionsfrequenz w,

Im thermischen Gleichgewicht haben die Atome eines Gases eine MAXWELL'sche Geschwin-
digkeitsverteilung. Fiir die Zahl n;(v;)dv, der Atome pro Volumeneinheit im absorbieren-
den Zustand E; mit Geschwindigkeitskomponenten v, im Intervall [v;, v, + dv,] gilt dann
i
exp
pis

)
Vw\/_ Vw
wobei vy, = \/2kp T/ mdie wahrscheinlichste Geschwindigkeit, kp die BOLTZMANN-Konstante
und

N,

n;(vy)dv, = dv,, 4.17)

o0
Ni:/nivzdvz. (4.18)
—0o0

die Gesamtzahl aller Atome pro Volumeneinheit im Zustand E; ist. Stellt man (4.16) nach v,
um

vz:c(ﬁ—l), dvzzidw (4.19)
wWo wo
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4.2 Die Dopplerverbreiterung Atome und Molekiile 2

erhélt man die Anzahl der Atome, deren Absorption bzw. Emission in das Frequenzintervall
(w, w +dw] fallt

3 2
n;(w) dow = —(M) ]dw. (4.20)

woVw

i
——ex
WoVw VT P
Dies ist ein GAUSS-Profil mit der Halbwertsbreite

vy o [8kgTIn2

owp=2VIn2wg— = —{/ —. (4.21)
c c m
Man sieht, dass die Dopplerbreite dwp linear mit AP(w)

der Frequenz wy ansteigt, mit steigender Tempe-
ratur mit /T zunimmt und mit 1/+/m fallt.

Am Beispiel der Na-D-Linie des Ubergangs 3py/, —
3s1/2 bei T = 500K und einer Wellenldnge A =
589,1 nm ergeben sich Linienbreiten von

Svp=~1,7-10Hz, Ovpa ~10'Hz.  (4.22)

v, =2-VIn2-v,

Daran ldsst sich erkennen, dass die Dopplerver-
breiterung die natiirliche Linienbreite im sichtba-
ren Spektralbereich um typischerweise zwei Gré-
fsenordnungen tibertrifft.

Fig. 8: Dopplerprofil einer Spektrallinie

Es gilt jedoch zu beachten, dass bei einem GAUSS-Profil die Leistung P(w) schneller gegen
Null sinkt fiir groe Abweichung der Mittenfrequenz als bei einem LORENTZ-Profil. Hiufig
kann man aus den Fliigeln des LORENTZ-Profils noch Informationen erhalten, auch wenn
die Dopplerbreite wesentlich grof3er als die natiirliche Linienbreite ist.

A P((D)

Gauf3
/2n
P=P Y
* (- +(y/27
Lorentz

_/\,

@

Fig. 9: Vergleich von LORENTZ- und GAUSS-Profil mit gleicher Halbwertsbreite.
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4.3 Die Stollverbreiterung Atome und Molekiile 2

4.3 Die StoRverbreiterung

Néhert sich ein Atom A mit den Energieniveaus E; und Ej einem anderen Atom oder Mo-
lekiil, werden infolge der Wechselwirkung zwischen A und B die Energieniveaus von A ver-
schoben.

Bei einem strahlenden Ubergang zwischen den Niveaus E; und E; wihrend des StoRes?
der zwei Molekiile hdngt die Frequenz v;; des emittierten bzw. absorbierten Lichtes gemaf}
hv;i = |Ex(R) — E;(R)| von der Differenz der Potentialkurven beim Abstand R der Molekiile
Aund B wéhrend der Lichtemission ab.

In einem Gasgemisch von Molekiilen der Sorten A und B sind die Abstdnde R statistisch ver-
teilt. Entsprechend sind die Frequenzen v;; statistisch verteilt um einen Mittelwert v, der
gegeniiber der Frequenz des ungestorten Molekiils verschoben ist. Des weiteren wird durch
den StoBprozess die Emission/Absorption gestort. Das Profil der stof3verbreiterten Spektral-
linie gibt Informationen iiber die R-Abhéngigkeit der Potentialkurvendifferenz E; (R) — Ex(R)
und damit die Differenz der Wechselwirkungspotentiale V[A(E;) B] — VIA(E)B].

E/h
P)

d —
d—R(Ei—Ek)Rm:O Av Av=N-v-c4/2n

mit ohne
StéBen
oV

R v(R,) Vo

Fig. 10: Erkldrung der StoRverbreiterung und -verschiebung bei elastischen St63en mithilfe der Po-
tentialkurven des StolSpaares.

Durch den Stof3vorgang wird zumindest die Phase des emittierten Lichtes gestort, was zu
einer zusitzlichen Linienverbreiterung fiihrt.

Eine ldngere Rechnung zeigt, dass auch dieses Linienprofil eine LORENTZ-Form hat. Auf-
grund der StoRe ergibt sich also sowohl eine Linienverschiebung als auch -verbreiterung.

“Die Anniherung zweier Teilchen, auf einen Abstand R, bei dem sich sich merklich gegenseitig beeinflussen,
wird auch Stof§ genannt.
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5 Addition von Drehimpulsen

In vielen Fillen miissen Drehimpulse addiert/gekoppelt werden, wie z. B. bei
* Spin-Bahn-Kopplung
* Mehrelektronenatome/Molekiile
* Hyperfein-Wechselwirkung

Ausgangspunkt seien daher zwei Drehimpulse, z. B. Bahndrehimpuls und Spin: L, S. Sie wir-
ken auf unterschiedliche Freiheitsgrade, d. h. die Operatoren kommutieren und haben ge-
meinsame Eigenzustidnde:

L*|lmpy = B 11+ 1) [Lmy) (5.1)
L |lmy) = hmy|lmy) (5.2)
s? |smg) = hs(s+1) |smg) (5.3)
S;lsmg) = hmg|smg) . (5.4)

Es wird nun der Gesamtdrehimpuls J = L+ S mit J? = L? + 8> +2SLund J, = L, + S.

Es stellt sich nun die Frage, welche Quantenzahlen den Gesamtzustand beschreiben. Es ldsst
sich leicht erkennen, dass der Kommutator von J2 mit L? und S? verschwindet

%L1 =11%,8% =0. (5.5)
Es gilt allerdings (siehe Ubungsserie 6)
%, Lz] = ~1J%,S;] #0. (5.6)

In der Spin-Bahn-Kopplung mit dem Gesamtdrehimpuls J sind daher J?, J,, L, $? kommu-
tierende Observablen, nicht jedoch L., S;.

Es folgt damit, dass die Quantenzahlen m;, m; mit (5.2) und (5.4) keine Giiltigkeit mehr be-
sitzen.

Zusitzlich zu (5.1) und (5.3) gelten die Relationen

Pljmj)y=hrj(j+1)|jm;)

. . (5.7)
Je|jmj)=hmj|jm;).

Es gibt also zwei gleichwertige Basen, je nachdem, ob das System im gekoppelten oder unge-
koppelten Zustand beschrieben wird.

Eigenbasis von {L?,8%,L,,S.}: {Ism;my) 59
Eigenbasis von {]2,]Z,L2,Sz}: {jm;ls}. '

Die Fragestellung lautet nun, wie man von der einen Basis in die andere wechseln kann.
Allgemein muss fiir zwei Ji, J, gelten

ljmjjija)y =) |jrjemimsy) §j1j2m1m2|jmj1j22- (5.9)

my,my

Clebsch-Gordan-Koeffizient
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Addition von Drehimpulsen Atome und Molekiile 2

Die Entwicklungskoeffizienten fiir die Basistransformationen sind die Clebsch-Gordan Koef-
fizienten. Deren Berechnung ist i. A. nicht trivial, daher sollten diese beispielsweise mithilfe
eines “Clebsch-Gordan-Calculators” von Wolfram-Alpha berechnet werden.

In Verbindung mit den Basistransformationen werden im Folgenden noch zwei Eigenschaf-
ten gezeigt.

1. Wegen J, = J1,+ Jo. gilt
0= (jrjzmimal]; = Jljmjjrj2) = (jrjemimel(my + mg) —mjljmjjij2).  (5.10)

Das heilSt nur fiir m; = m; + m, kann der Clebsch-Gordan-Koeffizient von Null ver-
schieden sein.

2. Verschwindet der Clebsch-Gordan-Koeffizient nicht, dann kann der Gesamtdrehim-
puls nur die Werte

i—Jelsj<sii+]2 (5.11)
annehmen. Diese Ungleichung wird auch Dreiecksregel genannt.

Die Zuordnung der Zustinde kann mithilfe folgender Tabelle erfolgen.

m=m;+mp Zustand Anzahl
Jit )2 Lj1 1) ® o, j2) 1
Jit 21 L =1)®|j2, j2) 2
Jj1J1) ®|j2, ja—1)
Ji+j2-2 Jui=2)®|j2, j2) 3

|]'1,]'1 -1)® |]'2,]'2— 1)
v J1) ®|j2, j2=2)

Ji—J2 |j1,j1—2j2>®|j2,]'2> 2jo+1

|j1, 1) ® | j2,—J2)
Ji—Jj2-1 |j1,j1—2j2—1>®|]'2,]'2> 2j2+1

L —1)®|j2—j2)

Jo— 1 |]'1,—j1>®|]'2,]'2> 2j2+1

|j1,2j2 = j1) ® | j2, = J2)
Jo—h-1 lji,—1)®|je ja—1) 2j2

ljL2j2—j1—1) @] j2,—j2)

—j1—Jo LjL—j1) ®[je,—J2) 1
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Beispiel: Addition zweier Spins mit s:%

Im Folgenden wird ein System aus zwei Spin-1/2-Teilchen betrachtet mit den Spinoperato-
ren §; und S,. Der Zustandsraum ergibt sich aus dem Tensorprodukt der einzelnen Spinzu-
stdnde der beiden Teilchen

DI =10,110,110,11D. (5.12)

Fiir den Gesamtspin gibt es zwei Moglichkeiten:

1
—=1: Triplett mit |1,1),[1,0),|1,—-1)

% (5.13)
3 =0: Singulett mit |0,0).

Dabei wird die Basis |S, ms) vom Gesamtspin S und der magnetischen Spinquantenzahl mg
beschrieben. Nun sollen die Zustidnde in der |1 |)-Basis berechnet werden. Fiir S=1, mg = +1
gilt

[1,1) =111) wegen S, =s,1 + S, = 1. 610
1,-1)=1ll) wegenS,=s;+s,=-1. :

Der Zustand |1,0) ist nicht mehr trivial berechenbar. Allgemein ldsst er sich schreiben als
Superpositionvon |1|) und || 1)

11,0y =alll)+DIl1). (5.15)

Nach der Quantenmechanik gilt fiir den Leiteroperator J

Je|im)=h/GFmGxm+ 1) ]jim+1). (5.16)

In unserem Beispiel wird der Absteigeoperator S_ des Spins auf den Zustand |11) angewen-
det

S_11,1)=hv/(1+ 1)1 -1+1)1,0) = hv/2|1,0) (5.17)

S-1MD=(S1-1+18S5 )11

1 I1)/1 1
=h\/(§+5)(5—5+1)(m>+m>):h(m>+m>). 5.18)

Durch Kombination der beiden Ergebnisse und unter Ausnutzung von |1,1) = [11) folgt

1

1,0) = . 5.19
10= (1) +11D) (5.19)
Fiir |0,0) gilt ebenfalls

|o,o>=c|11>+dm>=%(mwum). (5.20)
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6 Physikalische Ursachen der Molekiilbindung

Warum und wann verbinden sich zwei neutrale Atome zu einem stabilen Molekiil? Welche
physikalischen Ursachen sind fiir die Molekiilbindung verantwortlich?

lonische- und metallische- und Wasserstoffbriickenbindungen

Bei der ionischen Bindung tritt eine Bindung zwischen positiv und negativ geladenen lonen
auf. Das prominenteste Beispiel ist dabei Natriumchlorid

Na+Cl—Na"+Cl". (6.1)

Dieser Fall tritt hauptsdchlich fiir Elemente der ersten (Akaliatome) und siebten Hauptgrup-
pe (Halogene) auf.

Metalle haben in der Regel noch ein bis zwei frei bewegliche Elektronen pro Atom, die sich
losgeldst vom Atomrumpf im Metallgitter bewegen kénnen. Die dabei stattfindenden Wech-
selwirkungen zwischen raumlich verteilten Leitungselektronen und den positiven Atom-
riimpfen fiihrt zur Bindung.

Wasserstoffbriickenbindungen treten auf, wenn ein Wasserstoffatom an ein stark elektrone-
gatives Atom (z. B. Sauerstoff) eines anderen Molekiils gebunden ist. Dadurch bildet sich ei-
ne Bindung mit ionischem Charakter aus (H"O ™). Kommt ein zweites Sauerstoffatom in die
Néhe des H*-Ions, kann sich die rdumliche Verteilung des Elektrons vom H-Atom auf beide
Sauerstoffatome erstrecken, sodass das Proton eine Briicke zwischen den Sauerstoffatomen
bildet.

All diese Bindungsarten sind fiir die Molekiilphysik weniger bedeutsam und werden im Fol-
genden nicht behandelt.

Van der Waals-Bindung

Die Van der Waals-Bindung wird durch die Wechselwirkung zwischen zwei neutralen, po-
larisierbaren Atomen verursacht. Hierbei kann durch Fluktuationen der Ladungsverteilung
eines Atoms ein benachbartes Atom polarisiert werden. Das induzierte Dipolmoment p ldsst
sich berechnen durch

p=aE = Fpy=-p-E=—-aF>. (6.2)

Dabei handelt es sich bei @ um die Polarisierbarkeit, die angibt, wie gut sich das Atom po-

larisieren ldsst und E ist das elektrische Feld der Ladungsverteilung des ersten Atoms. Eine
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genauere Rechnung fiir elektrische Felder, die durch Dipolmomente erzeugt werden zeigt,
dass
1
Epgi (1) ~ ﬁ (6.3)

Das heil3t die Van der Waals-Bindung ist schwach und besonders kurzreichweitig.

Kovalente Bindung

Bei der kovalenten Bindung findet eine rdumliche Um- a e
ordnung der Wahrscheinlichkeitsverteilungen der ato-
maren Valenzelektronen statt. Diese Umordnung fiihrt R>R¢

zu einer grofleren Elektronendichte zwischen den Ato-
men, d.h. es kommt zur gerichteten elektrostatischen

Anziehung zwischen den Atomriimpfen. Sie spielt nur @8 @
bei Kernabstdnden

Re RCZrA+rB

Dy

eine Rolle. Bei der kovalenten Bindung teilen sich beide
Atome ein oder mehrere Valenzelektronen. Dies kommt
beim LCAO (linear combination of atomic orbitals) An-
satz durch die Beschreibung einer Molekiilwellenfunk- e
tion zum Ausdruck. Die im Vergleich zum Atomorbi-
tal groflere rdaumliche Ausdehnung des Molekiilorbitals
verringert die mittlere kinetische Energie der beteilig-
ten Elektronen, was zum Minimum der rechts dargestellten Potentialkurve beitrdgt. Die ko-
valente (homdéopolare) Bindung bildet den Hauptgegenstand der Molekiilphysik.

chemische Multipoleffekte
Bindung
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7 Born-Oppenheimer Naherung

Zur Motivation der Born-Oppenheimer Ndherung werden zunédchst die moglichen Freiheits-
grade und elektronischen Energiezustdnde in einem Molekiil betrachtet.

Elektronische Energie

Die elektronische Energie eines Molekiils ldsst sich mit der Unschérferelation p ~ h/r ab-
schétzen. Typische Bindungsldngen zweier kovalent gebundener Molekiile sind in der Gro-
Benordnung von r ~ 0,07 nm. Mithilfe des Virialsatzes

(T = g (V) mit dem homogenen Potential V(r) =r" (7.1)

folgt fiir das CouLoMB-Potential 2(T) = — (V) und damit eine elektronische Energie von
Wel, ~ 8eV. (7.2)

Man erwartet also wie in der Atomphysik Uberginge im sichtbaren und ultravioletten Spek-
tralbereich.

Schwingungen

Energie kann in einem Molekiil auch in Form von Schwingungen gespeichert werden. Dabei
wird hier von einer harmonischen Schwingung ausgegangen. Mit der Federkonstante k folgt
fiir die Kraft bei der Kernauslenkung Rkern

k k
F=—kRxern = Wxern= bzw. wep =1/ —. (7.3)
MKern Me|

Mit der elektronischen Energie W, = hw, ergibt sich aus dem Massenverhdltnis eine Energie
von

Wschwingung ~ 0,1€V. (7.4)

Die Uberginge liegen also im infraroten Bereich.

Rotation

Die Energie, die bei der Rotation des Molekiils gespeichert ist, ldsst sich tiber das Tragheits-
moment [ ~ mreng und den Drehimpuls der Rotation abschétzen. Der Drehimpuls L liegt
dabei in der Gr6Benordnung von h. Die Rotationsenergie ergibt sich dann zu

w, 11 2_1L° 0,001eV. (7.5)
=—Iw"=-—~0,001eV. .
rot 2 21

Die Rotationsiibergédnge liegen im fernen Infrarot- bzw. Mikrowellenbereich.
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Aufgrund der groen Energieunterschiede der einzelnen Uberginge, lisst sich folgern, dass
die Elektronenenergie zwar parametrisch von R abhingt, aber durch die Kernbewegung kaum
beeinflusst wird. Damit folgt die BORN-OPPENHEIMER-Ndherung:

Die Wellenfunktionen zur Beschreibung der Kern- und Elektronenbewegung kénnen getrennt
und unabhdingig voneinander betrachtet werden, da sich die Bewegungen auf sehr unter-
schiedlichen Zeitskalen dndern.

Die Schrédinger-Gleichung fiir ein Molekiil lautet dann
[Tk (R) + Te(r) + V(r, R)]¥(r, R) = Eges ¥(r, R), (7.6)

mit der kinetischen Energie der Kerne Tk, der kinetischen Energie der Elektronen 7, und
dem CouLoMB-Potential V (r, R) aller Teilchen. Dabei steht r fiir die Gesamtheit der elek-
tronischen Koordinaten und R fiir die Gesamtheit der Kernkoordinaten. Diese Gleichung gilt
streng fiir ein nichtrotierendes, ruhendes Molekiil, wenn alle Elektronenspin- und Kernspin-
Wechselwirkungen vernachldssigt werden kénnen. Zur Vereinfachung werden im Folgenden
zweiatomige Molekiile behandelt, d. h. die Kernkoordinaten R konnen durch den Abstand
beider Kerne R = |R| ersetzt werden.

Als Stérungsansatz wird nun das “starre Kerngeriist” gewédhlt und folgende Annahme getrof-
fen:

Wegen des grofsen Massenunterschiedes nimmt man an, dass die Elektronen sich “momentan”
auf die sich bewegenden Kern einstellen, d.h.

H=H"+H" mitH=T,+V, H" = Tx. (7.7)
Damit ergibt sich die ungestorte, elektronische Schréodinger-Gleichung zu
H°®"(r,R) = EQ (R)®!(r, R). (7.8)

Die Energieeigenwerte EQ(R) hingen parametrisch vom Kernabstand ab. Das Absolutqua-
drat der Losungsfunktion @7, gibt fiir jede beliebige, aber starre Kernkonfiguration R die
Ladungsverteilung der Elektronenhiille im elektronischen Zustand |n) der Energie E,(QO) (R)
an.

V(R) o
CouLoMB-Abstoffung der Kerne

\\ nicht tiberlappende
*\_  Elektronenhiillen

N

*. = antibindend

iiberlappende Tt ---o_____
Elektronenhiillen
= Molekiilbindung

V(00)

D, |
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Wihlt man nun fiir die Gesamtwellenfunktion den Produktansatz
Y(r,R) = (Dgl(r,R)‘Pn(R), (7.9)

wobei jede Wechselwirkung zwischen Elektronenbewegung und Kernbewegung vernachlas-
sigt wird, so erhdlt man nach ldngerer Rechnung eine Schrodinger-Gleichung fiir die Kern-
wellenfunktion:

—h—zvz +EY(R)|¥,(R) = E¥,(R) (7.10)
R n n - n . .
2Myeqd
Das Gesamtproblem ist also in zwei Schrédinger-Gleichungen separiert worden:
H°®%(r,R) = EY)(R)®/(r,R) (7.11)
(Tx + EQ (R))¥,(R) = E¥,(R). (7.12)

Die elektronische Energie kann also aufgefasst werden als potentielle Energie und bestimmt
damit das Potential, in dem die Kernbewegung abléduft.
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8 Elektronische Zustande von Molekiilen

8.1 Exakte Behandlung des starren Hy"-Molekiils

Die einfachsten denkbaren Molekiile bestehen aus zwei Kernen mit den Ladungen Z; e und
Z»e und einem Elektron. Fiir Z; = Z, = 1 gibt es ein stabiles Molekiilion, ndmlich das Was-
serstoff-Molekiil-Ton Hy*. Bei festgehaltenen Kernen (Vernachldssigung von Rotationen und
Schwingungen) ergibt sich das Modell eines Elektrons in einem Zweizentren-Potential, des-
sen Schrodinger-Gleichung

h _, e (1 1 1)
n ¥Y=EFEW¥ (8.1)

2m 4meg R 1A r1p

R ra rp

in elliptischen Koordinaten exakt 16sbar ist. Die Koordinate z- wird in Richtung der Kernver-

yA
— —
a 5 1z}
r
0 . LA
A "Bz X
4R —»

Fig. 11: Elliptische Koordinaten des Hy*-Molekiilions.

bindungsachse gelegt und elliptische Koordinaten eingefiihrt

_ X _Ta + 1B _TaA—TB
(p = arctan (x)’ = —R , V= R (8.2)
Es wird nun folgender Separationsansatz der Wellenfunktion gewdhlt:
Wer=M() - N(v) - @(¢). (8.3)

Analog zum Vorgehen bei der Losung des Wasserstoffatoms ergeben sich die drei Differenti-
algleichungen

! d2q3+a_0 (8.4)
pdp> '
1d,, dM a mR*( e’y E 2)

——(u -1 - + +—u"|=p 8.5
M du (=) du p?-1 H? (47‘[80R i h (685
1 d ~dN a«  mR*_,

——(1-V)——-—— - —-Ev}=-4, 8.6
Ndv( )dv 1—v2 22" p (8.6

wobei die Konstanten a und § Separationskonstanten sind. Die Losungen dieser drei Glei-
chungen sind die Funktionen M (u), N(v) und ®(¢) die nicht nur von den Separationspa-
rametern abhidngen, sondern auch von den Randbedingungen (Normierbarkeit, Stetigkeit,
Eindeutigkeit).
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8.1 Exakte Behandlung des starren H,*-Molekiils Atome und Molekiile 2

Die Losung von (8.4) ldsst sich direkt ablesen und ergibt sich zu

® = ¢y exp(ipva) + coexp(—ipva). (8.7)
Da aufgrund der Eindeutigkeit von ® gelten muss

O(p+2m-n)=d(p), n=1,2,3,... (8.8)
folgt exp(+27iyv/a) = 1, womit /a := A ganzzahlig sein muss. Als Losung ergibt sich dann

© = ¢y exp(ilg) + c2 exp(—idg). (8.9)

Um die physikalische Bedeutung von A zu erkennen, wird der Drehimpuls I des Elektrons
betrachtet. Da das elektrische Feld der beiden Kerne, in dem das Elektron sich bewegt, kein
Zentralkraftfeld ist, bleibt I im Gegensatz zum Wasserstoffatom nicht zeitlich konstant. Je-
doch sind bei festem Kernabstand R sowohl der Betrag ||, als auch die Projektion [, auf die
Kernverbindungsachse zeitlich konstant und haben wohldefinierte, quantisierte Werte. Die
z-Komponente des Drehimpulses ist I, = (r x p); = x py, — y px mit dem Erwartungswert

PTRLY (OTLR AWALY oY
@7 oy Yox) T 3¢

2n

h L 0D
L S (8.10)
i (0l0)

weil M und N nicht von ¢ abhédngen und fiir sich normiert sind. Wird fiir ® die Lésung (8.9)

eingesetzt, ergibt sich:

(I;y=%A-h| (8.11)

.~ Gh=(A+mgh

Fig. 12: Links: Die Projektion I, = Ah und s, = mh addieren sich zur Gesamtprojektion wh. Rechts:
Der prizedierende Bahndrehimpuls I des Elektrons und seine konstante Projektion /.

Es gilt folgendes zu beachten:

* In den Gleichungen fiir M und N die die Energie enthalten, geht nur a = A? ein, d. h.
die Energie hingt nicht vom Vorzeichen von A ab. Die Funktionen exp(+il¢) sind
energetisch entartet.
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8.1 Exakte Behandlung des starren H,*-Molekiils Atome und Molekiile 2

* Aufgrund des Produktansatzes git es Knotenfldchen fiir M = 0, N = 0 und ® = 0. Die
Knotenflachen M (u) = 0 sind Rotationsellipsoide, die Flichen N(v) = 0 Hyperboloide
und die Flachen ®(¢) = 0 Ebenen durch die z-Achse.

e Wie man an (8.9) sieht, gibt der Betrag von A die Zahl der ®-Knotenflichen an. Man
kann zeigen, dass die Quantenzahl / die Summe aus ®-Knoten und v-Knoten angibt
und als Hauptquantenzahl n die um eins vermehrte Summe aller Knoten definiert wer-
den kann. Dadurch ergibt sich die Beziehung

[Asisn-1] 5.12)

* Zujedem Satz von Quantenzahlen (7, [, 1) gibt es eine rdaumliche Wahrscheinlichkeits-
verteilung fiir das Elektron, die durch das Absolutquadrat der Wellenfunktion gegeben

1st:
2
Whyia= \P:;,lﬂ\ljn,l,)l =|Wnial" (8.13)
Rotationsellipsoide Rotationshyperboloide
Flachen ¢ = const. | = const. v = const.
________ <3 A
- s
S TN
I A B
I E—

Fig. 13: Die Flachen ® =const, u =const und v =const.

Die Losung fiir M, N ist moglich durch eine Reihenentwicklung, jeweils mit den Eigenwerten
E, (A, B) und E;(A, B). Insgesamt ergibt sich, dass die zuldssigen Energien von den Quanten-
zahlen n, [, A abhédngen.

In der folgenden Tabelle sind die Quantenzahlen und die Termbezeichnung eines Elektrons
im Molekiil mit Bahndrehimpulsquantenzahl / und Projektionsquantenzahl A = |m;| darge-
stellt.

Quantenzahlen Term-

n 1 A bezeichnung
1 0 0 1so

2 0 0 2s0

2 1 0 2s0

2 1 1 2 pn

3 2 0 3do

3 2 2 3do

In der folgenden Abbildung sind die elektronischen Wellenfunktionen fiir einige Zustdnde
im H,* Molekiil-Ion dargestellt. Dabei beschreiben die dunklen Fldchen positive Bereiche
und die hellen Flichen negative Bereiche der Wellenfunktion. Oben ist jeweils der Blick senk-
recht zur Molekiilachse dargestellt. Unten ist die Blickrichtung in die Molekiilachse gezeigt.
Wenn die Zeichenebene eine Knotenebene (durch ein Rechteck markiert) ist, wird das Vor-
zeichen oberhalb der Ebene angegeben.
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8.1 Exakte Behandlung des starren H,*-Molekiils Atome und Molekiile 2

® ® D>
® ®

X 3sc 2pc 3do

Fig. 14: Wellenfunktion verschiedener Molekiilzustdnde.

Die Losungen der separierten Schrodinger-Gleichungen ergeben die in Abbildung 15 gezeig-
ten Potentialkurven E,,(R) fiir das H>*-Ion. Man beachte, dass nur der tiefste elektronische
Zustand 10, = 1o ein stabiles Molekiil ergibt, alle anderen energetisch hoheren Zustin-
de fiihren zu repulsiven Potentialkurven, wie bei 20, = 2 po, abgesehen von einem flachen
Minimum des 30 = 2 so-Zustandes bei grolen Kernabstédnden.

(a) {f
. .
n=1,1=0,A=0 n=2,I=1,A=1
1s0 2pm
kein Knoten 1 ¢p-Knoten
(b) : @r——
n=2,1=0A=1 n=3,1=2, k=2
2s0 3dd
1 p-Kroten 2 p-Knoten
(c) (h)
—
O 3
©
_—
n=31=0A=0 n=31=1,k=0 w -
3s0 3po
2 p-Knoten 1 pund 1 v-Knoten
(d) (i)
- %
e
n= 2| 1) 0 n=31=1A=1
3p7
1 - Knolen 1 pund 2 g-Knoten
)] '
1o,
> < l , -0.6 o :
L L L L L L
n=3~ )} 0 n=8,1=2,A=1 0 2 4 6 8 10 12 14
3dm
2 v Knntan 1vund 1 ¢-Knoten R [ao]

Fig. 15: Links: Knotenfldchen einiger Wellenfunktionen W (n, [, 1).
Rechts: Potentialkurven des H,™.

Auf der linken Seite von Abbildung 15 sind die Knotenfldchen einiger Wellenfunktionen dar-
gestellt. Fiir n = 1 ergeben sich keine Knoten, da n die um eins vermehrte Knotenanzahl
beschreibt. An A lésst sich direkt die Zahl der ¢-Knoten ablesen und aus der Differenz [ — A
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8.2 Die LCAO-Nidherung Atome und Molekiile 2

die Zahl der v-Knoten. Die p-Knoten ergeben sich dann durch einen Vergleich mit der Quan-
tenzahl n

u-Knoten: n—-1-1. (8.14)

8.2 Die LCAO-Naherung

Bei der LCAO-Naherung (Linear combination of atomic orbitals) wird davon ausgegangen,
dass der elektronische Zustand des Molekiils im Wesentlichen durch die Zustdnde bestimmt
wird, in die die einzelnen Atome fiir R — oo libergehen. Der naheliegende Ansatz ist die
Bildung einer Linearkombination (im Folgenden fiir zweiatomige Molekiile) der Atomorbi-
tale.

Die Wellenfunktionen der beiden Atome werden mit ® 4 und ®g bezeichnet. Die Gesamtwel-
lenfunktion ergibt sich dann als die Summe ® = ® 4 + ®p und ldsst sich unter der Annahme
(Dy|D4) = (Pg|Dp) =1 normieren durch
c1Pp+ o d
D= LA 2h mitSAB:/CDACDBdT. (8.15)
\/cf +c5+2c162SaB

Das Integral S p ist das Uberlappintegral der beiden Wellenfunktionen und ist kompliziert
zu berechnen, da es sich hierbei um ein Zweizentrenintegral handelt, d. h. r4 und rg bezie-
hen sich auf die verschiedenen Koordinatenurspriinge von Atom A und B. Die Berechnung
des Uberlappintegrals ist moglich durch die Einfithrung von Zylinderkoordinaten, ist aber
nicht trivial.

Allgemeine Folgerungen

Dennoch lassen sich allgemeine Aussagen treffen. Bei der LCAO-N&dherung verwendet man
das Variationsverfahren, d. h. die Energie E wird fiir die Berechnung des Molekiilorbitals mi-
nimiert

_ (O H|D)

. 8.16
(O|D) (610

Nach dem RiTz’schen Prinzip ldsst sich damit abschitzen, dass die mit der exakten Losungs-
funktion berechneten Energieeigenwerte immer unterhalb der mit Ndherungsfunktionen
berechneten liegen.

Setzt man bekannte Versuchsfunktionen ®; fiir die gesuchte Wellenfunktion an

D=) Y ®i(ry), (8.17)
i k=AB

so ergibt sich durch Einsetzen fiir die Energie der folgende Ausdruck:

_ [Xic; @ HY e @i d®r
[Xici @ Tpcr®dir

(8.18)
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8.2 Die LCAO-Nidherung Atome und Molekiile 2

Nach einigen Umformungen und Ableiten nach c; erhédlt man mit der Bedingung g—f; =0das

Gleichungssystem

Y ck(Hix—E-Six) =0 (8.19)
k

mit dem Matrixelement H;; und dem Uberlappintegral S
Hikz/q>in>kd3r und s,-kz/cp,-and?’r. (8.20)

Fiir zweiatomige Molekiile mit den beiden (normierten) Funktionen ®4 und ®p gilt dann

(Hpaa—E)e1 +(Hap—E-Sap)c2=0

(8.21)
(Hpa—E-Spa)c1 + (Hpp—E)cy =0.

Fiir zwei gleiche Atome in den gleichen Zustinden ®4 = ®p und Hs4 = Hpp erhidlt man die
beiden Losungen

Hjp+H Hjp—H
Ey(R)= —"—"5 Bp(R)=—24_—F (8.22)
1+8 AB 1-S AB
Fiir diesen Spezialfall erhdlt man fiir die Koeffizienten E
¢ und ¢, durch Einsetzen von (8.22) in (8.21) die Bezie- ’ \
hung Ea /7 . _Ep
N /7
AN /7
a1’ =leol’, =0 =zc,. (8.23) \ .

E+
Man sieht, dass durch die Linearkombination zweier
gleicher Atom-Orbitale die Energie in zwei Energiewerte E; und E, aufspaltet.

Die LCAO-N3&herung fiir Hyt

Obwohl die exakte Losung fiir H,* in der Born-Oppenheimer Ndherung schon bekannt ist,
ist es instruktiv die LCAO-N&dherung fiir Ho* zu diskutieren. Als Linearkombination wahle
man fiir das energetisch tiefste Molekiilorbital

D=c1DP4(18) +c2Pp(1s) (8.24)

mit den beiden Wasserstoff-Wellenfunktionen

1 ra 1 I'p
p=y[gexp(-2), @p= [——exp|-2). 825
aBﬂ' ap aBT[ ap

Damit erhilt man die normierten Wellenfunktionen nach Gleichung (8.15)

®y+Dp ®y—Dp
o, =——, b= —. (8.26)
V2+2S4B V2—-2S84B
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8.2 Die LCAO-Nidherung Atome und Molekiile 2

Fig. 16: Wellenfunktionen und ihre Absolutquadrate fiir die beiden tiefsten Zustdnde des Hy*.

Die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten fiir das Elektron in den Zustinden ®+ und ®_ lassen
sich durch Quadrieren gewinnen:

Q% + D% + 20, P
2+284

D% + D% - 20, Dp
, o pP=A28 . 8.27)

D, %=
| Dy | 52515

In Abbildung 16 sind die Wellenfunktionen ®, und ®_ dargestellt. Es zeigt sich, dass ®_
einen Nulldurchgang in der Mitte zwischen den beiden Kernen aufweist und somit die Auf-

enthaltswahrscheinlichkeit zwischen den Kernen verschwindet. Somit beschreibt ®_ ein nicht-

bindendes Molekiilorbital.

Die Matrixelemente und Uberlappintegrale lassen sich fiir H,* exakt berechnen und es er-
geben sich die folgenden Energiewerte:

1 1 [1-(Q1+Re™3R e R1+R
E.(R) (8.22) E+i-1 [1—( ) ] N ( )
R Rl1+e B[1+R+R?2/3] 1+e B[1+R+R2?/3] (8.28)
(8.22) 1 1 [1-(+Re?R e R1+R) '

ER®E . +--2 -
() S R T R1—-eR1+R+R2/3] 1-eR[1+R+R2/3|

In der nebenstehenden Abbildung ist ein Ver- W(R)
gleich der Potentialkurven fiir das Ho*-Ion zwi- /"o
schen der exakten Rechnung und der einfachen 0.10
LCAO-N&dherung dargestellt. Es zeigt sich, dass
fiir den nicht-bindenden Zustand die beiden Kur-
ven ibereinstimmen, wihrend beim bindenden )
Zustand grof’e Abweichungen besonders in der
Néhe des Potentialminimums auftreten. Hierbei
weicht die LCAO-Nédherung noch stark von dem _
Energieminimum bei -2,79eV ab. Die Notation

22; wird spédter noch genauer erldutert.

It exakt

0.05

-0.05

Verbesserung der LCAO-Na&herung

Das einfache LCAO-Verfahren hat mehrere Miangel. Zunéchst sollte sich in der Ndherung
R — 0 die Wellenfunktion des He"-Ions ergeben

7=2 1 2r
®(He,1s) = —exp|——|, (8.29)

3
agm ag
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8.2 Die LCAO-Nidherung Atome und Molekiile 2

da fiir das vereinigte Atom Z = 2 gilt und sich deshalb das Elektron im Mittel ndher am Kern
aufhdlt, was durch den Faktor 2 im Eponenten beschrieben wird.

Abhilfe schafft hierbei die Einfiihrung ei-

nes Parameters 7 in den 1s-Wellenfunktion,

der die Kontraktion der Elektronenvertei- 2.0
lung berticksichtigt.

n(R) rA,B)
ag

q)A,B X €exp (— (8.30)

des Parameters 1 kann durch die Minimie-
rung der Energie in Abhédngigkeit vom Kern- \\
abstand erzielt werden.

n 15
mit 77(0) = 2 und 1(oco0) = 1. Die Optimierung \

S~

Bei der ersten Verbesserung wurde nur die 1.0
Kontraktion der Elektronenverteilung be-
riicksichtigt, die Basisfunktionen ®, und

@3 bleiben jedoch noch kugelsymmetrisch. Rlao]

In Wirklichkeit wird die Ladungsverteilung

um den Kern A durch die Anwesenheit des Kerns B in z-Richtung polarisiert. Es wird zusétz-
lich noch ein Polarisationsterm eingefiihrt mit dem Ansatz:

0 1 2 3 4 5 6 7

Nra,B

ap

D4, Bx exp (— )(1+/12). (8.31)
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A E/ev
\
by L 3 4
0 \ ] -
s s :
_2 —
EB: 2,796V

_3 -

Fig. 17: Vergleich der Potentialkurven fiir verschiedene LCAO-N&herungen mit der exakten Lésung
(4): 1.) Einfache LCAO-N&herung, 2.) LCAO mit optimiertem n(R), 3.) Beriicksichtigung der
Polarisation.

8.3 Mehrelektronenmolekiile

Sind mehr als ein Elektron in der Atombhiille vorhanden, tritt zusétzlich eine Wechselwirkung
zwischen den Elektronen auf. Die Separation der Mehrelektronen-Wellenfunktion ®(ry, ..., r;)
in Einelektronen-Funktionen ist nicht mehr méglich. Weiterhin wirkt das Pauli-Prinzip als
zusdtzlich Bedingung fiir die Besetzung der Orbitale.

In einer ersten, groben Ndherung wird diese Wechselwirkung jedoch Null gesetzt, d. h. die
Gesamtwellenfunktion ldsst sich als Produkt von Einzelwellenfunktionen auffassen

O(1,...,N) =01 (1)D2(2)... Dy, (N), (8.32)

womit die Schrodinger-Gleichung in N-Teilgleichungen separabel ist.

Das Problem ist jedoch, dass man aufgrund der Ununterscheidbarkeit der Elektronen nicht
zwischen @; (1) und ®;(2) unterscheiden kann. Der durch (8.32) beschriebene Zustand kann
ebenso durch eine andere Funktion ® beschrieben werden, die durch Permutation der Elek-
tronen hervorgeht. In allgemeinster Form wird ® als Linearkombination aller N! Permutati-
onsmoglichkeiten geschrieben.

Wird der Spin jedes Elektrons berticksichtigt, so ldsst sich jede der Funktionen ®; als Produkt
aus Ortsanteil ®;(r) und Spinanteil y;(s) schreiben. Nach dem Pauli-Prinzip muss die ge-
samte Wellenfunktion ® antisymmetrisch sein (Vorzeichenwechsel beim Vertauschen zwei-
er Elektronen). Die allgemeine Form von @ ldsst sich nun in Form einer Determinante, der
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Slater-Determinante darstellen:

O1(Mx:1(1) 21212 ... Pr(N)x1(N)
Do) x2(1) DP22)x2(2) ... DP2(N)y2(N)

o(1,...,N) = . . : . (8.33)
©,(Dxnl) Pp2)xn2) ... @p(N)xn(N)

Da eine Determinante Null wird, wenn zwei Zeilen oder Spalten gleich sind, wird hier das
Pauli-Prinzip automatisch erfiillt. Unterscheiden sich ®;(1) und ®(2) nicht in ihrem Orts-
anteil, so miissen die Spinanteile unterschiedlich sein, damit ®(1,..., N) nicht verschwindet.
Weiterhin wechselt die Determinante beim Vertauschen zweier Elektronen (Spalten) ihr Vor-
zeichen.

Die Molekiilorbital-Ndherung fiir H,

Wie beim H,*-Ion wird fiir das Molekiilorbital die normierte Linearkombination

1
b, = (Dg+Dp) (8.34)
YT V2ga2s 4P

mit den Wasserstoff-Wellenfunktionen gewidhlt. Wegen ®; = @, ergibt sich unter Einbezie-
hung des Spinanteils die Slater-Determinante zu

O (D)-a(l) 1(2)-a(2)

*L2A=1e,1)-p0) 01262

=0 (1P 2)[a(1)B(2) —a(2) ()] (8.35)

Fig. 18: Koordinatenbezeichnungen im H,-Molekiil

Dabei bezeichnen a(i) die Spinfunktionen mit mg = +1/2 und (i) mit m; = —1/2. Setzt man
die Linearkombination (8.34) fiir den Ortsteil ein, ergibt sich

© =0, ()P, (2) = :

D4(1)D4(2) +DPp(1)Pp(2) +PA(1)Pp(2) + PA(2)Pp(1)

2+2S48

n'g

ionisch ionisch

Dabei entsprechen die ersten beiden Summanden dem ionischen Fall wenn beide Elektro-
nen sich am selben Kern befinden.

Der Hamilton-Operator des Ho-Molekiils lautet

e? 1 1 1 1 1 1
. (8.36)
ra1 Tl Taz Tp2 T12 R

hZ
H=-—(V?+V3+
2m 4me
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Dieser ldsst sich zusammenfassen zu

e (1 1 , o, e (1 1 1

H=H,+H,+ ———=| mitH;=-—V/- —+— = (8.37)
dmeg\ri2 R 2m Ameg\ra; 1Bi R

Die ersten beiden Terme entsprechen dem bereits behandelten H,"-Problem. Der letzte Term

wird beim Gleichgewichtsabstand sehr klein (r12 = R), deswegen kann man als Grundzu-

standsenergie ca. die zweifache Energie von H,* erwarten.

¢ Die exakte LCAO-Rechnung liefert: Ey ~ 3,54eV
e Der experimentelle Wert ist: Ey ~ 4,747 eV

Im getroffenen Ansatz fiir die Wellenfunktion geht der “ionische” Anteil, bei dem sich beide
Elektronen beim Kern A bzw. B aufhalten mit dem gleichen Gewicht ein, wie der kovalen-
te Anteil, wihrend im realen H,-Molekiil die Wahrscheinlichkeit, dass beide Elektronen am
gleichen Kern sind, wesentlich geringer ist.

Heitler-London Niherung

Eine verbesserte Ndherung ist der Ansatz fiir die Wellenfunktion von HEITLER-LONDON aus
dem Jahr 1927:

O=0,(1)-Dp(2). (8.38)

Es wird eine kovalente Bindung angenommen, womit man davon ausgehen kann, dass sich
das eine Elektron bei Atom A und das andere Elektron bei Atom B befindet. Unter Beriick-
sichtigung des Pauli-Prinzips ergeben sich damit die folgenden Linearkombinationen fiir die
normierten Molekiilorbitale

1
d, = \/:2[(DA(1)(DB(2) +D4(2)Pp(1)]
2(1+S85,)
. AB (8.39)
D= ——[P4(1)DPp(2) —DP4(2)Dp(1)].
\/2(1-S55)

Ein Vergleich mit der einfachen LCAO-N&dherung zeigt, dass in der HEITLER-LONDON-Né&her-
ung der ionische Anteil vollkommen fehlt. In der HEITLER-LONDON-N&herung ergibt sich ei-
ne Grundzustandsenergie von = 3,14 eV. Auch dieser Wert weicht vom experimentellen Wert
4,7 eV ab. Die HEITLER-LONDON-Né&herung lasst sich aber ebenfalls durch Polarisationster-
me verbessern, es zeigt sich jedoch, dass beide Ansitze, sowohl LCAO, als auch HEITLER-
LoNDON-N&herung Mingel aufweisen.

Heutzutage werden hauptsdchlich groe Zahlen einfacher Funktionen gewihlt, die nume-
risch gut 16sbar sind. Die gewdhlten Funktionen (bspw. Gaul3-Funktionen) miissen dabei
auch keine Losung der atomaren Wellenfunktionen sein. Diese Ansitze lassen sich durch zu-
sdtzliche Parameter verbessern. Die beste Rechnung liefert dann einen Wert von 4,746 eV.
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E/ev A 3

|

\ 7
1 einfache e

: LCAQ

I I I I >
0,5 1 1,5 2 R/A

Fig. 19: Potentialkurven E(R) des H,-Grundzustandes fiir die verschiedenen Ndherungen. Die un-
beschriftete Linie gibt den Potentialverlauf fiir die verbesserte HEITLER-LONDON-Ndherung
unter Bertiicksichtigung des ionischen Falls an.

8.4 Molekiilzustande mit mehreren Elektronen

Symmetrieiiberlegungen

Zundchst werden einige Symmetrieiiberlegungen gefiihrt, um die daraus folgenden Term-
bezeichnungen besser zu verstehen. Eine Spiegelung an einer Ebene durch die Kernverbin-
dungsachse (Reflexionssymmetrie) ldsst sich durch den Operator o ausdriicken durch

o¥Y*=+%* und o¥ =-Y¥. (8.40)
Fiir zweiatomige Molekiile mit Z4 = Zp existiert noch die Inversionssymmetrie am Ladungs-

(a) . (b)
. . Yi X
/J Spiegelung Inversion

w e
N
\me
\

\

\
>0
Ny

e
Qd v =y () =1y @

Fig. 20: Symmetrie-Operationen. a.) Spiegelung; b.) Inversion

schwerpunkt

We=+¥, und I¥,=-¥, (8.41)
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Es gibt also “gerade” und “ungerade” Molekiilzustdnde.

Ein Beispiel fiir die Nomenklatur der Molekiilorbitale aus atomaren s- und p-Orbitalen ist in
Abbildung 20 dargestellt.

Fig. 21: Aufbau von Molekiilorbitalen aus |s) und |p) Atomorbitalen.

Fiir den Aufbau von Molekiilorbitalen ergeben sich damit folgende Moglichkeiten:

a) |)+Isy—|og), Isy—1s)—|o%)
b |py)+lpy) = 1ma, Py =1py) = |mh) (8.42)
c) |p)+|pz)—loi), |pz)=Ipz) —log).

Nicht-bindende Zustédnde werden mit einem Stern gekennzeichnet. Die 77,,- und 7 4-Orbitale
sind jeweils zweifach entartet, da sie sich auch aus | px ) Orbitalen ergeben. Fiir nicht-bindende
Orbitale liegt stets eine Knotenebene senkrecht zur Verbindungslinie der beiden Kerne vor.
Wichtig ist, dass die Symmetrie der bindenden o-Orbitale gerade ist, die der bindenden -
Orbitale aber ungerade ist.

Korrelationsdiagramme

Fiir einen Uberblick iiber die relative energetische Lage der einzelnen Energieniveaus zu-
einander, konnen die beiden Extremfille der getrennten Atome und das vereinigte Atom
betrachtet werden. In Abbildung 22 rechts ist die Korrelation von Atomorbitalen und Mo-
lekiilorbitalen beim Ubergang vom vereinigten Atom zu den getrennten Konstituenten dar-
gestellt. Auf der linken Seite ist das Korrelationsdiagramm zweiatomiger Molekiile darge-
stellt, die Abszisse korrespondiert mit dem Kernabstand. Die roten Ubergénge beschreiben
die bindenden Molekiilorbitale, weil dort der Zustand mit geringem Kernabstand energe-
tisch gilinstiger ist, als die getrennten Atome.
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8.4 Molekiilzustinde mit mehreren Elektronen Atome und Molekiile 2

Vereinigtes Molekiil- Getrennte
Atom orbital Atome
0 0 ~®-0-0000
P 3po’o a,2p ptp
as . a6 O @O
1 TP @ O
; d 3drn— nj;2p p-p
bindend
antibindend ‘ g -~ % -~ 2 2
p 2pn > m,2p ptp
batinge 1w @ — «@ 0000
s 250 <> 0,2p p-p
vereinigtes : : . O @ ‘ @ .
Atom(R=0) : :I o ‘ p 2p0-(_>0-uls S -9
1s 1s6 : : E . - ) ’
H, !Nz : @ s @ - @ .
. Lz s lso ©agls s+s

Fig. 22: Korrelationsdiagramme

Termbezeichnung fiir Mehrelektronenmolekiile

Wie in der Atomphysik wird die Multiplizitdt 2S5+ 1 durch einen linken, oberen Index gekenn-
zeichnet. Die Projektion des Gesamtbahndrehimpulses M; = Y m;, auf die Molekiilachse
wird durch einen groBen, griechischen Buchstaben gekennzeichnet

A=2Z(Mp=0), A=IIMp=+1), A=AM=4+2). (8.43)

Die Bezeichnungen fiir die elektronischen Zustdnde lauten X fiir den Grundzustand und
A, B,... fiir die angeregten Zustdnde. Somit ergibt sich mit den obigen, moéglichen Symme-
trieoperationen insgesamt die Bezeichnung fiir einen elektronischen Grundzustand:

25+1 A +/—
X A g (8.44)
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9 Rotation und Schwingung zweiatomiger Molekiile

Im Folgenden sollen nun zweiatomige, nicht starre Molekiile behandelt werden. Im Rahmen
der Born-Oppenheimer-Ndherung ist nun die Gleichung fiir die Kernwellenfunktion zu 16-
sen:

(Tx + EY(R) Y ,,(R) = E¥ ,(R). (9.1)

Die potentielle Energie E,, hdngt jetzt nur noch vom Kernabstand R = |R; — R»| ab, sie ist al-
so kugelsymmetrisch. Gleichung (9.1) entspricht also formal der Schrédinger-Gleichung fiir
das H-Atom, und ldsst sich in einen Radial- und Winkelanteil separieren. Es wird folgender
Separationsansatz gewdhlt

W (R,0,9) =S(R)Y (9, ). 9.2)

Dabei bezeichnet S(R) die Schwingungswellenfunktion und Y (9, ¢) die Kugelflichenfunkti-
on. Wie beim Wasserstoffatom folgt eine Gleichung fiir die Radialfunktion®

1 d( ,dS) 2M JU+DR?

— —|R*—= |+ =5 | E~ Epot(R) - ————=—|S =0. 9.3
R2 dR( dR) h2 ror ()= ©-3)
Durch diese Gleichung wird die Schwingung des Molekiils beschrieben. Der letzte Summand
J(J+1)h?/(2MR?) gibt dann die Zentrifugalenergie an, wenn J die Quantenzahl der Gesamt-
drehimpulses ist.

Der starre Rotator

Das einfachste Modell rotierender Molekiile erhilt man, wenn man annimmt, dass sich der
Kernabstand R bei der Rotation nicht dndert. Hier sind die beiden Kerne durch eine masse-
lose Stange verbunden und rotieren um ihren gemeinsamen Schwerpunkt. Damit ergibt sich
ein konstantes Triagheitsmoment Ix = MR?.

I:{1 >l I:{2
)

>

M,

< i -

Fig. 23: Der starre Rotator

Somit verschwindet in Gleichung (9.3) die Ableitung nach R, weshalb fiir nichttriviale Lo-
sungen der Wellenfunktion der Ausdruck

9.4)

2 |
- iy - 2

2MR?

SDEMTRODER, Molekiilphysik. S.82

51



Rotation und Schwingung zweiatomiger Molekiile Atome und Molekiile 2

gelten muss. Fiir reine Rotationsvorgéinge ist E = E;o; + Epot, weshalb bei Wahl des Energie-
nullpunktes Epo(R,) = 0 im Gleichgewichtszustand R = R, fiir die Rotationsenergie

_JU+DA?

= mit /=0,1,2,... 9.5

folgt. Es zeigt sich, dass die Energie quadratisch mit der Impulsquantenzahl J ansteigt. Der
Abstand zwischen benachbarten Rotationsniveaus

AE())=E(J+1)-E(U) = U+ DA (9.6)

- ~ MR? '

nimmt linear mit J zu. In der Spektroskopie werden statt der Energiewerte E meist Term-
werte F = E/(hc) in Wellenzahlen [CLm] angegeben, da dann auch die Termdifferenzen AF,
die bei der Absorption oder Emission von Strahlung der Energie hv gemessen werden, in
reziproken Wellenldngen erscheinen. In Termwerten ergibt sich (9.5) zu

h 1
F(J)=B.,J(J+1) mitB,= 5 | = 9.7
4ncpuRy [ cm
J F(J)
4 —1— 208,
(@)
A% Re —
(b) °
© I °
M, P Re

3 /1 12B

V2
2 Y 6 Be (C)

V1 2B, | 2B, | 2B,
1 2B >

A e

Vo Vo Vi V2 V3 Vrot

0o —
Fig. 24: a.) starrer Rotator, b.) Termschema, c.) Rotationsspektrum
Die Wellenzahl von Ubergingen zwischen benachbarten Energieniveaus ist dann
Viot=F(J+1)-F(J)=2B.(J+1). 9.8)

Im Rotationsspektrum haben die Linien somit den konstanten Abstand 2B,. Man erhilt also
diskrete Eigenwerte, deren Abstand linear mit / zunimmt.
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Rotation und Schwingung zweiatomiger Molekiile Atome und Molekiile 2
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Fig. 25: Ausschnitt aus dem Rotationsspektrum des CO-Molekiils im Ferninfrarot fiir 2C'%0 (starke
Linien) und 3C160 (schwache Linien) gemessen als Absorptionsspektrum.

Fiir ein nicht rotierendes Molekiil mit / = 0 wird aus der Gleichung (9.3) fiir die Radialfunk-
tion

ii(32§)+ﬂ/[[E—E (R)]S=0 (9.9)
R2dR\" dR) n2 pot o ‘

Die Losungen hidngen nur noch von der Form der potentiellen Energie Epq ab.

1. Ndherung: harmonischer Oszillator

In der ersten Ndherung gleicht das Potential einem harmonischen Oszillator mit den Para-
belpotential

k 2
Epot(R) = E(R —Re) (9.10)

mit der die Riickstellkraft F = —k(R— R,) beschreibenden Konstante k. Die Energieeigenwer-
te des harmonischen Oszillators ergeben sich dann zu®

E,=h ( + 1) it K (9.11)
=hwo|v+=| mitwy=1/—. .

v 0 2 0 M

Die Energieeigenwerte liegen dquidistant und auch der tiefste Schwingungszustand mit v =

0 hat eine Nullpunktsenergie. Die Ndherung des harmonischen Oszillators ist jedoch nur im

Bereich R = R, aulireichend genau.

SDEMTRODER, Molekiilphysik. S.89
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Rotation und Schwingung zweiatomiger Molekiile Atome und Molekiile 2

Re R

Fig. 26: Vergleich von Parabelpotential, Morsepotential und realem Potential fiir den Grundzustand
des Na,-Molekiils.

2. Ndherung: Morsepotential

Im allgemeinen weichen die beobachteten Schwingungsfrequenzen wy;, von den konstan-
ten Frequenzen des harmonischen Oszillators ab. Dies liegt daran, dass mit zunehmenden
Kernabstand das Potential nicht gegen unendlich strebt, sondern gegen die Dissoziations-
energie des Molekiils konvergiert. Von MORSE wurde eine Potentialfunktion

Epot(R) = Ep[1 —exp(—a(R - R,))1? (9.12)

angegeben, die das reale Potential fiir Kernabstidnde R > R, gut beschreibt und im Unend-
lichen gegen die Dissoziationsenergie Ep konvergiert. Das Minimum des Potentials liegt
im Gleichgewichtsabstand Ejo(R.) = 0. Fiir kleine Kernabstinde R — 0 (abstoflender Teil)
weicht das Morsepotential stark vom realen Potential ab.

Der Vorteil des Morsepotential besteht darin, dass hier ebenfalls die exakte Losung der SCHRO-
DINGER-Gleichung angegeben werden kann mit den Energieabstdnden

hw
AE(V):E(V+l)—E(V):hw[1—ﬁ(v+l) . (9.13)

D

Die Energieabstdnde sind nun nicht mehr dquidistant, sondern nehmen mit steigender Wel-
lenzahl v ab.
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10 Spektren zweiatomiger Molekiile

Wie beim Atom wird die Ubergangswahrscheinlichkeit durch das Quadrat des Dipolmatrix-
elementes bestimmt’

Mik:ff\P?p\PdeeldTK- (10.1)

Die Integration erstreckt sich tiber alle Elektronen- und Kernkoordinaten. Der Dipoloperator
p lasst sich schreiben als

p=—e-) ri+ZieR + ZeR; = pe + px. (10.2)
i

Fiir ein homonukleares Molekiil ist Z; = Z, und R; = —R», sodass das Kerndipolmoment
px verschwindet. Homonukleare Molekiile (O,, N2) haben in Dipolndherung somit keine
erlaubten Schwingungs-Rotationsiibergidnge innerhalb desselben elektronischen Zustands
(siehe Gleichung (10.5)) im Infrarot-Bereich. Sie konnen die von der Erde abgestrahlte War-
me nicht absorbieren. Im Gegensatz zu CO, oder H,O tragen sie deshalb nicht zum Treib-
hauseffekt bei.

Im Rahmen der Born-Oppenheimer Ndherung ldsst sich die Gesamtwellenfunktion ¥ (r, R)
als Produkt

W=Dy yx (10.3)

aus elektronischer Wellenfunktion @ (r, R) des starren Molekiils bei beliebigen Kernabstand
R und der Kernwellenfunktion yx(R) schreiben. Durch Einsetzen von Gleichung (10.2) und
(10.3) in (10.1) ergibt sich

M = /@j Xi (Pel + PPk - Xk dTe1 ATk

Z/X?[/Q?Pelq)kdm

Es lassen sich nun zwei Fille unterscheiden:

YrkdTk (10.4)

/d)?d)k dre

1. Die Niveaus |i) und |k) gehoren zum selben elektronischen Zustand, d.h. ®; = ®y.
Dann besitzt der Integrand fiir die Elektronenverteilung im ersten Summanden eine

xdeK+/x§‘pK

"DEMTRODER, Atome, Molekiile und Festkorper S.303
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Spektren zweiatomiger Molekiile Atome und Molekiile 2

ungerade Paritidt (Gesamtparitdt der Wellenfunktionen ist gerade und pg ~ r ist un-
gerade) und der erste Summand verschwindet. Aufgrund der Orthonormalitédt von ®;
und @ folgt nun

Mik:/)(;‘pK)(kdrK. (10.5)

2. Die Niveaus |i) und | k) gehoren zu verschiedenen elektronischen Zustdnden, d. h. ®; #
®y.. In diesem Fall verschwindet der zweite Summand aufgrund der bereits erwdhnten
Orthonormalitit, womit sich das Ubergangsmatrixelement ergibt zu

M,']CZ/}(;f< /(D;pelq)kd'[el Yrdrx. (10.6)
Héufig hidngt das elektronische Dipolmoment
M = / O pei®y dre (10.7)

nur schwach von der Kernkoordinaten ab, sodass sich folgende Ndherung ergibt

M;j = M?}C/X?XdeK- (10.8)

Schwingungs-Rotations-Spektren

Man kann den Vektor px zerlegen in seinen Betrag und den Einheitsvektor, der die Lage der
Molekiilachse zum ortsfesten x, y, z-Koordinatensystem beschreibt:

sindcos @
Px = e(Z1R+ ZoR) =e(Z1R1— Z2Ry) Ry mit Ry = Sinﬁsin(p (10.9)
cosd
Im Schwerpunktsystem gilt R; /R, = M,/ M; und mit R = Ry + R, folgt
M- MiZ b g C(R)-R (10.10)
=e——————R-Ry=e- -Ry. .
P M1 + M2 0 0

Mit dem aus der Born-Oppenheimer Ndherung bekannten Produktansatz yx = S(R)Y (9, ¢)
erhdlt man

My = [/\P:ibyieC(R)\Pvib,de] : [/\Prot,i * RoWrot,; sindddde (10.11)
N Mj;]r-]tb ~ M{zt

mit den Abkiirzungen Wi, = R- S(R) und W4 = Y (9, ¢). Der erste Faktor von (10.11) hdangt
nicht von der Richtung der Molekiilachse ab und beschreibt Schwingungsiibergdnge zwi-
schen den Zustidnden Wy ; und Wy, . Der zweite Faktor bestimmt die Rotationsiibergédn-

ge.
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Spektren zweiatomiger Molekiile Atome und Molekiile 2

Reine Schwingungs- bzw. Rotationsiibergange

Der Betrag des Dipolmomentes des Kerngeriists ldsst sich nun in eine Taylorreihe mit Ent-
wicklungspunkt R, entwickeln

“(R—Rp)+... (10.12)

d
R) = R, —
px(R) = px( e)+dRPK R

Damit ergibt sich fiir das Dipolmatrixelement fiir Schwingungen:

, . d
M;’lb = px(Re) / \I]Vibyl’\yvib,k dR+—

/\Péibi(R—Re)‘I’vib,de. (10.13)
dR Re ’

Fiir den Fall i # k bleibt aufgrund der Orthonormalitdt der Wellenfunktionen nur der Term
) d i
M;]llcb = E(RE) / “Pvib,iR“Pvib,k dr (10.14)

ibrig. Setzt man fiir die Schwingungs-Wellenfunktionen die des harmonischen Oszillators
ein, so verschwindet das Matrixelement nur fiir benachbarte Zustdnde nicht. Das ldsst sich
mit der Einfiihrung der Leiteroperatoren zeigen, durch ein analoges Verfahren wie bei dem
Beispiel auf Seite 6. Es folgt dann die Auswahlregel

i—k=Av=+I1. (10.15)

Die Schwingungsiibergdnge benachbarter Schwingungsniveaus sind nur dann méglich, wenn
sich das Dipolmoment mit dem Kernabstand dndert

de
— #0. 10.16
iR # ( )

Fiir den anharmonischen Oszillator gibt es auch von Null verschiedene Beitrége fiir
Av=42,43,... (10.17)

Fiir i = k ist das Matrixelement konstant aufgrund der Orthonormierung der Wellenfunktio-
nen des harmonischen Oszillators.

|

Es sind ebenfalls reine Rotationsiibergidnge mog- 100%
lich. M?' sind bereits von den atomaren Uber- M
giangen her bekannt (siehe Gleichung (3.45)). Es
ergeben sich die bekannten Auswahlregeln

AJ=0,+1. (10.18)

Im rechtsstehenden Bild ist ein synthetisiertes Ro-
tationsspektrum von CO im Infrarotbereich dar-
gestellt. Die Linien haben einen Abstnd von 2B, ~
3,8 $ Die Intensitdt der Absorptionslinien ergibt
sich (%UI‘C}.I. die ]?esetz.ungswe.l.hrs'che{nhchke1t der 0 20 40 60 80 100
Rotationsiibergidnge in Abhédngigkeit von J und -

8 Vot
der Temperatur T°.

relative Transmission

/ cm!

Es lésst sich fiir einen Schwingungsiibergang vom Grundzustand v = 0 — v = 1 zwischen
dem R-Zweig und dem P-Zweig unterscheiden. Es gilt hier fiir die Rotationsquantenzahl

8Siehe Ubungsserie 9
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Fig. 27: Simulierte Rotationsschwingungsbande fiir CO (R- und P-Zweig) im elektronischen Grund-
zustand. Es findet ein Schwingungsiibergang bei einer Temperatur von 293 K statt. Der Ein-
schub zeigt auch die zweite harmonische (v =2 — v =0).

* R-Zweig: AJ=+1 v=vo+2B.(J+1)
o P-Zweig:AJ=-1 v=vo—2B.(J).

Der ebenfalls theoretisch mogliche Q-Zweig mit AJ = 0 tritt fiir Ubergédnge im gleichen elek-
tronischen Zustand nicht auf, da das emittierte Photon einen Impuls trdgt und dadurch die
Impulserhaltung verletzt werden wiirde.

Elektronische Uberginge

Zur Beschreibung elektronischer Uberginge ergibt sich mit dem tiblichen Produktansatz

vib,

Mik:Ml.e,lc-/‘I’* l.(R—Re)‘{’vib,de-/‘I’;‘Om(R—Re)‘l’rot,ksinﬁdﬁsin(p (10.19)

v~ v~

VFCE VHLE
mit dem Franck-Condon-Faktor FCF und dem Hoénl-London-Faktor HLE

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Uberging ist o< |M;|?. Der Schwingungsanteil wird durch
den Franck-Condon-Faktor beschrieben und entspricht dem Uberlappintegral der Schwin-
gungswellenfunktionen zwishcen den Zustdnden |i) und |k).

Franck-Condon-Prinzip:

Der Ubergang passiert so schnell, dass sich die Kerne nicht merklich bewegen wihrend des
Ubergangs. Im Potentialdiagramm erfolgt der Ubergang somit senkrecht entlang eines kon-
stanten Kernabstandes.

In Abbildung 28 ist zu sehen, dass bei gegeneinander verschobenen Potentialkurven Schwin-
gungsiiberginge mit Av # 0 auftreten kénnen, da die Uberginge senkrecht erfolgen. An den
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Rindern der Potentialtopfes haben die Elektronen dhnlich wie bei einem Pendel die grofSte
Aufenthaltswahrscheinlichkeit.

(v',J)

Emission

Absorption | ™\ elektronische
Ubergénge (UV / vis)

———— i E— "
K - _
W', 0") %J .
Rotations-Schwingungs- reine Rotations- k ' >
A b R

Ubergénge

Ubergange

Re #Rg

Fig. 28: Links: Schematische Darstellung der Schwingungs- und Rotationsstruktur eines elektroni-
schen Ubergangs, Rechts: Bevorzugte Schwingungsiiberginge a) mit Av = 0 bei dhnlichen
Potentialen und b) Av # 0 bei verschobenen Potentialkurven.
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