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Mathematische Grundlagen und Wellengleichung Optik und Wellen

1 Mathematische Grundlagen und Wellengleichung

Allgemeine organisatorische Informationen:
* Email: m.beyer@uni-jena.de
* Website: martin-beyer.uni-jena.de

Fiir die Zulassung zur Klausur gibt es folgende Voraussetzungen:
* >50% der Maximalpunktzahl der Ubungsserien

e Mindestens eine ganze Aufgabe vorgerechnet

1.1 Mathematische Grundlagen

Partialbruchzerlegung

Ziel: Bei der Berechnung von Integralen méchte man in einem Nenner auftretende Polyno-
me in ihre Linearfaktoren zerlegen, um diese leichter integrieren zu kénnen:

a) Spezialfall: Sei das Nennerpolynom N(x) von der Form (x — xp)", dann ist die Integra-
tion mittels geschickter Substitution einfach moglich.

2 Y 2
/ s dx:/(z @) dz:/(z—2a+a—)dz
x+a z z

:%(x+a)2—2a(x+a)+a21n(x+a)+C. (1.1)

Damit ergibt sich fiir das Osterblatt, Aufgabe 1.1:

2 2 7z —2 L1
/lx—,dx:/ W - dx:/&dz:/(l——)dz
x2+2ix—1 (x+1)2 z2 z z2

1
=iln(x+i)+ —+C. (1.2)
x+i

b) allgemeiner Fall: Fiir den allgemeinen Ansatz werden zunéchst alle Nullstellen x; des
Nennepolynoms berechnet. Seien die Nullstellen jeweils r;-fach, dann gilt:

Px)=)_

i

a i (1.3)

+...+t—.
(x—x;) (x—x;)

i

Dies wird fiir Aufgabe 1.2 des Osterblatts beispielhaft gezeigt. Die Nullstellen sind x; €
{x, x £ 2i}, damit folgt der Ansatz:

3x2+2x+16 A B C
_——=—+ -+ .
4x+ x3 X x+2i x-2i
=3x°+2x+16= A4+ x%) + B(x* - 2ix) + C(x? + 2ix)
=3x2+2x+16=(A+B+C)x*>+2i(C— B)x +4A. (1.4)


martin-beyer.uni-jena.de
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Ein Koeffizientenvergleich liefert A=4,B = %(i -1),C= —%(i +1). Damit folgt das Inte-
gral zu

dx = Aln(x) + BIn(x + 2i) + CIn(x — 2i) + D. (1.5)

/3x2+2x+16
4x+ x3

Fiir Aufgabe 1.3 lautet das Ergebnis:

2x+2
/z—dx:—ln(x)+3ln(x—2)+C. (1.6)
X —2x

Fouriertransformation

Ziel: Berechnung der Frequenzanteile eines beliebigen Zeitsignals. Dabei definieren wir (in
der Optik) die Fouriertransformation folgendermalflen:

1 . -
ZIfD))(w) = — / f(nettdr = f(w) (1.7)
27'[ R
Ffw)(t) = / flwe @ dw = f(1). (1.8)
R

Hinweis: Fiir die Integration bietet es sich meist an, sin- und cos-Funktionen in ihre exp(...)
Anteile zu zerlegen und anschliefend zu integrieren.

Wir wollen im Folgenden ein paar niitzliche Eigenschaften der Fouriertransformation zei-
gen:

a) Fouriertransformierte der Delta-Distribution:

Z16(0)] :i/a(t)e“‘”dt:ieiwo— L (1.9)
27 IR 21

=0
Dies bedeutet, dass fiir ein unendlich kurzes Zeitsignal (idealer Knall) das Frequenz-
spektrum kontinuierlich, konstant und unendlich breit ist. Mathematisch bedeutet
dies, dass unendlich viele Sinusschwingungen aller Frequenzen superponiert werden,
die nur bei ¢ = 0 sich konstruktiv addieren.

b) Die Aquivalenz von der Verschiebung des Funktionswertes und einer Phasenverschie-
bung:

_ _i _ +iwt _i/ Do HOHT 37 _ _iwT F
F(f(t T))_ZJT/Rf(t T)e dt_2n [Rf(t)e di=e™" f(w). (1.10)

¢) Die Ableitung einer Funktion ldsst sich mithilfe einer Fouriertransformation leicht aus-
werten. Dafiir gilt ndmlich:

d 1 d i
E(Ef(t))—zn/w(dtf(t))e de

* 1

PV iwt — 3
N 1w2n/Rf(t)e dr iwF|[f(D)]. (1.11)

pL 1 it
= —Tf(f)e
an( )

N

=0



1.2 Die Wellengleichung Optik und Wellen

Somit ldsst es sich hdufigim Frequenzraum leichter rechnen, da Zeitableitungen durch
“iw” ersetzt werden. Das vereinfach bestimmte Differentialgleichungen (siehe Lorentz-
Modell).

d) Fiir eine reelle Funktion f(¢) € R gilt

~ 1 P 1 ; ~

fl* == [ (fe®") dt= —/f(t)e“‘“’”dt:f(—w). (1.12)
27 R 27 R

Somit enthélt der negative Teil des Frequenzspektrums fiir reelle Funktionen keine zu-

sdtzlichen Informationen und wird in der Regel weggelassen.

e) Fouriertransformation einer Faltung:
Ff * gllw) =F|[flw) - F[gl(w) (1.13)
mit fx*g(f) = /f(t—r)g(r) dr. (1.14)
R

Dies lésst sich ebenfalls durch eine einfache Substitution 7 = t — T beweisen. Damit
wird die Faltung tiberfiihrt in eine Multiplikation. Dies spielt insbesondere eine Rolle
bei der Einfiihrung von Responsefunktionen zur Beschreibung der Polarisation eines
Materials (siehe spiter).

1.2 Die Wellengleichung

Die Wellengleichung spielt in der Optik eine zentrale Rolle. Eine einfache Herleitung erfolgt
tiber Kreuzproduktbildung im Faraday’schen Induktionsgesetz. Es folgt dann
10°E . p o0j
E-——=V—+py—. 1.15
c? ot? €0 Hogs (1.15)
Der zweite Term der Inhomogenitét ist fiir die Optik besonders interessant. Ein zeitlich ver-
dnderlicher Strom entspricht bei zeitlich konstanter Ladungsdichte einer Beschleunigung

aj 9

Y _E(pr')zp'r'. (1.16)

Beschleunigte Ladungstréger strahlen elektromagnetische Wellen ab. Dieser Zusammenhang

bildet bspw. die Grundlage einer Rontgenrohre. Die dabei abgestrahlte Leistung ldsst sich
mit der Lamor-Formel beschreiben

2 2

e dp

=——— nicht-relativistisch) . 1.17

6ﬂ€0m203(dt) ( ) (1.17)



1.2 Die Wellengleichung Optik und Wellen

Losungen der Wellengleichung

a) Ebene Wellen: E(r, t) = Eye!®* =9 4 ¢ c. Im Vakuum muss die Losung die Dispersions-
relation | k| = % erfiillen. Weiterhin gilt V- E = 0 woraus k- E = 0 folgt. Das elektrische
Feld steht also senkrecht zur Ausbreitungsrichtung.

b) Kugelwellen: E(r,t) = Eo%ik”ei‘”t .

Helmholtz-Gleichung

Die Helmholtz-Gleichung stellt einen Spezialfall fiir monochromatische Wellen im Vakuum
dar. Dabei reduziert sich die Wellengleichung auf folgende Form:

(1)2
A+—2)E(r, 1) =0. (1.18)
c

Fiir uns in der Optik ist die Wellengleichung dullerst wichtig, da sie die Ausbreitung einer
monochromatischen Welle mit Ausbreitungsrichtung k = w/céy beschreibt. Beliebig kom-
plizierte Felder konnen hierbei aufgrund des Superpositionsprinzips mittels einer Fourier-
transformation in monochromatische Felder zerlegt werden und dabei fiir jede einzelne
Feldkomponente die Helmholtz-Gleichung separat gel6st werden. Diese Idee stellt die Grund-
lage zur Beschreibung von Beugungsphdnomenen (siehe Fresnel-Beugung oder Fraunhofer-
Beugung) dar.

Seminar 1 Ende (14.04.2023)



1.3 Der Poynting Vektor Optik und Wellen

1.3 Der Poynting Vektor

Der Poynting Vektor ist eine GréRe zur Beschreibung des Energieflusses einer elektromagne-
tischen Welle. Er ist definiert als

1
S=ExH=—ExB. (1.19)
Ho

Fiir die Optik interessieren uns nur nicht-magnetische Materialien (magnetische Metalle
sind fiir die Optik relevante Frequenzen nicht transparent), weshalb die Vereinfachung B =
1o H gerechtfertigt ist.

Um den Poynting Vektor mithilfe einer Grole (typischerweise die elektrische Feldkompo-
nente) beschreiben zu konnen, werden E und B-Feld mithilfe des Vektorpotentials A mit-
einander in Beziehung gesetzt

. . . 9A
A(r,t) =Re (Aoel"”—‘"”) mit B=VxA und E=-Vo-— (1.20)

Die in der Optik iiblicherweise verwendete Coulomb-Eichung V - A = 0 ist bedingt durch
die zusitzliche Annahme ® = 0'. Damit lidsst sich die elektrische Feldkomponente schreiben
als

B() :ikXA()

) . = |E|=|Blc da k1 Ay. (1.21)
Ey, =iwAg=ikAyc

Wir sehen, dass das B-Feld fiir die Beschreibung der meisten optischen Phdnomene unin-
teressant ist, da die magnetische Feldamplitude viel kleiner ist. Betrachten wir dazu die Wir-
kung einer elektromagnetischen Welle auf ein geladenes Teilchen der Ladung g. Dann gilt
namlich nach der Lorentz-Kraft

F:q(E+va):qlEI(éE+%Xé3). (1.22)

——
<lfurvc

Die physikalische Messgrole einer elektromagnetischen Welle ist die Intensitdit. Sie ist defi-
niert als das zeitliche Mittel (...) r des Betrags vom Poynting Vektor und ldsst sich berechnen
zu

1 1 )
I:=(S)r=—(ExBl)r =—/|Eo|-|Bylcos”(k-r —wi))
Ho Ho

El21 [T
:l ol —/ cosz(k‘r—wt)dt
=1/2
EoC 1
I="2\Ey? mit %= —. (1.23)
2 Ho€o

Normalerweise zeigen Ausbreitungsrichtung k o< E x B und Poynting Vektor S = E x H in die
gleiche Richtung. Dies ist in anisotropen Medien nicht mehr der Fall, da hier die Maxwell-
Gleichungen V-D = 0= k o D x H erfiillen und i.A. D }f E ist. Damit stimmt die Richtung
des Energieflusses und die Ausbreitungsrichtung der Welle nicht mehr iiberein. Dieses Pha-
nomen wird spatial walk off genannt.

1Sjehe hierfiir: Elektrodynamik - Tutoriumsnotizen, Seite 56f.


http://martin-beyer.uni-jena.de/Skripte/Tutorium_Elektrodynamik.pdf

1.4 Laser-Grundlagen Optik und Wellen

1.4 Laser-Grundlagen

Ein groBes Anwendungsgebiet der Optik stellt die Laserphysik dar. Daher wollen wir uns
im Folgenden ein Grundverstdndnis fiir den Aufbau und die Funktionsweise eines Lasers
erarbeiten. Dabei steckt die gesamte Beschreibung schon in der Bedeutung des Akronyms:

LASER: Light Amplification by stimulated Emission of Radiation

In einem Laser wird somit mithilfe stimulierter Emission Licht verstédrkt. Dieser Prozess ist
essentiell zum Erreichen der speziellen Eigenschaften von Laserstrahlung:

* hohe Kohirenz (feste Phasenbeziehungen zwischen verschiedenen Orten des Wellen-
feldes) = Voraussetzung fiir Interferenz

* Monochromatisch (geringe Linienbreite)
* hohe Spitzenintensitdten und geringe Divergenz

* Moglichkeit zur Erzeugung ultrakurzer Pulse im Bereich von Femtosekunden.

Schematischer Aufbau eines Lasers

1. aktives Medium: Hier findet die Lichtverstdarkung statt. Hier wird durch die erzeugte
Strahlung des Lasers eine von der Pumpquelle induzierte Besetzungsinversion (mittels
stimulierter Emission) abgebaut.

Typische aktive Medien: HeNe Gasgemisch, Titan-Saphir TiSa, CO,, Yb:YAG, Nd:YAG,
Yb:FP15, Nd:YLE Farbstoffe

2. Pumpquelle: Hiermit wird die Energie bereitgestellt um eine Besetzungsinversion im
aktiven Medium aufzubauen.
Beispiele: Blitzlampen, Laserdiode, Gasentladung durch Anlegen einer Spannung, Ver-
wendung eines anderen Lasers

3. Resonator: Riickkopplung der erzeugten Strahlung. Sorgt fiir das charakteristische Strahl-
profil und die hohe Kollimation. Auf diesen Teil eines Lasers werden wir im Verlauf der
Vorlesung noch niher eingehen.

Ry R,
aktives “ Laser -
Medium “ Emission
§ ? § § ? § ? § ? teildurchléssiger
Pumpquelle Spiegel

Fig. 1: Schematischer Aufbau eines Lasers mit Resonatorspiegeln mit Kriimmungsradius R; und R».
Die Energie wird iiber einen teildurchldssigen Resonatorspiegel ausgekoppelt.

Seminar 2 Ende (21.04.2023)



Wechselwirkung von Licht und Materie Optik und Wellen

2 Wechselwirkung von Licht und Materie

Zur Beschreibung der optischen Eigenschaften von Materie benotigen wir eine Formulie-
rung der Maxwellgleichungen im Material, wobei sich die inhomogenen Gleichungen ver-
dndern zu

— — aD .
V-D =pex. und VXH—E = Jext. 2.1)

Hierbei beschreiben die Ladungsdichten gy, und Stromdichten jex. nicht mehr die gesam-
ten Quellterme, sondern nur externe Quellen, die nicht vom Medium stammen. Alle mikro-
skopischen/induzierten Stréme jj,q und Polarisationsladungen gj,q wurden dabei mithilfe
der Polarisation und Magnetisierung zusammengefasst

Pr.1) = Z elektrische Dipolmomente mit V.P—
S Volumen ~ ~Oind

magnetische Dipolmomente o oP
M@=y =8 Volunin mit ¥ x M= jing= > (2.2)

Fiir den Fall nicht-magnetischer Materialien ergibt sich der bekannte Zusammenhang %—I; =
Jj. Die rdumlich gemittelten E- und B-Felder lassen sich mit der Material-Response nun ver-
binden zu den oben genannten Feldern tiber

D(r,t)=¢oyE+P und B(r,t):=puoH+ M. (2.3)

2.1 Monochromatische Felder und Suszeptibilitat

Die folgende Beschreibung fiir die Response eines Materials gilt nur fiir monochromatische
Felder mit

E(r,t) =Re(E(r)e” ). (2.4)

In den Maxwellgleichungen werden die Zeitableitungen einfach mit dem Faktor —iw ersetzt.
Unter der Annahme fehlender externe Quellen ergibt sich

V-D=0 und Vx H=—iwD. (2.5)

Zur Charakterisierung der Polarisation nehmen wir an, dass die Polarisationskomponenten
P; i. A. mithilfe eines Tensors zweiter Stufe § schreibbar sind als

3 3 3
Pi(w,r) =¢g Z )(,'jEj-i-E() Z Z X%)]CEI‘E/(. (2.6)
j=1 j=lk=1 "~

Dabei nehmen wir der Einfachheit halber einen linearen Zusammenhang zwischen Polari-
sation und elektrischer Feldstdrke an. Man spricht deshalb auch von linearer Optik. Hohere
Ordnungen der Feldstdrke werden im Bereich der nichtlinearen Optik diskutiert.

Mit der Definition der dielektrischen Verschiebung D lédsst sich dann folgendes schreiben:

D(w,r)=¢e)(1+})(w,NE(w,r) =€pé(w,r)E(w, ). 2.7



2.2 Feldausbreitung im Material - Brechzahl Optik und Wellen

2.2 Feldausbreitung im Material - Brechzahl

Zur Ausbreitung von elektromagnetischen Wellen im Material schauen wir und noch einmal
die Wellengleichung an:

1 0°E aj 0°P

AE - — — = llg—= = fly—
2oz Mg THG2
3101——iw w? ) w?
= AE- ?E: —Uow Egx E = —?xE
82
= AE + —2w2E =0. (2.8)
C

Die Wellengleichung nimmt die gleiche Form wie im Vakuum an, auler dass die Lichtge-
schwindigkeit um den Faktor

Ve=—S —p 2.9)

Cmedium

modifiziert wurde. Die Grof3e n bezeichnet die dimensionslose Brechzahl und ist i. d. R. po-
sitiv.

Seminar 3 Ende (28.04.2023)

2.3 Felder an Grenzflachen - Fresnel Formeln

In der Vorlesung wurden bereits Stetigkeitsbedingungen fiir das elektrische Feld und das Ma-
gnetfeld an einer Grenzflache hergeleitet. Sie lauten:

Ejp=Ej2 und Hj;=Hjpe. (2.10)

Aus diesen Gleichungen folgten die bekannten Formeln fiir das Reflexions- und Brechungs-
gesetz. Allerdings fehlt in der Vorlesung noch eine entscheidene Beschreibung zur Charak-
terisierung eines Lichtstrahls an einer Grenzfldche: Das Reflexions- und Transmissionsver-
halten. Die dafiir notwendigen Formeln werden Fresnel Formeln genannt und beschreiben
jeweils die Reflektivitdt R und Transmissivitdt T einer (schrédg) einfallenden Welle an einer
Grenzfldche. Die Geometrie des Problems ist in Abbildung 2 dargestellt.

Zur Bestimmung des Transmissions- und Reflexionsverhaltens werden Koeffizienten fiir Re-
flexion (r) und Transmission (¢) eingefiihrt

E E
=% und ==L

r = .
Ein Ein

(2.11)

Dabei sind die Koeffizienten fiir verschiedene Eingangspolarisationen unterschiedlich. Wir
wollen die beiden Koeffizienten fiir den Fall von s-polarisiertem Licht (ebene Wellen E =
Eyexp(i(k-r —wt))) im Folgenden herleiten. Die Stetigkeitsbedingungen 2.10 liefern uns

Ein-i—ER:ET und Hin,x"‘HR,x:HT,x (2.12)
l1+r=t.



2.3 Felder an Grenzflachen - Fresnel Formeln Optik und Wellen

(in) (R)
s-Polarisation: E | Einfallsebene

0 H, .
E,= (E),Hs = ( 0 ) TE-Welle '
o P
p-Polarisation: E || Einfallsebene no | .
E, 0
E,= ( 0 ),Hs = (H) TM-Welle L +,
E, 0

Fig. 2: Geometrie fiir den schriagen Einfall eines Lichtstrahls auf eine Grenzflache. Wir unterscheiden
hierbei zwischen den Polarisationsarten s und p.

Zur Auswertung der H-Felder nutzen wir das Induktionsgesetz

el

VxE OH iopH= H=—"¢& xE wobei e (2.13)
= — = = — X Wi = — . .
== Ho Y Ho ctho k Sk

ikxE
Die Einheitsvektoren der verschiedenen Strahlen kénnen aus Abbildung 2 abgelesen werden
zu:

sing sing siny
én=| 0 |, ér= 0 , er=| 0 |. (2.14)
cos@ —Cos¢ cosy

Nun rechnen wir mithilfe von Gleichung (2.13) die einzelnen H-Feldkomponenten aus

" sing 0 n
Hinx = c_l 0 x | Ein = ——lc cos@Ej
Hol\ cosg 0/], Ho
n [( sing 0 n
Hpx = c_l 0 |x|Ex|| = +—lc cospEg (2.15)
Ho | —cos@ 0/], Ho
siny 0
n n
Hpy= C—Z 0 |x|Er|| = +—ZC cosyEr.
Ho |\ - cosy 0 Ho

- X

Setzen wir diese Ergebnisse in Gleichung (2.12) ein, so erhalten wir

n1cos@Ei, —ny CoOSER = nacosyEr
= 711COSP — N1 COSPTr =N2COSYEt=nycosy(l+r)
= 7111 COSP — N2 COSY = (N1 COSY + N COSY) T
© 2n1€08@ = (11 COSQ + 1y COSY) t. (2.16)

Wir kénnen das nun nach ¢ und r auflésen und erhalten damit die Fresnel-Gleichungen.
Analog konnen wir die Herleitung fiir p-Polarisation durchfiihren, was uns dann auf folgen-
de Formeln fiihrt:

10



2.3 Felder an Grenzflachen - Fresnel Formeln Optik und Wellen

Fresnel Gleichungen fiir den schrigen Einfall

711 COS Y — Ny COS 211 cos
= L4 Ld and 5= L4
11 COS QY + Ny COSY N1 COS Y + Ny COSY 2.17)
N COS Y — Ny COSY 2nycosg ’
rp= and 1, = .
Ny COS Y + Ny COSY N2 COS Y + N COSY

Mochte man aus den Koeffizienten nun die Reflektivitat R und Transmissivitat T ausrech-
nen, so ergibt sich

2

I
it :Irlz und T =

Er
Ein

It npcosy

]2, (2.18)

Iin,y njcose

0.8 1

0.6 +

0.4+

0.2 ¢

l @in®

10 20 30 40 50 60 70 80 90 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Fig. 3: Transmission T = 1 — R and Reflektion R = [7|? fiir zwei Medien mit n; = 1 und n, = 2.5 fiir
p- und s-Polarisation. For die Berechnung kann man cosy = /1 - (Z—; sin)? mithilfe des Bre-
chungsgesetzes von Snell benutzen.

11



2.4 Lorentz-Modell Optik und Wellen

2.4 Lorentz-Modell

In der Vorlesung wurde das Lorentz-Modell zur Beschreibung der Polarisation von Dielektri-
ka mithilfe einer gedampften (Dadmpfungsterm vy), erzwungenen Schwingung mit Riickstell-
kraft des Kerns beschrieben und hergeleitet.

Spezialfall: Metalle

Erginzend zur Ubung schauen wir uns die entsprechende Differentialgleichung fiir Metal-
le an. Da die Elektronen im Metall von den Atomriimpfen losgel6st sind und sich frei im
Leitungsband bewegen konnen, vernachlédssigen wir den Term der Riickstellkraft in der Be-
schreibung des Oszillatormodells. Die Auslenkung d ergibt sich dann als

2

d
—_— —d =qgE. 2.1
mdt2d+mydtd q (2.19)

Identifizieren wir nun die Polarisation wieder als P = Nqgd, wobei N die Elektronendichte
beschreibt, so erhalten mithilfe der Fouriertransformation

d -
F [EP (w) = —iwP(w). (2.20)
Damit vereinfacht sich die DGL zu
d P(r)+ d P(t) = qZNE
ar Yar YT T
25 . q°N -
-w P(w) —1ywP(w) = 7E (2.21)

Mit P(w) = €€, E folgt dann fiir die Suszeptibilitit

#N 1 W G*N

i):__z—- = ) =-——— mit a)f,:—. (2.22)
m w*+iyw w? +iyw gom
Damit folgt fiir die Dielektrizitdtskonstante
2 2 2
W w Yw
tw)=1-—F"t—=1-—"L—4i—F (2.23)
w? +iyw w’+y w3 +7?w
—— N——
6, 8”

Wir bemerken, dass fiir w < w, die Dielektrizitidtskonstante kleiner Null ist £ < 0. Das be-
deutet, die Wellen werden exponentiell geddmpft und an der Metalloberflédche tritt Totalre-
flexion auf. Der physikalische Hintergrund ist, dass fiir Frequenzen unterhalb der Plasmaf-
requenz w, die Elektronen dem optischen Feld folgen und das elektrische Feld im Metall
abschirmen. Fiir Frequenzen oberhalb der Resonanzfrequenz des Metalls konnen die Elek-
tronen dem optischen Feld nicht mehr folgen und die Abschirmung bricht zusammen.

12



2.4 Lorentz-Modell Optik und Wellen

Warum beschreibt ¢’ Absorption im Material?

In der Vorlesung wurde bereits gezeigt, dass der Imaginérteil der Suszeptibilitét fiir eine
nichtverschwindende Divergenz des Poynting-Vektors sorgt, was mit Absorption im Material
korrespondiert. Im Folgenden wollen wir uns nochmal eine einfache mathematische Varian-
te anschauen, um den Zusammenhang von Imaginérteil der Suszeptibilitdt mit Absorption
zu verstehen.

Sowohl Brechzahl 71 = n + ik, als auch Dielektrizititskonstante € = €' + i’ sind komplexe
GroRen. Mithilfe von 72 = ¢ lassen sich Real- und Imaginérteil der Dielektrizititszahl aus-
driicken als

e€=n*-x*> und ¢€"=2nx~x. (2.24)

Nehmen wir nun wieder die Losung der inhomogenen Helmholtzgleichung im Material (2.8)
als ebene Welle (mit Ausbreitungsrichtung z) an, dann gilt

E= Eoei%\/zz — Eoei%(nﬂk)z

1 _w
=E, e e | (2.25)
—— ——r
Schwingung Dampfung

Wir sehen daran ganz leicht, dass der Imaginérteil der Brechzahl fiir eine exponentielle Damp-
fung der Welle sorgt. Die Intensitét ergibt sich dann zu
® w w
Ix |[E? =>I=Ie?*=[e* mit a=2—k=—=¢" (2.26)
c nc
Der letzte Term entspricht dabei dem Lambert-Beer'schen Absorptionsgesetz zur Beschrei-
bung von Absorption im Material mit Absorptionskoeffizient a, welcher direkt vom Imagi-
ndrteil der Dielektrizitdtszahl/Suszeptibilitdt abhdngt.

Sellmeier Gleichung:

Die Sellmeier-Gleichung haben wir in den Ubungsserien aus dem Lorentz-Modell unter der
Annahme einer verschwindenden Dampfung y = 0 hergeleitet. Wir wollen uns im Folgenden
anschauen, wie diese Gleichung fiir reale Materialien verwendet wird und ein paar explizite
Beispiele angeben. Fiir reale Materialien liegt meist nicht nur eine Resonanzfrequenz vor,
weshalb die Sellmeier-Gleichung verallgemeinert wird zu

2 i
=1+ . 2.27
" ;AZ—C,- 2.27)

Fiir Quarzglas (engl. fused silica) sieht die Sellmeier-Gleichung? folgendermaRen aus:

0.696166312 0.4079426 2 0.8974794 )2

2
A)=1+ + + ,
) A% —(0,0684043pum)? A% —(0,1162414um)?> A2 — (9,896 161 um)?

2siehe: I. H. Malitson, “Interspecimen comparison of the refractive index of fused silica,” Josa, vol. 55, no. 10,
pp. 1205-1209, 1965.
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2.4 Lorentz-Modell Optik und Wellen

wobei hier die Wellenldngen in pm eingesetzt werden miissen. Die Koeffizienten werden be-
stimmt, indem die Brechzahl fiir eine Reihe von Wellenldngen sehr genau experimentell be-
stimmt wird und anschlieBend ein Fit der Form (2.27) an die Daten angelegt wird. Im allge-
meinen wird fiir die Sellmeier-Koeffizienten ein gewisser Giiltigkeitsbereich angegeben, der
hier zwischen 0,21 pm und 6,7 um liegt. Ein entsprechender Plot ist in Abbildung 4 darge-
stellt.

1.55

1.5

=
N
(&3]

1.35

refractive index n
[a—
SN

1.3

1.25 - N

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6
Ainpm

Fig. 4: Brechzahl von Fused Silica. Eine hilfreiche Website zur Darstellung von Brechzahlen verschie-
denster Materialien ist https://refractiveindex.info/.

Seminar 4 Ende (05.05.2023)
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2.5 Kramers-Kronig Transformation Optik und Wellen

2.5 Kramers-Kronig Transformation

Bisher haben wir die Polarisation immer nur fiir monochromatische Wellen im Frequenz-
raum betrachtet. Die zeitliche Struktur der Polarisation P(r, t) fiir beliebige Felder ist etwas
komplizierter. Prinzipiell kann die Polarisation von elektrischen und magnetischen Feldern
an anderen Orten r’ und anderen Zeiten abhidngen

P(r,t)=P(E(r', t),B(r', ). (2.28)
Zur einfachen Beschreibung nehmen wir einen vereinfachten Fall an mit folgenden Annah-
men:
e keine magnetischen Effekte: P(r, 1) = P(E(r', 1))

* nur lokale Interaktionen: r = r’
Wir schlieBen explizit die Ausbreitung der Polarisation im Material aus. Die Polarisa-
tion eines kleinen Bereichs im Material wird nur durch das Licht, welches auf diese
Einheit wirkt, beeinflusst. Dies ldsst sich dadurch begriinden, dass nichtlokale Effek-
te auf atomarer Skala auftreten konnen (1072 m), wihrend jedoch die Variationen des
optischen Feldes auf Skalen von (107® m) auftreten.

* Kausalitit: Die Polarisation hingt nicht von Feldern aus der Zukunft ab ¢’ < ¢.

Fiir die Polarisation finden wir dann folgenden Ausdruck:

g [e.0]
P(t):—/drR(r)E(t—r). (2.29)
27

—00

Dabei haben wir die sogenannte Responsefunktion R(7) eingefiihrt welche die Bedingung
R(t < 0) = 0 erfiillt. Sie beschreibt das Gedéchtnis des Materials und ist eine reelle Funkti-
on.

Wir kénnen nun versuchen einen Zusammenhang mit der Suszeptibilitdt herzustellen. Da-
zu wechseln wir mittels Fouriertransformation in den Frequenzraum und benutzen das Fal-
tungstheorem (1.13)

P(w) = g0y () E(w) = £0F [E(1) * R(1)] = £0.F [R(1)](w) E(w)

oo

= y(w) = % /R(t)ei‘*”‘dt. (2.30)

—00

Da R(t) eine reelle Funktion ist, muss nach Gleichung (1.12) die Suszeptibilitdtsfunktion
symmetrisch sein

1(—w) =" (w). (2.31)
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2.6 Doppelbrechende Materialien Optik und Wellen

Die Kramers Kronig-Relation setzt nun y (w) mit der Suszeptibilitdt bei anderen Frequenzen
in Form einer Integralgleichung in Beziehung

w—E€ [o,0]
) ] i
Y () =—lim /dd)M+/dd)M
17T €—0 w—w w—w
—00 w+E
. i
-1y [0 X2 (2.32)
17T w—w

wobei wir hier mit 22 den Cauchyschen Hauptwert eingefiihrt haben. Die Kramers-Kronig
Relation ist allein noch nicht sehr niitzlich, jedoch ldsst sich daraus eine Beziehung fiir den
Real- und Imaginérteil der Suszeptibilitit herleiten:

Im y (@) Re y(w)

(2.33)

w—-—w w—w

Re()((w)):%,@/da‘) und Im(x(w)):—%@/d@

Wir kénnen daraus eine wichtige Erkenntnis schlussfolgern:

Die Dispersion eines Materials (Re y(w)) ist fundamental verkniipft mit der Ab-
sorption des Materials (Im y (w)).

Das bedeutet, dass durch eine einfache Absorptionsmessung die Dispersion des Materials
bestimmt werden kann!

2.6 Doppelbrechende Materialien

Im Folgenden wollen wir noch einmal die wichtigsten Ergebnisse der Vorlesung tiber dop-
pelbrechende Materialien zusammenfassen. Fiir ein anisotropes Medium gilt kein einfacher
Zusammenhang mehr zwischen Polarisation und elektrischem Feld. Stattdessen erheben
wir die Dielektrizitdtszahl £ zu einem Tensor zweiter Stufe

3
Di=¢ ) £;;E; d.h.im Allgemeinen D }{E. (2.34)
j=1

Wollen wir nun ndherungsweise Absorptionsfreie Materialien beschreiben, so ldsst sich zei-
gen, dass der Dielektrizitdtstensor hermitesch ist £;; = é;‘l Damit sind die Eigenwerte des
Tensors reell und bilden mit den Eigenvektoren eine orthogonale Basis. Damit kann € diago-
nalisiert werden. Die Darstellung im Hauptachsensystem lautet dann

€1 0 0
E=10 & O0]. (2.35)
0 0 €3

Ein solcher diagonalisierbarer Tensor ldsst sich geometrisch als ein Indexellipsoid beschrei-
ben

LY LA (2.36)
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2.6 Doppelbrechende Materialien Optik und Wellen

Das Indexellipsoid ist am Beispiel eines einachsigen Kristalls in Abbildung 5 dargestellt. Hier-

bei fallen zwei Brechzahlen zusammen n% = n%, = n;. Der Index “0” steht hierbei fiir ordent-

lich, wihrend n2 = n? der aufSerordentliche (extraordinary) Brechungsindex ist.

optische Achse

Fig. 5: Indexellipsoid eines einachsigen Kristalls.

Fiir eine gegebene Ausbreitungsrichtung k formt die Ebene senkrecht zu k eine Ellipse. Fiir
eine gegebene Richtung entlang der Ellipse (Polarisationsrichtung), bestimmt sich die je-
weilige Brechzahl durch den Abstand zum Ursprung des Koordinatensystems. Es zeigt sich
beispielsweise, dass fiir eine Ausbreitungsrichtung parallel zur optischen Achse die Polarisa-
tionsebene zu einem Kreis entartet und die doppelbrechende Eigenschaft fiir unterschiedli-
che Polarisationsrichtungen verschwindet.

Seminar 5 & 6 Ende (19.05.2023)
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2.7 Polarisation elektromagnetischer Felder Optik und Wellen

2.7 Polarisation elektromagnetischer Felder
Im Folgenden wollen wir das Kapitel {iber die Polarisation elektromagnetischer Felder wie-
derholen. Zur Vereinfachung der Berechnungen treffen wir folgende Annahmen:

* Ebene Wellen el(k7—%

e Homogene, transparente Materialien

* Ausbreitung in z-Richtung

Das elektrische Feld der ebenen Welle lédsst sich dann im allgemeinen schreiben als

Excos(kz—wt+¢y) E, cos(0)
E(r,t)=|Eycos(kz—wt+¢,) | =|Eycos(@-8)| mit 60=kz-wt+¢. (2.37)
0 0

Die hier eingefiihrte Grofle der Phasenverschiebung 6 = ¢, — ¢, ist die charakteristische
GroBe zur Beschreibung des Polarisationszustands. Zur einfacheren Charakterisierung des
Polarisationszustandes fithren wir den (normierten) Jones-Vektor ein als

_ 1 E
ji= —(E gi(s). (2.38)
VES+E3 VY

2.7.1 Polarisationszustande

Abhingig von 6 konnen wir nun zwischen verschiedenen Polarisationszustdnden unterschei-
den:

. . . . E
Lineare Polarisation: §=0,7und j= (4_5 )

-y

E y-Komponente
Ex
E, | Ey {------ ‘

dox t |

Ex
x-Komponente
Zeitverlauf der elektrischen Feldkomponenten Kurve des Polarisationsvektors

Hier steht das elektrische Feld in einer einzigen Ebene senkrecht zur Ausbreitungsrichtung.
Beziiglich einer Referenzebene (z.B. optischer Tisch oder Reflexionsebene) unterscheiden
wir zwischen parallel (p) und senkrecht (s) polarisiertem Licht.
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2.7 Polarisation elektromagnetischer Felder Optik und Wellen

Zirkulare Polarisation 6=+7 und Ey = E, = Emit j = ( 1.)
sy |

E
y-Komponente
E, |
Ey | E 1
Jox t
x-Komponente
Zeitverlauf der elektrischen Feldkomponenten Kurve des Polarisationsvektors

Hier dreht sich der elektrische Feldvektor im Kreis. Das heil3t insbesondere, dass das elektri-
sche Feld zu keiner Zeit verschwindet. Jedoch ist bei gleicher Leistung die maximale Feldam-
plitude kleiner als bei linear polarisiertem Licht.

Elliptische Polarisation §#0,7und j= ( Ex )

Eyei5
y y y
Ey 1 Ey 1 Ey 1
Ex / Ey L//Ex
0=0° 0=10° o =60°

X

N NN
\QEX a

0 =90° 0 =150° 6 =180°

y\
/

~

Elliptische Polarisation ist der allgemeine Fall der zirkularen Polarisation. Durch Variation
von 6 kann die Polarisation kontinuierlich zwischen linear- und zirkular-polarisiert durch-
gestimmt werden.



2.7 Polarisation elektromagnetischer Felder Optik und Wellen

2.7.2 Polarisierende Elemente

Im nachfolgenden sind einige polarisierende Elemente und deren mathematische Beschrei-
bung im Jones-Kalkiil dargestellt. Dabei kann man einem beliebigen optischen Aufbau eines

zuweisen, die die Polarisation am Ausgang beschreibt.

. [A
Jones Matrix ( C D)

! O)jin (x-Orientierung)

Polarisator: jout:(o 0

Ein Polarisator transmittiert nur Licht mit einer bestimmten Polarisationsrichtung. Man kann
zwischen verschiedenen Typen unterscheiden:

 Polarisationsfilter mit stark polarisationsabhédngiger Absorption. Diese bestehen aus
Stoffen mit anisotroper Molekiilstruktur die in verschiedene Richtungen unterschied-
lich gut schwingen (absorbieren). Ein beriihmtes Beispiel ist der Polaroid-Filter.

* Drahtgitterpolarisator: Reflektion des elektrischen Feldes parallel zum Gitter, da hier
im Draht ein Dipol angeregt wird. Hinter dem Polarisator heben sich das elektrische
Feld der einfallenden Welle und das Feld des Dipols auf.

* Polarisierender Strahlteiler: Raumliche Trennung der Polarisationsrichtungen durch
einen anisotropen Kristall. Dabei werden meist zwei Kristalle aneinandergeklebt, wo-
bei die Brechzahlen und der Winkel so gewdhlt werden, dass fiir eine Polarisation To-
talreflexion auftritt.

Fiir die Intensitdt hinter dem Polarisator gilt das Gesetz von Malus
I=Iycos’ . (2.39)

Dies ldsst sich aus der allgemeinen Form der Jones-Matrix eines Polarisators mit beliebigem
Drehwinkel herleiten

2 .
~ ( cos“¢@  sing@cosg (2.40)

singpcosg  sin’¢

1

Al4 Plattchen:  jou = (O

?) Jin (x-Orientierung)

Ein A/4 Pldttchen bewirkt eine Phasenverschiebung der zwei orthogonalen Polarisations-
komponenten um 7/2, d.h. 6oy = din + Z. Somit wird linear polarisiertes Licht in zirkular
polarisiertes Licht umgewandelt. Ein solches Phasenpladttchen wird meist aus einem doppel-
brechendem Kristall hergestellt. Um die Phasenverschiebung zu erreichen muss die optische
Weglingendifferenz fiir ordentlichen (o) und aullerordentlichen (e) Strahl 1/4 betragen. Es
ergibt sich

A
dlny,—ne| = 1 d - Dicke des Plattchens. (2.41)
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2.7 Polarisation elektromagnetischer Felder Optik und Wellen

1

A12 Plattchen:  jou = (0

_01) Jin (x-Orientierung)

Ein A/2 Pldttchen bewirkt eine Phasenverschiebung der zwei orthogonalen Polarisations-
komponenten um 7, d. h. § oyt = din + 7. Somit wird linear parallel-linear polarisiertes Licht
an der x-Achse gespiegelt und es ergibt sich senkrecht-linear polarisiertes Licht. Um die Pha-
senverschiebung zu erreichen muss die optische Wegldngendifferenz fiir ordentlichen (o)
und aullerordentlichen (e) Strahl A/2 betragen. Es ergibt sich

A
dln,—nel = > d - Dicke des Pladttchens. (2.42)

Beachte, dass hierbei keine Drehung der Polarisation erfolgt, sondern eine Spiegelung an der
Ausrichtungsachse des Phasenplittchens. Bei einem Winkel @ zur Ausrichtungsachse wird
die Polarisation um den Winkel 2a “gedreht”.

Anwendungen von Phasenplatten

Abgesehen der reinen Manipulation der Polarisation sind Polarisierende Elemente niitz-
lich, um in einem Lasersystem bestimmte optische Komponenten aufzubauen. Uber pola-
risierende Elemente lassen sich beispielsweise optische Dioden, Energieregler (siehe Abbil-
dung 6) oder Schalter konstruieren.

PBS Al4
b4 R SNIRSVSTIN S \'a R
Optische Diode IR PR 0 0

X oK K ¥ XK

A2 Polarisator

Energieregler Pt ~|_| /‘/‘/‘/‘/‘I_Ifﬁﬁfﬁ‘

Fig. 6: Verschiedene optische Komponenten realisiert mit polarisierenden Elementen.

Seminar 7 Ende (26.05.2023)
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Geometrische Optik Optik und Wellen

3 Geometrische Optik

Im folgenden wollen wir das Verhalten optischer Systeme im Sinne der Strahlenoptik unter
Vernachlédssigung von Beugungseffekten beschreiben. Dafiir treffen wir die Annahme, dass
das Feld durch viele unendlich diinne Strahlen repriasentiert werden kann. Jeder Strahl be-
sitzt hierbei eine fest definierte Amplitude u; mit P; = |u;|?, Ausbreitungsrichtung k; und
Polarisation j;.

3.1 Matrizenoptik

Zur Beschreibung optischer Elemente betrachten wir im folgenden nur rotationssymmetri-
sche Probleme, weshalb sie die Beschreibung auf zwei Dimensionen reduziert. Die Symme-
trieachse wird auch optische Achse genannt. Wir beschreiben die Position und Richtung ei-
nes Strahls durch einen Zweiervektor

na

s:( . ) 3.1)

wobei x den Abstand und @ den Winkel zur optischen Achse beschreiben.

Weiterhin benutzen wir die paraxiale Nédherung mit der Annahme, dass der Winkel a zur
optischen Achse klein ist mit sin @ = a. Damit vereinfach sich das Brechungsgesetz zu

nay=nyay. (3.2)

Ein optisches Element wird wieder durch eine Matrix M charakterisiert die auf den Zweier-
vektor wirkt
A= A B\(x)\ (Ax+Ba
(¢ DJ\a) \Cx+Da

1.) Freiraum der Lange L Beider Propagation durch den freien Raum bleibt der Winkel
unverdndert und der Abstand dndert sich gemal x = xp +tanaL = xo + a L. In Matrixschreib-
weise lautet dies

ABCD-Matrix Formalismus. (3.3)

N 1 L
= (0 1). (3.4)

2.) Linse mit Brennweite f Fiir eine Linse mit Brennweite f dndert sich der Abstand
zur optischen Achse nicht x = xy, jedoch der Winkel. Fiir einen Parallelstrahl a( = 0 gilt nach
dem Linsendurchgang a = —% (Brennpunktstrahl). Somit lautet die Matrix

« 1 0
M= (_l 1)_ 3.5)
f
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3.1 Matrizenoptik Optik und Wellen

Hierbei ist die Brennweite f der Linse nach der Vorlesung gegeben als

ns . n;i— nl
=———— mit kjj= !
klg + ]ng R

) (3.6)

wobei k;; die Brechkraft an der Grenzfliche zwischen Medium i und j und R den Kriim-
mungsradius der Linsenoberfliche beschreibt. Unter der Annahme einer Linse in Luft mit
ny; =1 =n3 und ny = n ergibt sich

1 n-1 1-n

R +
f R R,

Dies ist die sogenannte Linsenschleiferformel fiir diinne Linsen.

1
= (n—l)(———). (3.7)

3.) Hohlspiegel mit Kriimmungsradius R Fiir einen Hohlspiegel (R < 0) werden die
Strahlen wie bei einer Linse der Brennweite f = —g fokussiert, wodurch sich folgende Trans-
fermatrix ergibt:

3 0). (3.8)
R

Seminar 8 Ende (02.06.2023)
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3.2 Abbildung durch eine diinne Linse Optik und Wellen

3.2 Abbildung durch eine diinne Linse

Wir wollen im Folgenden die Abbildung durch eine
diinne Linse beschreiben. Liegt das Objekt einen Ab-
stand u > 0, u > f vor der Linse (Gegenstandsweite), so
liegt das Bild im Abstand v > 0 hinter der Linse. Die Ma-
trix des Gesamtsystems ergibt sich zu:

1oL % ow 1_% L}U
M:(o 1)(—% 1)(0 1): _% 1_%_ 5.9

Die Position des Bildpunktes darf nicht vom Eingangswinkel abhdngen xqy # f(@in), da das
gesamte Licht auf den Bildpunkt abgebildet wird. Mit x4, = AxXin + Baj, erhalten wir B =0
mit u + v—% =0 oder

—+—=-. (3.10)

Der AbbildungsmafRstab (Vergroflerung) entspricht dem Verhéltnis A = x4u¢/ Xin in der ABCD-
Matrix und damit

v
A=1-—= f

fof-u

Er ist fiir reelle Bilder (z > f) und (v > f) negativ, d. h. das Bild steht auf dem Kopf. Dabei ist
|A] > 1 fiir Gegenstandspositionen f < u <2f und |A| < 1 fiir u > 2f.

(3.11)

3.3 Hauptebenen

Wir wollen nun ein kompliziertes Linsensystem wie beispielsweise ein Objektiv durch eine
effektive diinne Linse ersetzen. Dafiir fiigen wir vor und hinter der Linse einen Freiraum der
Linge v und v ein. Damit gilt

( 1 0):(1 v)(A B):(l u):(A+vC Au+B+uvC+vD

-1/f 1) \o 1)lc D) o 1 C Cu+D (312)

Ein Vergleich der linken und rechten Matrix liefert zwei Gleichungen fiir die Position der
Hauptebenen:

1-A 1-D
v=—— und u=—. (3.13)
C C

Das verschwinden der B-Komponente wird durch die Eigenschaft det(M) = AD-BC=1der
Transfermatrix sichergestellt.
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Beugungsphdnomene Optik und Wellen

4 Beugungsphanomene

Im Folgenden wollen wir uns Beugungsphdnomene anschauen, die wir in unseren bisheri-
gen Rechnungen stets vernachldssigt haben. Dafiir kehren wir von der einfachen Beschrei-
bung des Lichtes durch Lichtstrahlen mit gegebener Richtung zuriick zur Beschreibung mit-
tels Feldern, die durch den Raum propagieren. Fiir ein monochromatisches Feld in einem
homogenen, isotropen und absorptionsfreien Medium wird die Feldausbreitung durch die
Helmholtz-Gleichung beschrieben
w?
(A+k*)E=0 mit k*= nzz. (4.1)

Um nun eine beliebige Feldverteilung beschreiben zu konnen, miissen wir diese mittels
Fouriertransformation in ihre 6rtlichen und rdumlichen Frequenzen aufteilen, fiir diese an-
schliefend die Helmholtz-Gleichung 16sen und danach die Felder mit einer Fourier-Riick-
transformation wieder zusammensetzen.

4.1 Berechnung des Beugungsintegrals

Zur Berechnung treffen wir einige Annahmen:
e Die Objekt- und Bildebene liegen in der x-y-Ebene
* Die Ausbreitung erfolgt in positive z-Richtung.
* Die Feldverteilung in der Objektebene z = 0 sei gegeben als u(x, y).

Wir beginnen zunédchst damit, die Ausgangsfeldverteilung zu transformieren und die finale
Feldferteilung durch ihre Fourierkomponenten darzustellen

~ 1 i ~ —i(ax
to(a, B) :Wff o (x,y)e (@x+py) dxdy (4.2)

u(x,y,z) = f f i(a, B, 2)e PV dadp. (4.3)

Auf diese Fourierkomponenten (Gleichung (4.3)) kdnnen wir nun die Helmholtz-Gleichung
anwenden und diese anschlief$end 16sen. Fiir sich in positive z-Richtung ausbreitende Fel-
der ergibt sich die Losung

i(a,B,2) = io(a, B)expliy(a, flz] mit y=1/k?-a?- 2. (4.4)

Diese Losung konnen wir nun wieder zuriicktransformieren und wir erhalten

u(x,y,z) = / / Uo(a, B) expliy(a, B)z]e“**FY dadp (4.5)
N !

—00—00 Amplitude

J/

-

Welle

~ J

Summation tiber alle Wellen

Wir kénnen das Ganze in einem Schema (siehe Abbildung 7) zusammenfassen:
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4.2 GauBformige Strahlen in paraxialer Ndherung Optik und Wellen

up(x,y) u(x,y, z)

A

FT FT—I

Y

B } expliy(a, B)z] { . .2

Fig. 7: Schema zur Herleitung des Beugungsintegrals.

4.2 Gauldformige Strahlen in paraxialer Naherung

x2+y? .
we ) Wir

wollen fiir dieses Feld das Beugungsintegral unter der Annahme kleiner Winkel zur z-Achse

l6sen. Das Fourierspektrum der Ausgangsfeldverteilung ist ebenfalls wieder gaul3formig

Wir betrachten im Folgenden eine gauformige Feldverteilung ux, y) = Ay exp(—

2
tp(a, B) = A —%ex
ola, B) Uy p

2

1%
— @) 6)

Fiir das Beugungsintegral wird nun die paraxiale Ndherung verwendet

a’ + B2
2 (024 B2) ~ k—
Vi - @+ )~ k== 4.7)

Dann ldsst sich das Beugungsintegral analytisch ausrechnen zu

u(x,y, z) :ff dadfiy(a, p) exp(i\/mz) ell@x+py)

J/

g

2

W, w'? . 2iz
Ag—2 exp| —— (a? + Z)e"“ mit W?2=w?2+=2
Oan p( ;@A 0" %
L W? X2+ 92
ikz "'0 y
€ WIZAOeXp w2
oA x%+ 2 TW?
u(x,y,z):elkz — - y mit zp= 0. (4.8)
1+i% WZ(1+i£)
R ZR

Der Parameter zp heil’t Rayleigh-Lédnge und wird auch Beugungsparameter gennant. Er hdngt
quadratisch von der Strahlbreite und invers von der Wellenldnge ab. Er beschreibt, die Stre-

cke z, nach welcher der Strahl seinen Querschnitt verdoppelt hat, bzw. die Leistung auf die

Haélfte des Maximalwertes abgefallen ist. Er ist also ein MaR fiir die Divergenz des Strahls.

Trennen wir die komplexe Funktion noch in Amplitude und Phase auf, so ergibt sich

u(x,7,2) elkzelv A . x2+y°? 2 x? + y? 4.9)
), 2) = ————exp|— — :
V1+ (z/zp)2 WE (1 + (2/2r)?) zr WZ (1 + (z/ zp)?)

mit ¢ = —arctan(z/zg).
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4.2 GauBformige Strahlen in paraxialer Ndherung Optik und Wellen

Strahlbreite |W(z) = Wyv/'1+ (z/zg)?

Fir groBe Ausbreitungsliangen z > zp gilt
W (z) = Wpz/zg, d.h. von der Strahltaille (z =
0) geht ein Strahlkegel mit dem Offnungswin-
kel

= lwiwg

Wo A
9 =2arctan — = 2arctan ——, (4.10)
2ZR aWy

d. h. je kleiner die Strahltaille ist, desto starker
divergiert der Strahl bei der Ausbreitung.

Phasenkriimmung
R/ ZR
Der Phasenterm expli...] in (4.9) bewirkt au- 10 |
Berhalb der Strahltaille (z # 0) eine Krimmung
der Phasenfronten im Strahl. der entsprechen- 51 -
de Kriimmungsradius ergibt sich bei Vergleich i
2 4

mit einer Kugelwelle zu

Zn\2
1+(—R)
z

R(z)=2z 4.11)

Fiir grolRe Abstidnde z > zp gilt R(z) = z, d. h. der Strahl bildet den Ausschnitt aus einer Ku-
gelwelle mit dem Zentrum in der Strahltaille.

Seminar 9 Ende (09.06.2023)
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4.3 GaulB Optik mit g-Paramtern Optik und Wellen

4.3 GauB Optik mit g-Paramtern

Wie wir gesehen haben, ldsst sich ein Gau8strahl vollstindig durch seine Breite W (z) und
seinen Kriimmungsradius R(z) beschreiben. Wir wollen diese beiden Groflen nun in einen
einzigen Parameter vereinen, den wir g-Parameter nennen. Er ist definiert als

q:ZF—iZR, (4.12)

2

wobei zr den Abstand zur Strahltaille beschreibt und zgr = % die Rayleigh-Linge ist. Wir
konnen aus dem g-Paramter die beiden relevanten Gréen ablesen, indem wir sein Rezipro-
kes betrachten:

1 1 ZF . 2R

—= — = +1i

q zr—izr zZi+z% Zh+z

1 A1
= +i— .
R(z) 7 W(2)?

(4.13)

Dynamik des g-Parameters

In der Vorlesung wurde gezeigt, dass der Formalismus der Transfermatrizen eines Linsen-
systems auch auf den g-Parameter angewendet werden kann. Es ergibt sich

M:(A B) M (4.14)

¢ D fou = Cqout + D .

Fiir eine Translation L im freien Raum ergibt sich beispielsweise gout = gin + L. Da heil3t die
Rayleigh-Lédnge bleibt gleich und nur der Abstand zur Strahltaille dndert sich.

Fiir die Propagation durch eine diinne Linse folgt:

A 1 0 qin 1 1 1
fr= w11 (4.15)
(_llf 1) Fout —qout! f+1 Gout G [

Die Linse fiihrt also zu einer Verdnderung der Kriimmung der Phasenfronten, wahrend die
Strahlbreite (Im%) unverdndert bleibt. Zudem verédndert sich die Rayleigh Linge des Sys-

tems, da hinter der Linse eine neue Strahltaille entsteht. Damit dndert sich hinter der Linse
die Position und Grolle der Strahltaille.
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4.3 GaulB Optik mit g-Paramtern Optik und Wellen

Ubungsaufgabe

Berechne fiir einen kollimierten Gaul$strahl (zr >> 1) mit Breite W die GréfSe der Strahltaille
bei Propagation durch eine diinne Linse mit Brennweite f.

Losung: Wir berechnen den g-Parameter hinter der Linse mithilfe von (4.15) zu

Ll At 1 (4.16)
qout R HWZ f. ’

Fiir die Breite der Strahltaille benotigen wir die neue Rayleigh-Ldnge hinter der Linse zp =
—Im(gout)

1 ~+ -~z
W
Jout = ——T = (4.17)
lm -7 12 + T2 WA
Damit folgt fiir die Rayleigh-Lange zr und folglich die Strahlbreite
A 1 LTy
R Twe 1, A =
f2 T2 W4
A 1 Af 1 /|
=>Wy= ~ fir —> =— —. (4.18)
aW 12 aW f2omrwt o w22
> nrwt S

<l «1

Wir sehen, dass sich kleiner Wellenldngen besser fokussieren lassen, da hier die Beugung
schwicher ist. Weiterhin fokussieren kleinere Brennweiten den Strahl stérker. Je gro8er der
kollimierte Strahl, desto kleiner ist die Taille.

Seminar 10 Ende (16.06.2023)
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4.4 GaulB-Moden im Resonator Optik und Wellen

4.4 GauR-Moden im Resonator

Im folgenden wollen wir Laserresonatoren beschreiben. Hierbei wollen wir untersuchen, un-
ter welchen Bedingungen ein Laserresonator stabil ist. Die notwendige Bedingung hierfiir
ist, dass sich der g-Parameter nach einem Umlauf nicht dndert. Fiir eine ABCD-Matrix des
Resonators folgt damit

Ag+ B D-A B
_Aaq - 2

1= Cq+D Tr—¢c917¢
A-D (A—D)2 B
=g= + +=. (4.19)
2C 2C C

Damit sich der g-Parameter (mit nichtverschwindender Rayleigh-Lange) nach einem Um-
laufreproduziert, muss die Diskriminante der Wurzel negativ werden, damit der g-Parameter
komplex ist. Wir erhalten dann mit det M = AD — BC = 1 die Bedingung

(A-D)?>+4BC=(A+D)*-1<0 = |A+D|<2. (4.20)

Wenden wir diese Beziehung auf einen klassischen Laserresonator an, so ergibt sich

A B 1 0|1 L\Y( 1 01 L
(C D)_(Z/Rz 1)(0 1)(2/}?1 1)(0 1) (4.21)
_ 1+2L/R; 2L(1+L/Ry)
“\2(1/Ry +1/Ry+ LI(RyRy)) 1+2L/Ry +4L/Ry +4L%/(RyRy)
L L) 2I?
>1+2[—+—|+ |<1. (4.22)
Rl RZ Rle

Diese Beziehung ldsst sich durch Einfiihrung der beiden Parameter g; =1+ R% vereinfachen
zu

12818 -11<1=>0<g18<1. (4.23)

Wir kénnen das grafisch in einem Resonatorstabilitdtsdiagramm (siehe Abb.8) darstellen.

Man kann weiterhin beweisen, dass im stabilen Resonator der Phasenkriimmungsradius an
den Spiegeln gleich dem Kriimmungsradius der Spiegel sein muss. Es ldsst sich damit fiir
eine vorgebene GaulSmode immer ein passender Resonator. Umgekehrt 1dsst sich nicht fiir
jeden beliebigen Resonator eine passende GaulSmode konstruieren.
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4.4 Gaul3-Moden im Resonator

Optik und Wellen

A)

B.)

C)

D))

E)

Planar
(R1 = Ry =00)
Symmetrisch konfokal

(Ri=Ry=-1)

Symmetrisch konzentrisch
(Ri=R,=-L/2)

Konfokal planar
(R1=-d,Ry =00)

Konkav konvex
(R1<0,R,>0)

Fig. 8: Resonator-Stabilitdts-Diagramm: Ein sphérischer Resonator ist stabil, wenn die Parameter
g1 =1+ L/Ry und g = 1+ L/R, in den schattierten Regionen, welche durch die Koordina-
tenachsen begrenzt werden, liegen. Alle symmetrischen Resonatoren liegen entlang der Linie

82 =81-

Resonatortypen

Wir kdnnen je nach Lage im Stabilitdtsdiagramm zwischen verschiedenen Typen unterschei-

den:

a) Fabry-Perot Resonator: Ry = Ry =00

Dieser Resonatortyp liegt an einer Stabilititsgrenze. Es bildet sich eine cos?-férmige

Feldverteilung in transversale Richtung aus.

b) Konfokaler Resonator: R =L

Hier liegt der Brennpunkt in der Resonatormitte. Es bildet sich eine Gau3férmige Feld-

verteilung aus

¢) Konzentrischer Resonator: 2R = L Der Kriimmungsmittelpunkt liegt in der Resonator-
mitte. Die Feldverteilung ist abhingig von der Spiegelapertur. Dieser Resonator liegt

an einer Stabilitdtsgrenze.

Fabry-Perot Konfokal

Konzentrisch

Fig. 9: Verschiedene stabile Resonatortypen.
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4.5 Hohere Lasermoden Optik und Wellen

4.5 Hohere Lasermoden

Die Gaul3strahlen haben wir im Beugungsintegral mittels der paraxialen Ndherung heraus-
bekommen. Es existieren jedoch noch weitere Losungen zusétzlich zum Gaufstrahl. Dafiir
stellen wir zunédchst die Helmholtz-Gleichung in paraxialer Naherung auf. Wir teilen dabei
die Welle in eine langsam verdnderliche Einhiillende und eine harmonische Schwingung in
z-Richtung auf u(x, y, z) = v(x, y, z)e'**. Dann schauen wir, wie sich die zweite Ableitung in
z-Richtung vereinfachen lasst:

0 ikz 0 (aV ik ik
—|v(x, y,2)e ):— —e™ +ikve' Z)
022( (x,5,2) 0z\0z
0’V i1, ov - ov ;
= — ef% 4 2ik—elF? — k2 pelk? = (Zik— o v)e‘kz
022 0z 0z
~—~—
=0 Slowly varying envelope approximation (SVEA)
AP (4.24)
— —2ik— - k°. .
022 0z

Damit modifiziert sich die Helmholtz-Gleichung zu

0> 0% 0° 5
(@4_6_}/24_@4_16 )u(x,y,z)ZO
- (i(_az + —62 )+i£)v(x 1,2 =0 (4.25)
2k\ox?  0y%) dz) T ' '

Fiir die Konstruktion weiterer Losung nehmen wir die Losung des Gaul3-Strahls und wenden
partielle Ableitungen nach x und y an. Diese erfiillen aufgrund der Vertauschbarkeit partiel-
ler Ableitungen ebenfalls die Helmholtz-Gleichung

o" o it 0 4y (4.26)
=— v mit v=——exp|-———-—"""1. .
T gxm ayn 1+izizg P WE(1 +iz/ zg)
Die entstehenden Losungen sind durch die Hermite-Polynome H,,, H,, beschreibbar
vy = 20D ( al )H ( ad )e 4y (4.27)
= xp| ———— |, .
T N+izizg - "\WoyI+izlzr) | \Woy/1+1z/zg P W2 (1 +iz/zp)
wobei die Hermite-Polynome durch folgende Differentialgleichung gegeben sind:
dn
Hy(x) = (-1)"e" —e ™~ (4.28)

dx”
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4.5 Hohere Lasermoden Optik und Wellen
g Ut g g
VAN AN x

Fig. 10: GauBB-Hermite Polynome der ersten drei Ordnungen.

Fig. 11: Transversal elektrische Moden verschiedener Ordnungen. Die Anzahl der Nullstellen im
Strahlprofil entspricht der Modenordnung.
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4.6 Fraunhofer Beugung Optik und Wellen

4.6 Fraunhofer Beugung

Bisher hatten wir Beugung im gesamten Halbraum z > 0 hinter der beugenden Struktur mit-
hilfe des Beugungsintegrals exakt beschrieben. Zur Beschreibung von Laserstrahlen haben
wir dann die paraxiale Ndherung eingefiihrt und fiir eine gauRformige Feldverteilung den
Gaul3strahl als Losung erhalten. Man spricht bei dieser Beschreibung von Beugungsphéno-
men mit paraxialer Ndherung auch von der Fresnel-Beugung.

Nun wollen wir uns nur noch auf den Fall einschrinken, dass das Beugungsbild sehr weit
weg von der beugenden Struktur entstehen soll, dass also z viel groler als die Ausdehnung
des Objekts ist. Beginnen wir zundchst mit dem Beugungsintegral in paraxialer Ndherung.

2, p2
a“+p
ifk———|z
( 2k )
Der Ausdruck ldsst sich nun so umformen, dass im Exponenten ein komplexer Gaul$ auftritt,
was sich durch quadratische Ergdnzung leicht zeigen ldsst:

el@x+hy), (4.29)

u(x,y,z) szdadﬁ Uyp(a, B) exp

ik z+\i,+—y2) o - .z xX\2 y 2
ulx,y,z)=e ffdadﬁUo(a,ﬁ)exp{—lﬁ (a—k;) +(,6—k;) } (4.30)
—00
uadratische Erganzun —(azi—ax+k\'2 +£x2 ——i(a—kf)2+k\'2
d & & 2k 2z° 2z 2k z 2z

Die Breite des komplexen Gaul$ betrdgt W = v2k/z und wird also fiir groe Ausbreitungs-
langen beliebig klein. Das Integral mit dem komplexen Gauf bringt aber nur im Zentrum
des Gaul§ einen von Null verschiedenen Beitrag, da sich Beitrdge aus Gebieten aulerhalb
des Zentrums wegen der immer schneller werdenden Oszillationen gegenseitig kompensie-
ren. Praktisch beeinflusst nur die Fourierkomponente Up(a = k2, B= k%) aus dem Zentrum
des komplexen GAUSS das Integral

2,2 o0
ik[z+Z +Zy _ X .z x\2 2
ux,y,z)=e Z+— )Uo(“:k;yﬁ:k%)ffd“dﬁexl){_lﬁ (a—k;) +(,3—k%) }
elkr tOO — .
) 2nk
@em?er _  x  y —-—
~ Uo(a—kz,ﬁ—k;). iz (4.31)

Im Fernfeld ist die gestreute Welle anndhernd eine Kugelwelle. Ihre Amplitude ist gegeben
durch die Fouriertransformierte der Ausgangsfeldverteilung.

Beispiel des Gaulistrahls

Fiir den Gaul3strahl lautet die Feldverteilung in Fraunhoferndherung

0= A | WK o o)) g WK 2
uwx,y <) = A (.4 - X"+ . =
y 0754 P 472 Y 4 W2
=—Apiz exp|l———(x"+ . 4.32
0lZR p W2 2 Xty (4.32)
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4.6 Fraunhofer Beugung Optik und Wellen

Vergleichen wir das mit dem Ausdruck (4.9), den wir durch die paraxiale Naherung des Beu-
gungsintegrals erhalten haben:

elkzei® A, x%+ y? .z X+ y?
P [ — > ] exp|1— >
WE (1 + (2/2R)7) zr W5 (1+ (2/2g)?)
ﬁ—/ N J

——ex
V' 1+ (z/zp)?
———— ~
z r ~ 72 2 -0 fiir z»z
V1+(z/lzp)eé = — =~ — =z%lzp - R

ZR 2R —1

u(x, ¥, z) = (4.33)

mit = - LV
@ = —arctan(z/zg) = > = e =-l

Wir erhalten also Gleichung (4.32) durch die Ndherung z > zp.

Auflésungsgrenzen - Rayleigh Kriterium

Die Basis jeder Abbildung bildet ein optisches System, welches durch Aperturen begrenzt ist
und nicht das Licht des gesamten vorderen Halbraums aufsammeln kann. Typischerweise
sind diese Aperturen Linsen mit endlichem Durchmesser D, durch die das Feld propagiert.
Allerdings fiihrt diese Blendenfunktion ebenfalls zu Beugungseffekten, die unsere Auflésung
reduzieren. Gehen wir nun von einer kreisformigen Blende mit Radius a aus, so lautet dessen
Transmissionsfunktion

1 x%+ y2 <a®
0 x*+y*>a’ (.39

Up(x,y) = {

Im Folgenden wollen wir die Amplitude des Beugungsbildes in Fraunhofer-Ndherung be-
rechnen. Dafiir brauchen wir die Fouriertransformation der Transmissionsfunktion

a=ki,p=k

a 2m

://exp[ikg(fécos<p+375in(p)]rdrd<p. (4.35)
00

Hier haben wir x und y in Polarkoordinaten ausgedriickt: x = r cos¢, y = rsing. Dies kon-
nen wir auch noch fiir die Koordinaten %, y tun: X = Rcosd, y = Rsin?. Dann folgt fiir das
Argument der Exponentialfunktion

R R
ikr—(cosﬁcosq)+sinz‘)sin<p) =iprcos(p—9) mit p:=k—. (4.36)
z z

Dann vereinfacht sich das obere Integral zu

a 2mn

u(a = kf,ﬁ = kz) = //ei‘”cos("’_‘()) derdr, (4.37)
z z
00

:Zn};(gr)
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4.6 Fraunhofer Beugung Optik und Wellen

wobei wir hier die Besselfunktion 0. Ordnung eingefiihrt haben, die definiert ist als

/2

Jo(x) = / e g, (4.38)
=7
Das konstante 9 im Kosinus spielt hierbei keine Rolle, da iiber die gesamte Periode integriert
wird und sich der Phasenfaktor weghebt. AnschlieSend konnen wir noch eine Rekursionsre-
lation der Besselfunktionen nutzen:

a

d
a(x”]n(x))=x”1n_1 = /x]o(x)dx=x]1(x)

a

=aji(a). (4.39)
0

0
Setzen wir diese in das Integral ein, erhalten wir fiir die Fourieramplitude der Transmissi-
onsfunktion

a ap

X 7 2
u(a - kf,ﬂ = kz) = Zn/ rlolor)dr = —Z/r’]o(r’)dr’
z z (Y
0 0

2 k
= ﬂh(ag) ~ J1m) mit n=ap= ar X2+ j2. (4.40)
(Y n Z

Damit ergibt sich fiir die Intensitit das sogenannte Airy Scheibchen als Ergebnis

L) |?
n

; ak [oo o
mit 7=-—\/X=+jy-. (4.41)
z

lu(x, y,z)|* ~

Die erste von Null verschiedene Nullstelle der Besselfunktion 1. Ordnungliegt bein = 1.227.

Um jetzt die Auflésung eines abbildendes Systems ‘
(Rayleigh-Kriterium) abzuschitzen, nehmen wir an, Gesamtintensitdt
dass wir zwei zu beobachtende Sterne dann noch auflo-
sen kénnen, wenn das Maximum des Airy-Scheibchens
des ersten Sterns mit der Nullstelle des Airy-Scheibchen
des zweiten Sterns zusammenfillt. Liegt das eine
Scheibchen bei n = 0 zentriert auf der optischen Achse,
so muss das andere mindestens bei

ak
n=—R>122% (4.42)
z

liegen, damit die beiden Objekte noch voneinander
zu unterscheiden sind. Da das Beugungsmuster in der iiberlagerte Airy-Scheibchen
Brennebene des optischen Systems steht, gilt z = f und

damit gilt fiir die Auflésung 6 xyp = R des optischen Sys-

tems

/ = I.ZZQ, (4.43)

% 2a

wobei 2a den Offnungsdurchmesser des abbildenden Systems beschreibt.

Oxo>1.22m

Seminar 12 Ende (30.06.2023)
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4.7 Fourier Optik Optik und Wellen

4.7 Fourier Optik

Wir wollen in diesem Abschnitt das Verhalten einer Lin- ;
se auf eine Feldverteilung untersuchen. Dabei stellen ‘ e
wir fest, dass jede beliebige Feldverteilung durch eine \ -
Summation von ebenen Wellen darstellbar ist. Fiir eine
ebene Welle gilt, dass diese bei Propagation durch ei-
ne Linse auf einen Punkt in der Brennebene fokussiert
wird. Die Position des Fokuspunktes in der Brennebene
ergibt sich zu

A AN k= (4.44)
—_ = ~ — a=K—. .
f JVi2-a2-p2 &k f
Es ldsst sich zudem zeigen, dass die Intensitédt der Feldverteilung in der Brenn-/Fourierebene
proportional zum Betragsquadrat der Fouriertransformierten der Ausgangsverteilung ist

(. x
Uo(k—, kl)
f
Stellen wir nun eine Blende in die Fourierebene, so konnen wir einen Filter konstruieren,

der bestimmte Frequenzen der Feldverteilung herausfiltert. Ein solcher Aufbau wird in einer
sogenannten 4 f-Anordnung realisiert.

2

lup(x, y)I° o : (4.45)

4f-Anordnung In einer 4 f-Anordnung wird ein Objekt umgekehrt mit VergroRerung von
eins abgebildet. Optisch entspricht dies einer Fouriertransformation in die Fourierebene
und einer inversen Fouriertransformation in die Brennebene der hinteren Seite. Dies ist in
Abbildung 12 dargestellt. Fiir den Spezialfall, dass das Objekt in die Brennebene der ersten

FT FT~!

A T~ A T

"""" R :Filter
[ f

Fig. 12: Aufbau einer 4 f-Anordnung bestehend aus zwei Linsen gleicher Brennweite und einem Filter
in der Fourierebene.

Linse gestellt wird, ist die Fouriertransformation auch phasenrichtig. Das Fourierspektrum
kann nun durch Einsetzen einer Blende in der Brennebene modifiziert werden.
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4.7 Fourier Optik Optik und Wellen

Optische Bildverarbeitung

Man kann die Effekte von verschiedenen Filtern einer 4 f-Anordnung
einfach mithilfe eines Bildbearbeitungsprogramms (Gimp oder Pho-
toshop) simulieren. Dafiir verwenden wir das Bild des Physikers Joe-
sph Fourier (siehe Abb. 13), der auch der Fourier-Optik seinen Na-
men gegeben hat. Zur Anwendung des Fourier-Filters wird das Bild
zundchst fouriertransformiert, in seine Phase und Amplitude zerlegt
und anschlieBend eine Maske auf die Teile gelegt. AbschlieBend wird
das Bild wieder zuriicktransformiert.

Fig. 13: Joseph Fouri-
. er (Wikipedia)
a) Kontrastreduktion:

Setzen wir eine kreisférmige Blende um das Zentrum des fouriertransformierten Bildes, so
werden die hohen Frequenzkomponenten ausgeblendet. Fiir ein 4 f-System und einer Mas-
ke mit Radius a werden alle k-Vektoren mit k, > % ausgeblendet. Als Resultat ergibt sich ein
weichgezeichnetes Bild.

Amplitude Phase Resultat

a) Kontrasterhdhung:

Setzen wir eine stattdessen eine inverse Blende in die Fourierebene, so werden die niedrigen
Frequenzkomponenten ausgeblendet. Fiir ein 4 f-System und einer Maske mit Radius a wer-
den alle k-Vektoren mit k, < X4 ausgeblendet. Als Resultat ergibt sich ein Bild mit verstirkt
sichtbaren Kanten. Da hier auch die nullte Beugungsordnung herausgefiltert wird, und hier
die konstante Helligkeit des Bildes enthalten ist, erscheint das Bild dunkel. Deshalb wird eine
solche Abbildung auch Dunkelfeldabbildung genannt.

Amplitude Phase Resultat
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