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Mechanik der Massenpunkte Exphysik 1

1. Mechanik der Massenpunkte

Fiir unsere folgenden Uberlegungen machen wir immer von den drei Newtonschen Axiomen
Gebrauch, die die Grundlage der klassischen Mechanik bilden:

1. Newton I: Tragheitsprinzip
Ein kréftefreier Korper bewegt sich geradlinig gleichférmig.

2. Newton II: Aktionsprinzip
Wenn eine Kraft F auf einen Korper mit (trdger) Masse m wirkt, so wird dieser be-
schleunigt entsprechend

F=m-a. (1.1)

3. Newton II: Reaktionsprinzip
Wirkt ausgehend von Korper 1 eine Kraft F auf Korper 2, so wirkt auf Korper 1 ausge-
hend von Korper 2 die entgegengesetzt gleiche Kraft —F

1.1. Dynamik - Seilkrafte

Wir wollen in diesem Abschnitt die Frage kldren, was der Begriff Seilkraft bedeutet und wie
wir Seilkréfte explizit ausrechnen kénnen. Fiir einen beliebigen Punkt im Seil kénnen wir
nach Newton II eine Kraftgleichung aufstellen:

Fsej) + Fext,. = m - a. (1.2)

Dabei stellt Fsej die Seilkraft und Fy; eine extern wirkende Kraft dar. a bezeichnet die Be-
schleunigung des Seils. Anschaulich konnen wir die Seilkraft interpretieren als die Kraft die
ein Federkraftmesser anzeigt, wenn wir das Seil durchschneiden und an den jeweiligen En-
den des Federkraftmessers befestigen. Zur Bestimmung der Seilkraft eignen sich meist die
Angriffspunkte der Massen am Seilende’.

Betrachten wir nun das einfachste Beispiel eines Seils
mit einem Massestiick m das an einer Decke befestigt
ist. Das Seil hdngt in Ruhe, daher ist @ = 0. Somit gilt

Fseil
Fsej) + Fext, = 0. (1.3)

=10k
Die extern wirkende Kraft ist nun die Gewichtskraft m 8
Fg = m-g. Die b.elden erken(.ien Krifte sn?d nun ent- Fe=m-g~100N
gegengesetzt gerichtet und gleich grof3. Es gilt also

Abb. 1: Massestiick am Seil.
Fseﬂ = FG =~ 100N. (1.4)

'Wir kénnen auch im Seil selbst die Seilkraft bestimmen. Liegt allerdings ein dynamischer Fall eines sich be-
wegenden Seils vor, so miissen wir dem Seil selbst eine Masse zuweisen, um die Seilkraft zu berechnen
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Beispiel: Tauziehen zweier Personen

Wir wollen nun das Beispiel von zwei Personen betrachten, die jeweils mit einer bestimmten
Kraft an einem Tau ziehen. Zunidchst nehmen wir den einfachen Fall an, dass beide mit der
gleichen Kraft (F = 100N) ziehen, wie in Abbildung 2 gezeigt:

100N 100N
i a— P a—
Fsei) Fsei)

Abb. 2: Seilkréfte beim Tauziehen mit gleicher Kraft an beiden Seiten. Hier betrédgt die Seilkraft Fsej =
100N.

Fiir den statischen Fall, dass beide Personen mit der gleichen Kraft ziehen, dndert sich nichts
gegeniiber des vorherigen Beispiels mit der Masse am Seil. Im letzten Beispiel hat die Ver-
ankerung der Decke die Gegenkraft von 100 N aufgebracht, die nun von der zweiten Person
verrichtet wird. Die Seilkraft betrégt also Fsejj = 100 N.

Machen wir nun das Beispiel etwas komplizierter, indem eine der beiden Personen nun mit
200N an einem Seilende zieht. Dann ist die Nettokraft auf das Seil nicht mehr Null und es
beginnt sich zu bewegen. Fiir die Bewegung miissen wir den Personen eine Masse zuwei-
sen, um die Beschleunigung zu berechnen. Wir wéhlen die in Abbildung 3 gezeigten Massen
an.

my =40kg — my =60kg
Fiot.
% 100N 200N %
< >
Fsej) Fsei)

Abb. 3: Seilkrédfte beim Tauziehen mit unterschiedlicher Kraft an beiden Seiten. Wir beobachten eine
Gesamtkraft nach rechts, die eine Beschleunigung der beiden Personen zufolge hat. Zur Be-
stimmung der Beschleunigkeit miissen wir die Massen der beiden Personen kennen.

Wir berechnen zunéchst die Gesamtbeschleunigung der beiden Personen

_ _ _ _ Foe 0m
Ftot—F1+F23Ftot—F2—F1—].OON = d———].—z. (1.5)
my + mp S

Wir kénnen nun fiir beide Personen jeweils die Kraft im Seil ausrechnen:
m
links:  Fsejj —100N=1myja = Fsei= mya+100N=40kg-1— +100N=140N
s
(1.6)
m
rechts: Fgsejj —200N =-mya = Fsej) = -mpa+ 100N =-60kg-1 2 +200N = 140N.

Wir erhalten fiir beide Personen die (wie erwartet) gleiche Seilkraft.
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Beispiel: Seilkraft zweier Massen

Wir betrachten nun eine vereinfachte Version einer ver-
gangen Ubungsaufgabe, wo eine Masse m; auf einem Fx| | For
Wagen liegt und diese mit einer Rolle mit Masse m ver-
bunden ist, welche sich aufgrund der Gravitationskraft
nach unten bewegt. Wir wollen nun am Ort der Masse
m; die wirkende Seilkraft berechnen:

Fgo
FSeil+FG,l +FN: ma. (1.7)

=0
Abb. 4: Beispielskizze mit den wir-

Die Gewichtskraft der Masse m; wird durch die Nor- N
kenden Kriften.

malkraft des Wagens ausgeglichen. Die Masse bewegt

sich nicht in vertikale Richtung. Die Gesamtbeschleu-

nigung a = aeé, ergibt sich durch die Bewegung des Gesamtsystems beider Massen nach
Newton II zu

mp-g

F=mp-g=(m+mp)-a > a=——. (1.8)
my + mp
Damit folgt fiir die Seilkraft
nmymy
Fseii=ma=——-g. (1.9)
mi +mo

Wir kdnnen unser Ergebnis mit verschiedenen Grenzféllen auf Plausibilitdt tiberpriifen. Fiir
m; — 0 oder my — 0 verschwindet die Seilkraft, da das (masselose) Seil nicht mehr unter
Spannung steht. Fiir m; — oo

. . m

lim Fgey= lim ——————my-g=my-g. 1.10

e Seil = A, 28T M8 (1.10)
—

—1

Wird also die Masse m; unendlich schwer, so erhalten wir das erste Beispiel der an einer
Decke aufgehdngten Masse, wo die Seilkraft der Gewichtskraft der Masse entspricht.
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1.2. Arbeit und Energie

In der Mechanik haben wir zwei verschiedene Formen von mechanischer Energie kennen-
gelernt:

1. kinetische Energie: Eyj, = % V2.

2. potentielle Energie: Epot.
Dies bezeichnet die in einem Korper gespeicherte Arbeit, die in Form von potentieller
Energie zu Verfiigung steht.

Wir haben einerseits die Hubarbeit kennengelernt:
Whap = mgAh, (1.11)

wobei ein Koérper der Masse m, welcher um die Hohe Ah angehoben wird, die Hubarbeit
Whupb in Form von potentieller Energie “speichert”.

Andererseits ist auch in einer gespannten Feder potentielle Energie gespeichert. Um die ge-
speicherte Arbeit zu berechnen, miissen wir ebenfalls {iber die Kraft der Feder integrieren

Ax

k
Epot:/F-ds:/kxdx:E(Ax)z. (1.12)
0

Bei Kriften, wo die geleistete Arbeit nur vom Start- und Endpunkt abhédngt (konservative
Krifte), l1asst sich zur Kraft F ein entsprechendes Potential U definieren, welches tiber

VU(r) = —F(r), (1.13)
definiert ist. Die geleistete Arbeit ergibt sich dann als die Potentialdifferenz zwischen Start-

und Endpunkt. Fiir die Feder lautet das zugehorige Potential

U(x) = —gxz. (1.14)

Beispiel: Federung einer bewegten Masse

Eine Masse m bewegt sich reibungslos auf einer horizontalen Fldche mit der Geschwindig-
keit vy. Sie kollidiert mit einer masselosen Feder der Federkonstanten k. Wie weit wird die
Feder verformt, wenn die Masse zum Stillstand kommt?

Losung: Bei diesem Beispiel wird die kinetische Energie der Masse vollstdndig in potentielle
Energie der Feder umgewandelt. Hierbei verrichtet die Masse Arbeit an der Feder, die fiir
diesen (elastischen) Prozess die gesamte kinetische Energie umwandelt:

1 1
Epot = Exin = Ekxzzémv(z) [-2;: k
2
muv
¥2 = 0
k
mu3
X = T (1.15)
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Ubungsaufgabe: Fadenpendel

Ein Pendel besteht aus einem Pendelkérper der Masse m, der an einer masselosen Schnur
der Ldnge | = 1 m befestigt ist. Der ruhend an der senkrechten Schnur hdngende Pendelkor-
per wird kurzzeitig so angestofen, dass er eine horizontale Geschwindigkeit von vy = 7 <2
erhilt. Wie grol8 ist zu diesem Zeitpunkt die wirkende Seilkraft? Bei welchem Winkel ¢ zur
Vertikalen erreicht der Pendelkérper seinen héchsten Punkt? Wie grol$ ist dann die Zugkraft
im Seil?

Losung: Zur Berechnung der Seilkraft miissen wir wie-
der das Kraftgleichgewicht (1.2) aufstellen. Da der Pen-
delkorper die Geschwindigkeit vy besitzt, wirkt eine
Zentripetalkraft nach oben, die das Pendel in eine Kreis-
bewegung bringt. Wir erhalten

mvz

FS+FG:m-a:TOéy:FZp

) mng vg R
:>F5:m-gey+Tey:m g+7 e,. (1.16)

Setzen wir die Werte ein und benutzen vj/l = 7°% = g, Abb. 5: Fadenpendel mit den wirken-

dann erhalten wir F; =2mg. den Kriften

Nun versuchen wir den hochsten Punkt des Pendels zu
finden. Dieser ist erreicht, wenn die gesamte kinetische
Energie in potentielle Energie umgewandelt wurde:

1
Eyin = Epot = Emv(z) =m-g-Ah
2
Vo
=>Ah=—=05m. (1.17)
2g

Damit erhalten wir fiir den Winkel ¢

[—Ah 2gl—v§ n’~g gl 1
COS@ = = = = —
=7 2g1 2gl 2

= p=60°. (1.18)

Die Zugkraft im Seil ergibt sich aus der Komponente F, der Gewichtskraft entlang der Sei-
lachse. Die Zentripetalkraft brauchen wir nicht beachten, da das Pendel bei der maximalen
Auslenkung ruht. Da wir zwischen F; und Fz den Winkel ¢ identifizieren kénnen, erhalten
wir

1
Fg=-F, = FS:FGcosgo:Emg. (1.19)
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1.3. Impuls - Der Stofl}

Wir wollen im Folgenden Sto3prozesse zwischen zwei Massen betrachten, die kurzzeitig auf-
einander Kréfte ausiiben und in Folge dessen ihren Bewegungszustand dndern. Fiir alle St6-
Be gilt der Impulserhaltungssatz.

1.3.1. Der Elastische StolR

Bei dem elastischen Stof3 gilt der Erhaltungssatz der kinetischen Energie, d. h. es wird kei-
ne kinetische Energie in Warme oder Deformationsenergie umgewandelt. Zur Beschreibung
des elastischen Stol3en stellen wir die beiden Erhaltungssitze auf:

Impulserhaltung: MV + Mol = My + Mol (1.20)
m m m m
Energieerhaltung: 71 Vi + 72 Vs = 71 us + 72 us. (1.21)

Dabei bezeichnet v; die Geschwindigkeit vor dem Stof und u; die Geschwindigkeit nach
dem StoR.

Der StoRkreis

Fiir den Fall, dass einer der StoBpartner ruht, konnen wir einen sogenannten StoRkreis defi-
nieren, auf dessen Rand der Impulsvektor des gestollenen Korpers liegt.

Aus der Impulserhaltung lesen wir grafisch ab: ¥y,
P =(p1—p°+py (1.22)
pE=pZ+ pg,z. (1.23) P, v,

pf‘,
Setzen wir dies in die Gleichung fiir die Energieerhal-
tung ein, folgt

P \
pi_pt PP _nopdtapy ey & :
2my 2my 2mp 2m 2m; Abb. 6: Geometrie des Problems
2 ! 2 2 2 2
_ P12pipxt Py tpy L Px +py
h 2m1 2m2

Y pY wpi 1, (L L)
2my 2my 2my +2(Px hy) §

my my
:'u71
pipy 1 7] /2( 1 1
= == + —_—+—. 1.24
— z(px py) S — (1.24)

Wir fithren im Folgenden die reduzierte Masse p ein, die definiert ist als

mymy . ny
=———— S Ifall: = > =—, 1.25
P—— pezialfa mp=my u > ( )
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Damit erhalten wir
2uvipl = pi+py
= (,uul)2 = pf —Zuvlp; + (,uul)2 + p;,z
= (,uvl)zz (p;z—,uvl)2+p3,2. (1.26)

Dies stellt nun eine Gleichung eines Kreises mit Radius pv; dar, dessen Mittelpunkt um pvy
nach rechts verschoben ist.

"y

Abb. 7: Visualisierung des StoBkreises. Alle moglichen Impulsvektoren des gestoBenen Partners lie-
gen auf dem Rand des Stolkreises. Fiir den Spezialfall m; = my gilt p; = 2uv; (siehe (1.25))
und der Vektor p; endet auf dem Rand des Kreises. Dann erkennen wir mit dem Satz des Tha-
les, dass p} und p;, senkrecht aufeinander stehen miissen.

Ubungsaufgabe: Schiefer elastischer Stol

Ein Proton (Masse m,,) bewegt sich mit der Geschwindigkeit v und sto8t villig elastisch mit
einem ruhenden Deuteron (Masse mg) zusammen. Nach dem StolS fliegt das Deuteron in
eine Richtung, die einen Winkel ¢4 = 45° gegen die Richtung von v hat.

* Bestimmen Sie den Ablenkwinkel ¢, des Protons.

* Bestimmen sie die Endgeschwindigkeiten u, und ugz von Proton und Deuteron!

Lésung mit Impuls- und Energieerhaltung: Fiir die Beschreibung des elastischen Sto-
Bes von Proton und Deuteron benutzen wir den Impuls- und Energieerhaltungssatz und fer-
tigen eine Skizze des Problems an.

IES: Da das Deuteron ruht (p; = 0) folgt nach Impulserhaltung
Pp=P,+p,
MpUp = Mply + Mglly. (1.27)

Komponentenweise folgt damit (definiere ¢ := %—‘;)

Vp = upyx+é‘ud’x (1.28)
0=y, +Elg,y. (1.29)
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Abb. 8: Impulserhaltung und Energieerhaltung beim Stof§ von Proton und Deuteron.

Der Ablenkwinkel des Deuterons ist gleich ¢, daher gilt fiir die Geschwindigkeitskompo-
nenten des Deuterons nach dem Stof3

Uq

»

=tangpg = Ugy=tan@gugx. (1.30)
Ug x

EES: Betrachten wir nun noch die Energieerhaltung

1 2_1 2 1 2 .

zmpvp—émpup+§mdud [-2;:mp
2 2 2 2 2 2 ) (1.30) o 2 2
vp:up+€ud:up+§(ud,x+ud’y) = up+<fud'x(1+tan ©q)- (1.31)

Um jetzt den Ablenkwinkel des Protons ¢, zu berechnen, miissen wir aus dem Gleichungs-
system mit vier Variablen ug ; und ug ), eliminieren, um ¢, = % zu finden. Dafiir k6nnen

, X

wir (1.28) (quadriert) mit (1.31) gleichsetzen. Berechnen wir dies nun fiir den Speziallfall?
der Aufgabenstellung tan¢@, =1

(128 5 5 2.2
= U, =y + 28 Up g+ E U
(1.31)=(1.28)> 2 2 2 2 2,2
=" Ut iy 46t (L@ 9a) = U D up st + U
——

u?).y =28Up xUg x+E(E—2) uix

(1.30)
=7 28 up g,y +EE - 2)uy

Sld,y==Up,y 1.29 €-2)
= thy = ~2upttyy + Tulzﬂvy

u
1__] :—Zup,x = tang, = ==¢('=-2. (1.32)

2Eine ausfiihrliche Rechnung fiir einen beliebigen Winkel ¢ ist in Anhang A aufgefiihrt.

10
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Wir konnen nun zum néchsten Aufgabenteil {ibergehen und aus dem ermittelten Winkel
noch die Geschwindigkeiten von Proton und Deuteron berechnen. Dafiir formen wir Glei-
chung (1.32) um

(1. 28)

ud,y
(1.29)
nd 7{ud,y :%(Up—fud,y)
1
ﬂ(l-i—f)ud,y:l/p = ud,y:ml}p

ﬁ{fup = ?vp. (1.33)

— 2 — 2 _
:ud—\/udx+udy \/Zudyy_“_

Nach Energieerhaltungssatz (1.31) folgt nun fiir das Proton

/ 2 f
\/vp Eu =y (1:;)25 2 (1.34)

Losung mithilfe des StoRkreises: Wir wollen die Aufgabe nun noch einmal mithilfe der
Methode des StoRkreises betrachten.

Der Stol3kreis hat nach (1.26) den Radius R = pv;, wobei

my-mng . m
P = d m, mit = —d. (1.35)
mp+mg ¢+1 mp

I’t =
Aus der Kreisgleichung des StoRkreises folgt
_ 2 2 2
0=(mqugx—pvp)”+(mgug,y)” — (Lvp)
=(mgy uc,;,x)2 + (my ud,y)2 —2uvp(mgug,y) |: mfi
2 2 H
=u; _+u; —2—ruvylu
d,x d,y my p4d,x
2
= vpud,xm = ufm + ufiyy = uz. (1.36)
Die Impulskomponenten des Deuterons sind natiirlich ug = cos@qug und ug , = sinp ug.
Damit folgt daraus:
2 2

Ug xCOSPg Upf-l-_l = uj. (1.37)

Wenn u, # 0 kann es auf beiden Seiten gekiirzt werden und wir erhalten folgende Ausdriicke
fiir die Impulskomponenten:

2 .
——cos(pa), Uy =Vp——cos*(a), Udy = Vp sin(2¢,) (1.38)

6 +1

1
¢+1

11
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Bei der letzten Kompontente haben wir das Additionstheorem sin(2¢4) = 2sing, cos g, ge-
nutzt.

Wir kénnen nun analog zu Gleichung (1.34) die Geschwindigkeit des Protons ausrechnen
Zu

p =1/ VE—Eu _vp\/l 4¢ Cgi(’;”’ (1.39)

Wir sehen ebenso, dass das Ergebnis mit Gleichung (1.34) fiir cos(¢4 = 45°) = % iiberein-
stimmt.

Uber die Formeln der Impulserhaltung (Gleichungen (1.28) und (1.29)) kénnen wir jetzt die
noch die Komponenten u, x und u,, bestimmen

2¢ 1
Up,x = Vp —§Ud,x = VUp|l———cos (Qod) =Upc/ c1 1 (Q +1-2¢cos ((/)(]))
S

¢+1

Up,y =—EUg,y = sin(2¢,). (1.40)

-V
pé‘ 1
Damit erhalten wir den Stof3winkel des Protons als

—¢sin(2 in(2
tang, = 2 = ¢sin( (pj) __Lsined) (1.41)
Upx ¢+1-2¢cos?(pg) Ecos(2¢4)—1

12
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1.3.2. Der inelastische StolR

Beim inelastischen Stof$ gilt der Erhaltungssatz der kinetischen Energie nicht mehr, d. h. es
wird kinetische Energie in Warme oder Deformationsenergie umgewandelt. Zur Beschrei-
bung des inelastischen Stollen kdnnen wir nur die Impulserhaltung nutzen

Impulserhaltung: MV + Moy = MUy + Maolly. (1.42)

Ubungsaufgabe: Ballistisches Pendel

Bis zu welcher Héhe schlégt ein ballistisches Pendel der Masse M = 10kg aus, wenn es von
einem Geschoss der Masse m = 0,1kg und der Geschwindigkeit v = 2207 getroffen wird?
Dabei bleibt das Geschoss in der Pendelmasse stecken.

Losung: Nach dem Sto bewegen sich die beiden StoBpartner gemeinsam weiter. AuBerdem
ruht das ballistische Pendel zu Beginn (v, = 0). Der Impulserhaltungssatz vereinfacht sich
also zu

m 0,1kg
V=
m+M  10,1kg

m m

mv=m+Mu = u= -220—=2,18—. (1.43)
s s

Somit erhalten wir die Geschwindigkeit des Pendels (inklusive Geschoss) nach dem Stol3.

Jetzt wird die kinetische Energie durch die Auslenkung des Pendels in potentielle Energie

umgewandelt wobei bei maximaler Hohenauslenkung # gilt:

m+M , u?

5 u"=m+M)-g-h = h:g:24,20m. (1.44)

Exin =

Ubungsaufgabe: Eisenbahnwagen

Ein oben offener leerer Eisenbahnwagen der Masse my = 12t bewege sich reibungsfrei mit
vo = 27¢. Wahrend der Bewegung fillt aus einem ruhenden Greifbagger senkrecht von oben
Sand mit der Masse m; = 1t in den Wagen. Wie grol$ ist die Geschwindigkeit des beladenen
Wagens? Um welchen Betrag dndert sich die kinetische Energie des Wagens?

Losung: Bei diesem Beispiel handelt es sich ebenfalls wieder um einen inelastischen Stof3,
da sich Wagen als auch Sand nach dem Ladevorgang gemeinsam fortbewegen. Wir konnen
entsprechend nur die Impulserhaltung ansetzen. Mithilfe von Gleichung (1.43) folgt fiir die
Geschwindigkeit des beladenen Wagens

my . 12t m

m
u=——yv=—:2—=185—. (1.45)
mg+ my 13t s S

13
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Die Anderung der kinetischen Energie des Wagens lisst sich aus der Differenz der kineti-
schen Energien vor und nach dem Ladevorgang bestimmen:

my 2_m0+m1u2

AEyin = Ekin,l - Ekin,2 = 2 Vo 2
2 2

m mo+m m 1 m

_Moa Mo 1( 0 ) B==mo——"0 |2 (146)
2 2 mgy + ny 2 mg+ ny
1 (121)? m)2

= —|12t- -(2—] — 1,85K]. (1.47)
2 13t S

1.4. Reibung

Im Folgenden Kapitel wollen wir uns mit Reibungsphdnomenen beschéftigen. Lassen wir
einen Korper iiber eine Unterlage gleiten, so miissen wir eine Kraft aufbringen, um die Ge-
schwindigkeit des Koérpers konstant zu halten. Nach Newton I ist der Korper dann kriftefrei,
also muss es eine Gegenkraft, die Reibungskraft, geben, die proportional zur Normalkraft Fyy
des Korpers ist:

Fg = iGFn. (1.48)

Die Proportionalitdtskonstante ug wird Gleitreibungskoeffizient genannt und hdngt nur vom
Material und der Oberflichenbeschaffenheit ab, jedoch nicht von der Geschwindigkeit des
Korpers.

Liegt ein Korper auf einer festen Unterlage in Ruhe und soll durch eine Kraft F in Bewegung
versetzt werden, so wird sich der Korper fiir kleine Betrdge dieser Kraft gar nicht bewegen.
Damit dies geschieht, iber der Kérper nach Newton III eine entsprechende Gegenkraft aus,
die Haftreibungskraft genannt wird und es gilt

Fr=puyFn, (1.49)

wobei py der Haftreibungskoeffizient ist. Mit dieser Kraft kénnen wir eine Bedingung auf-
stellen, ab wann ein Korper auf einer schiefen Ebene zu rutschen beginnt. Dies ist der Fall,
wenn die Hangabtriebskraft Fy; betragsmaRig gleich der Haftreibungskraft ist.

Es ist wichtig zu wissen, dass sich die beiden Koeffizienten von Haft- und Gleitreibung von-
einander unterscheiden. Dabei ist der Haftreibungskoeffizient immer etwas grol3er als der
Gleitreibungskoeffizient

HH > HG) (1.50)

es wird also eine grollere Kraft benotigt, um einen ruhenden Korper in Bewegung zu setzen,
als ihn bei konstanter Geschwindigkeit zu halten.
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1.4 Reibung Exphysik 1

Ubungsaufgabe:

Auf einer um a = 30° gegen die Horizontale geneigten Ebene bewegt sich eine Masse m auf-
wirts. Ihre Anfangsgeschwindigkeit sei vy und die Gleitreibungszahl pug = 0.2. Welche Ge-
schwindigkeit v hat sie, wenn sie zum Ausgangspunkt zurtickkehrt?

Losung: Bei der Bewegung entlang der geneigten Ebene
wirkt auf die Masse die Normalkraft

Fy=Fg-cosa=mg-cosa
Fr=ugmg-cosa. (1.51)

Bewegt sich die Masse nun um die Hohe / entlang der
Ebene nach oben, so wird dabei folgende Arbeit verrichtet:

h

W= /(Fg +Fgp)ds=mg-h+——Fg=mg-h(1+ugcota). (1.52)
sina

Bei der durch die Gewichtskraft geleisteten Arbeit spielt nur die zuriickgelegte Hohe eine

Rolle, wahrend bei der Reibungskraft die zuriickgelegte Wegstrecke entlang der Ebene rele-

vant ist. Zur Bestimmung der finalen Hohe, die die Masse erreicht, setzen wir die geleistete

Arbeit gleich der kinetischen Energie

Exin =W

vy 1
ﬂ1/(2):mg-h(1+chotoc) = h=-" (1.53)

2 - 2gl+pugeota’
Die Geschwindigkeit der Masse bei der Riickkehr zum Ausgangspunkt ergibt sich, indem wir
die durch Reibungsverluste in Warme umgewandelte Energie von der kinetischen Energie
zu Beginn abziehen und damit die neue Geschwindigkeit berechnen:

, 2h
Eyin = Exin — mFR
U(z) 1 Hgmg-cosa
= Exin—— -
g 1+pugceota sina
Ugcota
zEkin—mVS—
1+ pgcota
m 2ugceota
= —ug(l— “G—) (1.54)
2 1+ pgcota

Das heilt, die Geschwindigkeit v ist folglich

2Uuccota 2-0.2-v3
V=1 1—“G—:v0\/1——‘/_:0.70v0. (1.55)
1+ pgcota 1+0.2-v3
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Der starre Korper Exphysik 1

2. Der starre Korper

Wir wollen uns nun von der Vorstellung eines Massenpunktes 16sen und ausgedehnte Kor-
per mit einer Massenverteilung betrachten. Fiir bestimmte Bewegungen wie eine einfache
Translation ldsst sich der ausgedehnte Kérper durch einen Massepunkt der gleichen Masse
im Schwerpunkt des starren Korpers ersetzen. Allerdings benotigen wir zu Beschreibung von
Drehbewegungen die geometrische Form des starren Korpers.

2.1. Drehmoment und Tragheitsmoment

Das Drehmoment M ist eine vektorielle GroBe, welche die Wirkung einer Kraft F im Abstand
r vom Drehpunkt des starren Kérpers beschreibt. Dabei gilt:

M=rxF mit r=ro—rp. (2.1)

Hierbei ist ry der Ortsvektor des Punktes und rp der Ortsvektor des Drehpunktes. Das Dreh-
moment steht senkrecht zur Kraft F und zum Verbindungsvektor r zwischen Drehpunkt und
Angriffspunkt der Kraft. Die Richtung des Drehmomentes gibt die Achse der Drehung an.
Der Drehsinn ldsst sich mithilfe der Rechte-Hand-Regel bestimmen. Zeigt der Daumen in
Richtung des Drehmomentes, so zeigen die restlichen (gekriimmten) Finger die Richtung
der Drehung an.

Wirkt nun auf einen starren Korper ein bestimmtes Drehmoment M, so beginnt sich die-
ser mit der Winkelgeschwindigkeit w zu drehen. Die Bahngeschwindigkeit eines beliebigen
Punktes des starren Korpers, ergibt sich tiber das Kreuzprodukt mit der Winkelgeschwindig-
keit

VB=wWXT. (2.2)

Ubungsaufgabe: Drehbewegung eines Rades

Ein Rad der Masse m habe den Radius R. Es ste-
he senkrecht auf dem FuBSboden. Wir méchten
an seiner Achse eine horizontale Kraft F ausiiben,
damit es eine Stufe, an der es ruht, hinaufrollt (s.
Abbildung). Die Stufe hat die Hohe h und h < R.
Wie grof8 ist die erforderliche minimale Kraft F?

Losung: Die beiden am Rad angreifenden Krifte

sind die Gewichtskraft F; und die externe Kraft F, die beide jeweils auf den Mittelpunkt
des Rades wirken und dabei ein Drehmoment erzeugen. Dabei ist das wirkende Drehmo-
ment fiir beide Krifte entgegengerichtet. Die minimale Kraft zum Hinaufrollen des Rades
liegt dann vor, wenn das Drehmoment genau das durch die Gewichtskraft generierte Dreh-
moment ausgleicht. Wir betrachten nur den Betrag des Drehmoments M fiir den gilt

M = |r|-|F|sin(<(r, F)). (2.3)
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2.1 Drehmoment und Tragheitsmoment Exphysik 1

Abb. 9: Wirkende Kréfte am Rad und Winkel zwischen Kraft- und Radiusvektor. Eigentlich miisste der
eingeschlossene Winkel zwischen r und F der Gegenwinkel 7 — ¢ sein, allerdings dndert sich
an der Rechnung nichts, da sin¢ = sin(7 — ¢) ist.

Der Vektor r ergibt sich nach Gleichung (2.1) als Differenz des Mittelpunktes und Drehpunk-
tes an der Stufe und ist in Abbildung 9 eingezeichnet.

Wir konnen nun fiir beide Krifte die wirkenden Drehmomente formulieren und die Sinus-
funktionen durch bekannte GroRen ersetzen:

. R-h
M=|r|-Fsing=R-F——
R
(2.4)
. V' R?— (R - h)?
Mg =|r|-Fgsin9=R-Fg R .
Setzen wir nun beide Ausdriicke gleich M L Mg, und lo6sen nach F auf, so erhalten wir
V RZ—(R-h)? VhQRR-h
F=F; ( " _ . ; (2.5)

R-h "8 R-n

Das Massentragheitsmoment

Wollen wir nun die Bewegung des starren Korpers um eine bestimmte Drehachse beschrei-
ben, so miissen wir einen Ausdruck finden, um die Tragheit der einzelnen Massenelemente
bei der Drehung zu charakterisieren. Das sogenannte Massentrdgheitsmoment ], (beziig-
lich der Drehachse A) gibt die Trigheit des starren Korpers gegeniiber einer Anderung sei-
ner Winkelgeschwindigkeit an. Is ein Massenelement von der Drehachse entfernt, so trégt es
mit quadratischer Abhédngigkeit starker zum Gesamttragheitsmoment bei. Wir definieren /4
folgendermalen:

]A:/g(r)ridv. (2.6)
1%

Hierbei gibt die Groe r (r) den vertikalen Abstand des Punktes r von der Drehachse an.

In der Vorlesung wurde bereits das Tragheitsmoment eines Voll- und Hohlzylinders hergelei-
tet fiir den Fall, dass die Drehachse der Symmetrieachse entspricht. Verlduft die Drehachse
zwar durch den Mittelpunkt, aber senkrecht zu Drehachse, verdandert sich entsprechend das
Tragheitsmoment, welches wir im Folgenden berechnen wollen.
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2.1 Drehmoment und Tragheitsmoment Exphysik 1

Die Drehachse sei weiterhin die z-Achse, allerdings ver-
lauft die Symmetrieachse des Zylinders in x-Richtung.

Wir berechnen nun das Massentrdgheitsmoment des / \
Zylinders mit Linge L und Radius R fiir eine konstan- \ j

te Massendichte p

L/2 z(y)

Ja= Q/dx/dy / der (2.7)

—-L/2 -R -z(y)

Der vertikale Abstand zur Drehachse ist einfach r{ = x> + y*. Die Funktion z(y) ergibt sich
{iber die Kreisgleichung des Zylinders fiir x = 0 mit z? + y?> = R2. Wir erhalten

z(y) =1/ R? - y?. (2.8)

Setzen wir diese Gréen in das Integral ein, erhalten wir

L2 R VRZ-y?
]A:Q/dx/dy / dz(x2+y2)
—-L/2 -R _ Rz_yz
L2 R
=20 / dx/dy R2—y2(x* +y%)
-Li2 -R
R L2
3
_ 2 _ 2 X 2 ; __m
=20 /dy\/R y (3 +xy mit Q_JTRZL folgt
-R —L/2

2m
dy+\/R2 - L[ dy\/R?- . 2.9
nR2L34/y y+/y ¥2y° (2.9)

Im Folgenden klammern wir R? aus den Wurzeln aus (und substituieren u = % mit Rdu =dy.
Wir erhalten aus beiden Integralen einen Vorfaktor R?> den wir mit dem 1/R? vorn kiirzen
konnen. Damit erhalten wir

1 1
2m L?
Ja= 12/du\/l—u2+Rz/du\/1—u2u2
/1
1 |
/2 /8
1
= Em[L2 +3R?]. (2.10)

18



2.1 Drehmoment und Tragheitsmoment Exphysik 1

Ubungsaufgabe: Trigheitsmoment

Ein oben offener zylindrischer Behiilter aus Plexiglas (o = 1,19 Z25) sei um seine Mittelachse
drehbar gelagert (siehe Skizze). Die Wandstérke des Behilters betrage d = 1 cm.
d=1cm

a) Berechne das Trdgheitsmoment des Be- Drehachse -

haélters.

b) In den Behilter werden nun 21 Wasser
gegeben. Leite einen Ausdruck fiir die
Hdéhe der Wassersdule in Abhéngigkeit
vom Abstand zur Drehachse im rotie-
renden Behdlter her. Berechne die ma-
ximale Winkelgeschwindigkeit, bei wel-
cher der gesamte Boden noch benetzt
ist.

40cm

¢) Berechne nun das Trdgheitsmoment
des Wassers Funktion der Winkelge-
schwindigkeit und betrachte den Grenz-
fallw — 0.

A
Y

Losung a): Da das Tragheitsmoment additiv ist, kénnen wir zunéchst einen vollen Zylinder
betrachten und davon einen kleineren Zylinder abziehen. Fiir einen Zylinder von Radius R
und Hohe L ergibt sich das Tragheitsmoment zu

R
]A:/prfdvzang/r?’dr: gLQR4. 2.11)
0

14

Wir rechnen das Tragheitsmoment des Vollzylinders (Hohe L = 40 cm) mit Radius R4 = 10cm
aus und subtrahieren davon einen kleineren Vollzylinder mit Radius Ry = 9cm und Hoéhe
L—d =39cm. Dann ergibt sich

v/ T T
Ja= EQLR“A -5 (L= d)R} = 5Q[LR“A —(L-d)R}]

g

E(40cm- (10cm)* —39cm - (9cm)*) = 0,027kgm?. (2.12)

/4
=-1,19
2

Losungb):

Auf das Wasser wirkt bei der Drehung die Gewichtskraft
F; und die Zentripetalkraft F;. Die resultierende Ge-
samtkraft zeigt nun entlang der Oberflichennormalen
des Wassers. Um nun die Steigung der Wassersdule an
einem beliebigen Punkt zu berechnen, bendétigen wir

den Tangens des Steigungswinkels a, welcher sich ein- a

. - FZ
fach ergibt als

dz |Fy| mo*r o’r

— =tana = = = . (2.13)

dr |Fgl m-g g Fg Fges
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2.1 Drehmoment und Tragheitsmoment Exphysik 1

Integrieren wir diese Funktion, so erhalten wir die Hohe der Wassersdule z(r) als

z(r) = /%dr = w'r’ +z (2.14)
) ar T 2g T ’

Die noch zu bestimmende Konstante z; gibt die Hohe der Wassersdule im Mittelpunkt an.
Benutzen wir die Voraussetzung, dass das Gesamtvolumen erhalten ist (V = 21), so konnen
wir damit einen Ausdruck fiir z; finden:

21 Ry R
w2r2 wz 4 20 o I
V:/dV:/d(p/rdr + 2o :Zﬂ[—r +—r
8g 2 o
0 0
2 (W o Voo,
=nR}|—Ri+z)| = z=—5-—R. (2.15)
4g TRy 48

Damit erhalten wir als Gesamtlésung fiir die die Hohe der Wassersiule

2
W2 2
z(r)= —(r“—Rj/2) + (2.16)

2g

—.
RS
Fiir den zu berechnenden Fall, dass im Zylinder der gesamte Boden gerade noch benetzt ist,

setzen wir zp = 0 und berechnen daraus die Winkelgeschwindigkeit w

S
™o

4V -g

4
T[RI

|
I
|
U
S
I

=19,51 Hz. (2.17)

I
oQ
S|
!

Losung c): Fiir das Trdgheitsmoment des Gesamtsystems berechnen wir das Trdgheitsmo-
ment der parabelférmigen Wassersédule, indem wir das Wasser als starren Korper betrach-
ten

271 R[

w?r?
]A:Q/ridvzg/dq)/ﬁdr[ + 29
1% 2g
0 0
2.6 Ry 2 2
wr Zi T w T w %4
e I e
12¢ 4 [, 2 3g 2 12g TR;

Fiir o = 0 bleibt nur der orangene Term {iibrig. Ausmultipliziert ergibt sich J4 = %Rlz (mit
m = pV), was einfach dem Tragheitsmoment der ruhenden, zylindrischen Wassersdule ent-
spricht.
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2.2 Analogie zwischen Translations- und Rotationsbewegungen Exphysik 1

2.2. Analogie zwischen Translations- und Rotationsbewegungen

Wir wollen im Folgenden zusammenfassen, wie wir analog zu den Translationsbewegungen,
physikalische GroBen zur Beschreibung von Drehbewegungen formulieren kénnen.

Tabelle 1: Analogien zwischen Translations- und Rotationsbewegungen

Translation Rotation

Ortsvektor r Drehwinkel @
Geschwindigkeit V= %r Winkelgeschwindigkeit w = %(p
Beschleunigung a= (f—:zr Winkelbeschleunigung a = (f—:z(p

Masse m= [,po(r)dV Trigheitsmoment Ja= [, 0(r) radv
Kraft F Drehmoment M=rxF
Impuls p=mv Drehimpuls L=rxp=Jyw
Bewegungsgleichung F = %p Bewegungsgleichung M = %L

Newton II F=m-a Newton II M=]) «
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Gravitation und Planetenbahnen Exphysik 1

3. Gravitation und Planetenbahnen

3.1. Das Gravitationsgesetz

Wir wollen uns im Folgenden das Gravitationsgesetz anschauen. Dabei gilt fiir die wirkende
Kraft eines Massepunktes m; auf einen Massepunkt m,

2

r,—r mpm Nm
Fo=-G"my;- my—— = _G*—12&, mit G*=6,674-100'—— und r=|r-rl
lry—1r 3 r2 kg?
(3.1
Hat Korper m; eine endliche Ausdehnung, die wir mit
der Massendichte p(r') beschreiben kénnen, so gilt fiir @My
die Kraft auf die Masse m.
3 Q(r ) 8
= _G d r (3.2)
R3 Ir=r'2

Die wirkende Kraft auf den Massepunkt m, resultiert
aus dem wirkenden Gravitationsfeld, welches wir erhal-
ten, wenn wir die Kraft F; durch die Masse m, dividie-

ren:
/
G(r) = -G fffwdf‘ ’|r9(rr3|2y (33)

Ubungsaufgabe: Aufteilung zweier Massen

Zwei Neutronensterne in einem Doppelsternsystem haben zusammen die Masse M. Wie
muss das Massenverhiltnis der beiden Sterne aussehen, damit die resultierende Gravitati-
onskraft (bei gegebenem Abstand r) zwischen beiden Sternen maximal ist?

Losung: Wir nehmen an, der erste Neutronenstern habe die Masse m, dann hat der Zweite
die Masse M — m. Berechnen wir nun die resultierende gravitative Anziehung zwischen den
beiden Sternen, ergibt sich

m(M—-m)

F=G'———. (3.4)

Das Maximum erhalten wir durch das Nullsetzen der 1. Ableitung nach m

dF G*
—:—(M 2m) = O =>M=2m. (3.5)
dm

Wir sehen, dass die Massen der beiden Sterne gleich grol$ sein miissen, also ist das Massen-

verhaltnis 1.
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3.2 Konservative Kraftfelder Exphysik 1

3.2. Konservative Kraftfelder

Wollen wir die Arbeit berechnen, die wir aufbringen miissen, um ein Teilchen bei einer wir-
kenden Kraft F entlang eines Weges S von Punkt P; nach P, zu bewegen, so konnen wir diese
uiber folgendes Integral berechnen:

S(P2)

W= / F(r)-dr. (3.6)

S(P1)

Nun konnten wir das Teilchen auf vielen verschiedenen Wegen von Punkt P; nach P, bef6r-
dern und wiirden dafiir im Allgemeinen unterschiedliche Ergebnisse erhalten. Benutzen wir
beispielsweise die Gleitreibungskraft Fg, die stets der Bewegungsrichtung entgegengerichtet
ist, so ist die geleistete Arbeit abhdngig von der Linge des gewéhlten Weges zwischen P; und
Ps.

Ist jedoch die geleistete Arbeit entlang jedes beliebigen P,

Weges S, Si1 zwischen den Punkten P; und P, gleich, so

ist das zu der entsprechenden Kraft zugehorige Kraft- S

feld konservativ Si
Py

/F(r)~dr:/ F(r)-dr = /F(r)~dr. 3.7) Py
S1 Su F

1

Nun kénnen wir die Wegrichtung von Sj; umkehren, und von P, nach P; zuriickkehren. sind
wir einmal im Kreis gegangen und wir erhalten aufgrund der Gleichheit der beiden Integra-
le

P, P,
/F(r)-dr+/ F(r)-dr:/F(r)-dr+/F(r)-dr:§I§F(r)dr:0. (3.8)
St =S

P, P,

Fiir ein konservatives Kraftfeld ist die geleistete Arbeit Null, wenn Start- und Endpunkt iiber-
einstimmen. Der Kreis im Integral deutet dabei an, dass wir die Integration entlang eines
geschlossenen Weges durchgefiihrt haben.

Einschub: Divergenz und Rotation eines Vektorfeldes

Die Divergenz eines Vektorfeldes gibt an jedem Raumpunkt an, wie sehr die Feldvektoren
auseinanderstreben. Anders formuliert trifft die Divergenz eine Aussage dariiber, wo im Raum
Feldlinien entstehen oder verschwinden. Die Divergenz ist definiert tiber

0x
divF:=V-F mit V=|dy|. (3.9
0z
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3.2 Konservative Kraftfelder Exphysik 1

Ein Beispiel ist das Gravitationsfeld. Eine sphédrische Massenver-
teilung m erzeugt ein radiales Gravitationsfeld G, welches zum
Massenzentrum zeigt. Im Punkt des Zentrums verschwinden
Feldlinien und die Divergenz des Gravitationsfeldes ist negativ
V-G < 0. Wir sehen, dass Massen sogenannte Senken des Gra-
vitationsfeldes sind. Tatsdchlich ldsst sich folgende Beziehung
herleiten, die wir ohne Beweis angeben wollen

V-G =-471pG mit p als Massendichte . (3.10)

Die Rotation eines Vektorfeldes beschreibt, ob in einem Vektorfeld “Wirbel” vorhanden sind.
Anders gesagt beschreibt die Rotation wie und ob sich ein im Vektorfeld befindlicher Korper
dreht.

Die Rotation ist definiert iiber

d,F, —0,F, ox {/ - ;\
rot F:=VxF=|0,F,—0,F,| mit V=][dy]|. (3.11) // .. \‘\

Ein Beispiel ist das erzeugte Magnetfeld eines geraden Leiters, \ \ N - 7 / /

durch den ein Strom flie$t. Das Magnetfeld zeigt geschlossene ~ g P
Feldlinien, die konzentrische Ringe um den Leiter bilden. Eine ~ 7
im Mittelpunkt platzierte Kompassnadel fdngt an sich zu dre- _>

hen.

An der nebenstehenden Abbildung sehen wir bereits, dass fiir ein Kraftfeld mit solcher Struk-
tur das Kreisintegral fiir die Bewegung eines Teilchens nicht verschwinden wird, wenn wir es
auf einer Kreisbahn bewegen. Es lédsst sich tatsdchlich zeigen:

Konservative Kraftfelder sind stets wirbelfrei: VxF=0 ¢ F istkonservativ . (3.12)

Die dafiir notwendige Mathematik liefert der Satz von Stokes,

55 F(r)-dr :ff [V x F(r)]dA, (3.13)
0A A

wobei A die von dem Weg 0 A (Rand von A) eingeschlossene Fldche bezeichnet. Beachte da-
bei, dass die eingeschlossene Flidche nicht eindeutig ist und beliebig gewdhlt werden kann!
Der Satz von Stokes wird in der Vorlesung Mathematische Methoden der Physik Il niher be-
handelt.

Existenz einer Potentialfunktion

Sei @(x, y, z) eine skalare Funktion. Wenn wir uns nun die Frage stellen, welchen Zuwachs
die Funktion erfdhrt, wenn wir uns in eine bestimmte Richtung bewegen, so miissen wir die
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partiellen Ableitungen der Funktion ®(x, y, z) in alle Raumrichtungen betrachten. Das fiihrt
uns zur Definition des Gradienten des Vektorfeldes

0x
grad @ := VO mit V= (ay). (3.14)
0z

Durch die Bildung des Gradienten entsteht ein Vektorfeld F = VO, dessen Richtungin jedem
Punkt die Richtung des stidrksten Anstiegs der skalaren Funktion angiebt. Es stellt sich nun
die Frage, was die Eigenschaften dieses Feldes sind. Priifen wir es doch einmal auf Konser-
vativitat:

’ o D
0x ax(CD) a;éaz - 6226)/
Y, _Ux (v = _| e o0 |_
VxF=Vx (ch) =|oy| <oy |=| £2- 220 | =0 (3.15)
0z 0z(®D) 0°0 _ 0°0
0x0y  0yox

Aufgrund der Vertauschbarkeit der zweiten partiellen Ableitungen jeder (zweifach differen-
zierbaren) skalaren Funktion ®(x, y, z) ist das Vektorfeld F stets konservativ. Umgekehrt ldsst
sich aus jedem konservativen Vektorfeld stets eine entsprechende Funktion finden, deren
Gradient wieder das Vektorfeld ergibt.

In der Physik tritt bei der Definition des Potentials eine Besonderheit auf. Da eine physi-
kalische Kraft ein Teilchen von einem Ort hoheren Potentials zu einem Ort niedrigeren Po-
tentials fiihrt, allerdings der Gradient den Anstieg des Skalarfeldes beschreibt, wird in der
Definition ein Minuszeichen als Konvention eingefiihrt:

Fiir eine konservative, physikalische Kraft F ldsst sich stets eine entsprechende
Potentialfunktion ® aufstellen, sodass

F(x,,2) = -VO(x,y,2). (3.16)

Wir kénnen nun zum Gravitationsfeld eines Massepunktes m; (dies entspricht Gleichung (3.2)
geteilt durch my) das zugehorige Gravitationspotential angeben. Fiir eine radialsymmetri-
sche Funktion vereinfacht sich der Gradient in Kugelkoordinaten zu

. df,
Vi) ==& (3.17)

Damit erhalten wir fiir das Gravitationspotential

my .

~VO(r)=G(r)=-G"— &
r

«
— (D(F)Z—G T, (318)

bzw. fiir Fall einer ausgedehnten Massenverteilung o (r')

() = _G*fffRs d%’%. (3.19)
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3.3. Die Keplerschen Gesetze

Wir wollen uns nun im Folgenden anschauen, welche Folgerungen wir aus dem Gravitati-
onsgesetz ziehen kdnnen, wenn wir uns das sogenannte Zwei-Koérper-Problem anschauen.
Dabei betrachten wir den Spezialfall eines schweren Zentralgestirns (Sonne) und eines leich-
teren Objektes (Planet). Physikalisch ist dieses Problem exakt analytisch I6sbar und Johannes
Kepler hat dabei schon zu Beginn des 17. Jahrhunderts drei GesetzméaRigkeiten erkannt, die
er folgendermalen formulierte:

1. Planeten bewegen sich auf elliptischen Bahnen mit der Sonne (Masse M) in einem
Brennpunkt.

2. Der Radiusvektor als gedachte Verbindung zwischen Sonne und Planet {iberstreicht in
gleichen Zeiten gleiche Flachen: A konstant fiir alle Planeten. (L - Erhaltung)
T? 47® 4

3. 5= = = konstant fiir alle Planeten (a = grof3e Halbachse)
a; M+m)-G* M-G*

Dabei sind diese Gesetze allgemeingiiltig und gelten insbesondere auch fiir andere Systeme
von Objekten. Fiir viele Rechnungen erweist sich insbesondere das dritte Keplersche Gesetz
als hilfreich.

Beispiel: Hohmann-Transfer zum Jupiter

Wir wollen uns im Folgenden anschauen, wie man bei- T
spielsweise die Dauer eines Hohmann-Transfers zwi-

schen Erde und Jupiter berechnen kann. Dies ist ein

energetisch giinstiger Ubergang zwischen zwei Plane-

tenbahnen im Sonnensystem. Dabei nimmt die Trans- g
ferbahn die Form einer Ellipse an. Nach dem drit- &
ten Keplerschen Gesetz konnen wir die Zeit fiir den
Hohmann-Transfer berechnen iiber

T 1 |4n2ad ) ag + ay
At=—=— mit a=—. (3.20)
2 2\ My -G 2

Dabei ergibt sich die gro8e Halbachse der Transferellipse aus dem arithmetischen Mittel der
Halbachsen beider Planeten. Wir konnen die Transferzeit einfach ausrechnen, indem wir
den Term Myy - G* in astronomischen Einheiten ausdriicken und einsetzen. Fiir das System
Erde-Sonne ergibt sich

(yn)?  4n®
(l1au?® My - G*

My -G* = am?aud /yr?. (3.21)

Setzen wir das nun in Gleichung (3.20) ein, so erhalten wir mit aq_ = 5,2au und as =lau

1 as 1
At= 2y Tgyr= S VB Dyr=273yr. (3.22)
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3.3 Die Keplerschen Gesetze Exphysik 1

Ubungsaufgabe: Geostationirer Satellit

Ein Satellit der Masse m = 1000kg soll in eine geostationidre Umlaufbahn iiber dem Aquator
betracht werden. In welcher Hohe tiber dem Aquator befindet sich der Satellit in diesem Fall?
Welche Energie wird benétigt, um den Satelliten von seinem Startplatz nahe des Aquators in
eine stabile Umlaufbahn zu bringen?

Losung: Wir benutzen hier ebenfalls das dritte Keplersche Gesetz und nehmen an, dass fiir
den geostationdren Orbit die Umlaufzeit des Satelliten einem siderischen Tag entspricht
(23 h und 56 min). Dann konnen wir die Formel nach der Halbachse der Umlaufbahn um-
stellen und anschlielfend den Erdradius subtrahieren:

T?mg - G*
h=\/—, 3~ re=35790km. (3.23)
T

Hierbei wurden die Werte fiir die Masse der Erde mg = 5,97 - 10**kg und des Erdradius rg =
6378km eingesetzt.

Um den Satelliten auf die geostationdre Bahn zu bringen miissen wir zunéchst die Arbeit
verrichten, den Satelliten auf 36 000 km tiber die Erdoberfldche zu bringen. Dies erhalten wir
mithilfe des Wegintegral {iber die Gravitationskraft:

rs s
1 1]’
W:/FGdr:m-MEG*/—Zdr:—m-MEG* —]
r r s
Tg Tg
=m-MgG*|——-—|=53,11G]J. (3.24)
e TIs

Weiterhin miissen wir die zusitzliche kinetische Energie aufgrund der erhthten Bahnge-
schwindigkeit im geostationédren Orbit beachten. Hierfiir erhalten wir den Term

2 2

m mao 2n°m
AEyin = ?(VSZ -V = T(r§ ~rd) =

— (ré —rg) =4,62GJ. (3.25)
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4. Bezugssysteme und Tragheitskrafte

Wir wollen uns in diesem Kapitel damit beschiftigen, wie sich physikalische Phdanomene in
unterschiedlichen Bezugssystemen voneinander unterscheiden. Dafiir fiihren wir zunéchst
den Begriff des Inertialsystems ein. Bei einem Inertialsystem handelt es sich um ein Koordinaten-
oder Bezugssystem, in dem sich kriftefreie Kérper geradlinig gleichférmig bewegen.

Zwischen Inertialsystemen lésst sich stets eine Galilei-Transformation durchfiihren. Dabei
konnen wir folgende Transformationen in beliebiger Kombination ausfiihren:

t—t+71 Translation der Zeit

F— ?A+ o Translation des Raums @l
7 — RT Rotationen des Raums

7F—7+0-t Bewegung mitkonstanter Relativgeschwindigkeit

Dabei ist besonders die letzte Transformation von Bedeutung, da diese beschreibt, dass sich
physikalische Prozesse beispielsweise innerhalb eines mit konstanter Geschwindigkeit fah-
renden Zuges gegeniiber dem ruhenden Bahngleis nicht &ndern.

Tragheitskrifte

Befinden wir uns in einem Bezugssystem, welches kein Inertialsystem ist, so konnen sich
kriftefreie Kérper scheinbar nicht geradlinig gleichformig bewegen. Im rotierenden Bezugs-
sytem konnen wir daher eine Scheinkraft bzw. Tragheitskraft einfiihren, die diese Bewegung
beschreibt.

Ein Beispiel im rotierenden Bezugssystem ist die Zentrifugalkraft, die senkrecht zur Bewe-
gungsrichtung nach aullen wirkt und durch die Tragheit des Kérpers verursacht wird. Hier-
bei handelt es sich um eine Scheinkraft, die im ruhenden Bezugssystem nicht beobachtet
werden kann.

Eine weitere wichtige Tragheitskraft ist die Corioliskraft, die auf alle Kérper wirkt, die sich in
einem mit w rotierendem Bezugssystem mit einer Geschwindigkeit v }f w bewegen. Fiir sie
gilt:

Fc=2m(v x w), ac =2(vxw). 4.2)

Die zugehorige Coriolisbeschleunigung ac bewirkt eine beschleunigte Bewegung des Kor-
pers im bewegten Bezugssystem.

Ubungsaufgabe:

Ein Scharfschiitze in Jena visiert sein 1 km entferntes Ziel in siidlicher Richtung an. Um wel-
che Linge und in welche Himmelsrichtung muss er den Zielpunkt seitlich korrigieren, um
die Corioliskraft auszugleichen. Dabei soll Reibung und Erdanziehung vernachlédssigt wer-
den. Das Geschoss wiege m = 10g und fliege mit v = 700 <. Hinweis: Jena liegt auf dem 51.
Breitengrad.

28



Bezugssysteme und Tragheitskrifte Exphysik 1

Losung: Die Drehung der Erde verlduft von Westen nach Os- )
ten, daher zeigt die vektorielle Winkelgeschwindigkeit (wie

im Bild gezeichnet) vom Siidpol in Richtung Nordpol. Zur Be- p
rechnung der Coriolisbeschleunigung bilden wir das Kreuz-
produkt aus dem Geschwindigkeitsvektor (tangential zur
Oberfliche) und der Winkelgeschwindigkeit A

ac=2|vxw|=2v-wsing. (4.3)

Wir bemerken, dass die Coriolisbeschleunigung zeitlich kon-
stant, daher kénnen wir die Ablenkung mit den bekannten
Formeln der konstant beschleunigten Bewegung berechnen

tiber
—actz—v w Sin (S)z—wsin & mit t—s
Y=ot = Y\ T Lo A
_ sin(51°)lkmz =8,07cm (4.4)
~ 24h 7002~ ' '

Das Kreuzprodukt von v und w zeigt aus der Tafelebene heraus, deshalb wird das Geschoss
in Richtung Westen abgelenkt und der Schiitze seinen Zielpunkt nach Osten hin korrigie-
ren.
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5. Schwingungen und Wellen

Wir beschiftigen uns in diesem Kapitel mit der Beschreibung von periodischen Vorgidngen,
die sowohl in einem isolierten System auftreten konnen (Pendel, Federschwinger) oder sich
in Form von Wellen in einem Medium ausbreiten (Schall).

5.1. Mathematisches und physikalisches Pendel

Als einfachen Einstieg wédhlen wir die Beschreibung der pe-
riodischen Schwingung eines (mathematischen) Fadenpen-
dels mit einer Punktmasse m. Nach Newton Il kdnnen wir die

Kraftgleichung des Pendels folgendermalfden formulieren o
Frick=ma mit a=@xr. (5.1)
Da @ || &, L r, konnen wir die Beschleunigung schreiben als
a=-¢-le, (da ¢ <0). Die Riickstellende Kraft ergibt sich
aus der Gewichtskraft F; der angehdngten Masse als Frick =
—Fg-sing €,. Damit erhalten wir
Fg-singp=-m-¢-1l
" .. 8
>m-ger-m-$-l => ¢= 790- (5.2)  Abb. 10: (ideales) mathemati-

sche Pendel
Dabei haben wir im zweiten Schritt die Kleinwinkelndherung

sing = ¢ benutzt, die fiir kleine Anfangsauslenkungen ¢ < 30° ausreichend genau ist. Die
spezielle Losung dieser Differentialgleichung mit den Anfangsbedingungen ¢(0) = ¢¢ und
¢(0) =0 lautet

g

@) =@ocos(w-f) mit w= 7 (5.3)

Physikalisches Pendel

Beim physikalischen Pendel schwingt nun ein ausgedehnter
Pendelkorper mit einem Trdgheitsmoment J4 beziiglich der
Drehachse. Wir konnen die Bewegungsgleichung tiber das
wirkende Drehmoment

M=rsxF und M= ]¢ (5.4)

bestimmen. Dabei bezeichnet rg die Position des Schwer-
punktes. Wir konnen damit das wirkende Drehmoment vek-
toriell berechnen zu

—Ising 0 0
M=rsxF=|—-lcosg|x|-mg|=mg-I| 0 [. (5.5

0 0 sing

Abb. 11: physikalisches Pendel
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Setzen wir dies nun gleich mit dem Drehmoment® M, = — 4, dann erhalten wir unter der
Kleinwinkelndherung

o mg- l(p]A::mlz g(p

I ] (5.6)
A

Im letzten Schritt erhalten wir fiir das Trigheitsmoment eines Massenpunktes J4 = m- 2 die
Bewegungsgleichung des mathematischen Pendels.

5.2. Allgemeine, gedampfte Schwingung

Im folgenden wollen wir uns freie Schwingungen (ohne externe Anregung) im Allgemeinen
am Beispiel des Federschwingers betrachten. Die zugehdrige Differentialgleichung zur Cha-
rakterisierung der Auslenkung x(¢) von der Ruhelage ergibt sich zu

m-X()+R-x(0)+ k-x(r) =0. (5.7)
—_—— —— ——
Tragheit  Reibung Riickstellkraft

Wir haben dabei einen Reibungsterm R eingefiihrt, welcher proportional zur Geschwindig-
keit des Federschwingers wirkt.

Aus der Vorlesung “mathematische Methoden der Physik” wissen wir bereits wie wir diese
Differentialgleichung l6sen, allerdings wollen wir den Losungsweg hier noch einmal skiz-
zieren. Wir wéhlen als Losungsansatz die Exponentialfunktion x(f) = xypexp(Af) und setzen
diesen in die Differentialgleichung ein. Damit erhalten wir folgende Gleichung:

R k R \?
m = > -Formel = lo=——=i\/——[—] . .
A2 +RA+k=0 pq-F 1 A + (5.8)
’ 2m m 2m
~ ————
& M

Setzen wir die beiden Losungen fiir A in den Ansatz ein und benutzen wir die Anfangsbedin-
gungen x(0) = xop und x(0) = dxo = 0, ergibt sich als Losung

X x . .
x(b) = ?0 [ellt+e;[2t] = ?Oe_‘”[em’t +e ! = x0e %! cos(wi). (5.9)

Wir konnen uns nun vier Spezialfille dieser Losung fiir verschiedene Dampfungskonstanten
R anschauen:

1. Fall: freie ungeddmpfte Schwingung:

[ k
R =0 (keine Reibung) => 6=0 w=1/—=wy
m

2. Fall: Gedampfte Schwing. mit abklingender Amplitude: w >0
k R?
2

[ k
w'=—-—-5>0 © 0<R<2:-Vk-m Xmax(t)=xpexp(-0t)undw </ — =wyp
m 4m? m

3Das Vorzeichen in der Formel fiir M, ergibt sich dadurch, dass wir bereits wissen, dass M, positiv ist, sich der
Winkel ¢ jedoch verkleinert und deshalb ¢ < 0 gilt.
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k R?
3. Fall: Aperiodischer Grenzfall: w = el A 0oR=2-vVk-m

Hier fallen die beiden Losungen der quadratischen Gleichung zusammen und wir miis-
sen den Losungsansatz modifizieren zu x(f) = (A + Bt)e* mit A = —§. Damit erhalten
wir mit den Anfangsbedingungen x(0) = 0, X(0) = 0 die Konstanten A = xy und B = x¢0

x(8) = xo(1 +51)e %, (5.10)

4. Fall: Kriechfall: w imaginir, keine Schwingung, R >2-vkm

Hier findet ebenfalls keine Schwingung mehr statt, die Dampfung 6’ = § + /62 — w(z) ist
jedoch verschieden. Wir fithren die Rechnung von Gleichung (5.9) nochmal durch und
erhalten fiir x(0) = 0 und x(0) = xpd

X X0 _ NZ Y ERVE VIRV -
x(t):zo[e’llt+e’12t]:?0e ‘”[e e i 5tcosh(\/62—wg-z‘).

(5.11)

x(t) — 1. Fall
— 2. Fall
—— 3. Fall
— 4. Fall

Abb. 12: Unterscheidung der vier verschiedenen Félle der allgemeinen geddmpften Schwingung.

Ubungsaufgabe

Fiir eine mechanische Uhr wird als Schwinger ein Unruh verwendet. Dabei wird die Schwin-
gung getrieben durch ein riickstellendes Drehmoment, welches proportional zum Drehwin-
kel ist (M = —k¢). Als schwingende Masse dient eine zentral, drehbar gelagerte Zylinder-
scheibe (Radius R = 5cm, Masse m =50g).

a) Wie lautet die Differentialgleichung der Schwingung?

b) Wie grof8 muss k sein, damit die Periodendauer der Schwingung T = 0,5s betrégt?

Losung a): Das Drehmoment ldsst sich analog zu Newton II fiir die lineare Bewegung schrei-
ben als

k
M=Jsfp==kp = ¢+ =0 (5.12)
A
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Losung b): Aus der Differentialgleichung kénnen wir die Kreisfrequenz w der Schwingung
ablesen als w = v/ k/J 4. Damit konnen wir eine Formel fiir die Periodendauer aufstellen und
diese nach k aufloésen

1 2
27 ]A imR
T=—=2m|—=2n
w k k
R? 5cm)? cm?
> k=21"m— = 2n2-50g( S 1000072 S8 & 0,01Nm. (5.13)
T? (0,55)2 s2

5.3. Die Wellengleichung

Wir wollen uns im Folgenden mit der Wellengleichung beschéftigen, welche die Ausbreitung
einer sich in 1D ausbreitenden Welle beschreibt. Fiir die Amplitude der Welle gilt

Pfx, ) 10%f(x,0
52 2 gz (5.14)

Der Faktor ¢ beschreibt die Phasen- bzw. Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle. Merkhilfe:
Mit 1/c? vor der doppelten Zeitableitung von f(x, t) ergibt sich die gleiche Einheit, als wenn
wir f(x, t) zweimal nach dem Ort ableiten

Ffx0) _fx0] 10°fx,0)] _ s [f(x, 1)
o2 |T me "™ @ [T ¢ 519
Eine Losung der Wellengleichung stellen ebene Wellen dar:
2 2
Fo, 0 = fo-costkx—wr) mit k= 7” w= 7” (5.16)

Hierbei sind k und w die rdumlichen und zeitlichen Wellenzahlen. Setzen wir die Losung in
die Wellengleichung ein, ergibt sich

0 f(x,1) 2

—>==—k“f(x,1) w?

3 ont) = -k f (6 0+ — f(x, 0 =0. (5.17)
Lol = w2 f(x, 1) ‘

Fiir die raumlichen und zeitlichen Wellenzahlen gilt also folgender Zusammenhang, welcher
auch als Dispersionsrelation bezeichnet wird:

)
= €= Uphase = —- (5.18)

w
k=
k

c
Aus dieser Beziehung erhalten wir noch eine weitere niitzliche Beziehung fiir Wellen:

) A
== =27-f-—=A-f. .1
c 7Tf2 f (5.19)
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5.4. Schwebung

Wir wollen uns nun anschauen was bei der Uberlagerung von Wellen fiir Effekte auftreten
konnen. Unterscheiden sich die Frequenzen der beiden Wellen voneinander, so tritt der
Schwebungseffekt auf. Mathematisch betrachtet wird eine Uberlagerung von zwei Wellen
durch eine Addition beschrieben. Halten wir nun den Ort fest (x = xp) und betrachten zwei
verschiedene Wellen fi(t) = fycos(w; t) und f»(t) = fycos(w, t), dann ergibt sich fiir die Uber-
lagerung

fges = [i() + f2(2) = fo(cos(w 1) + cos(w 1)) (5.20)
_ w1 — W w1+ W

=2 o cos( > tl fos( . tl. (5.21)
Aml;lirtude Schw?ggung

Eine Herleitung fiir die Gleichheit dieser beiden Ausdriicke ist in Anhang B dargestellt.

Das Ergebnis ist nun eine Uberlagerung zweier Schwingungen, von denen eine mit der ge-
mittelten Frqeuenz der beiden Ausgangsfrquenzen w = %(a)l + w,) schwingt. Die Amplitude
der Schwingung wird nun mit der halben Differenzfrequenz der Schwingungen (% (w1 — w2))
moduliert. Liegen nun die Frequenzen der beiden Schwingungen nah beieinander w; = w»,
dann ist die Frequenz der Schwebung so langsam, dass diese Modulation als an- und ab-
schwillende Lautstdrke horbar gemacht werden kann. Der Schwebungseffekt ist in Abbil-
dung 13 dargestellt.

M

1

flfo
()
T

-1+
| | | | | | |

- -1 0 1 2 3 4 5
Zeit tin s
I I L L
2 — [ @)+ f2(0) )
— 2fycos(=5*21)
2
§ 0
o
_2 7\ | | | | | | | | | \7
-5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
Zeit tins

Abb. 13: Oben: Zeitlicher Verlauf der beiden Schwingungen mit leicht verschiedener Frqeuenz mit
|w1 — w2 = 1Hz. Unten: Uberlagerte Schwingung. Es zeigt sich, dass dort Schwingungskno-
ten auftreten, wo die urspriinglichen Funktionen genau um n phasenverschoben sind. Die
Amplitudenfunktion der Schwebung ist in orange eingezeichnet.
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Wir definieren nun die Frequenz der Schwebung als

1
fschwebung = EVUI —w2l, (5.22)

wobei dies der doppelten Frequenz der einhiillenden Amplitudenfunktion entspricht. Der
Unterschied ist dadurch begriindet, dass sich der Schwebungseffekt bei jedem Nulldurch-
gang der Amplitudenfunktion wiederholt, in eine Periode der Amplitudenfunktion passen
demnach zwei “Schwebungsbiuche”.

Ubungsaufgabe: Schwebung

Durch Uberlagerung von zwei harmonischen Einzelschwingungen soll eine Schwingung mit
einer Freugenz von f = 500Hz mit einer Schwebung erzeugt werden. Welche Frequenzen
miissen die beiden Einzelschwingungen haben, damit die Schwebungsperiodendauer Ts =
5s betrégt.

Losung: Fiir die gemittelte Schwingungsfrequenz beider Einzelschwingungen und die Schwe-
bungsperiodendauer gilt

+ 1 1
h+fe =500Hz, und Ts=—

e = =5s

2 fs 1Ah-Ffl
Dieses Gleichungssystem kdnnen wir nun nach f; und f, auflésen. Wir nehmen 0.B.d.A an,
dass f1 > f> gilt. Dann folgt

f= (5.23)

Fo= i+ /e
2 =21+ fs=2f. (5.24)
fs =h-1e
Losen wir das nach fj auf und bestimmen anschlieBend f>, so folgt
1 1
=f—-—-fs=500Hz— —— =499,9H 5.25
fu=f =5 fs =500Hz — — 2 (5.2
1 1
= —fs=500Hz + —— =500,1Hz. 5.26
f f+2f5 Z+ 5= z (5.26)

5.5. Doppler-Effekt

Wird eine Welle von einem bewegten Objekt ausgesendet oder empfangen, dann tritt auf-
grund der Relativbewegung von Quelle und Beobachter eine Wellenldngen- und damit auch
Frequenzinderung auf. Dabei treten zwei unterschiedliche Spezialfille auf:

Bewegte Quelle, ruhender Beobachter

Bewegt sich die Quelle mit v < cg auf den Beobachter zu/weg, so verkiirzt/verldngert sich
die Wellenldnge A um die Strecke, welche die Quelle innerhalb einer Periodendauer zurtick-
legt

_ 1 _ Cs 1

Cs
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Ruhende Quelle, bewegter Beobachter

Bewegt sich nun der Beobachter mit v auf die ruhende Quelle zu/weg, so bleibt die Wellen-
lange gleich, allerdings treffen die Wellenmaxima nach einer kiirzeren/langeren Zeit T’ auf
den Beobachter. Hierbei gilt

A=(cs+vp)T = f['= CSJ‘;UB :f(li@). (5.28)

400 I I
—— bewegte Quelle
—— bewegter Beobachter
N 300 - |
)
=
2 200 i
—
100 - =
| |

| | | | | |
0 50 100 150 200 250 300 350
Geschwindigkeit v in m/s

Abb. 14: Vergleich der Frequenzinderung fiir eine bewegte Quelle vs. einem bewegten Beobachter fiir
eine Ausgangsfrqeuenz von 100 Hz. Die Schallgeschwindigkeit betrégt cs = 340 77

Ubungsaufgabe: Polizeiwagen

Die Grundfrequenz des Martinshorns eines Polizeiwagens sei 360 Hz. Wie grofs muss die Ge-
schwindigkeit des Polizeiwagens sein, damit der Signalton von einem Passanten um eine
Quarte erh6ht wahrgenommen wird (Frequenzverhéltnis 4/3)? Wie schnell miisste sich der
Passant dem Polizeiwagen ndhern, um den gleichen Ton wahrzunehmen?

Losung: Fiir den ersten Teil nutzen wir die Formel fiir den ruhenden Beobachter und 16sen
die Formel nach der Geschwindigkeit der Quelle auf:

%:1_? = vQ:cs(l—%):340?(1—2):85?. (5.29)
S

Umgekehrt konnen wir die Forml fiir den bewegten Beobachter abermals nach der Geschwin-
digkeit aufl6sen. Damit erhalten wir

f’ UB f’ m (4 m
7:1+— = Up=Cs 7—1 =340— §_1 =113,3—. (5.30)
Cs s s
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6. Hydrostatik

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit dem statischen Verhalten von Fluiden beschifti-
gen und speziell die Auftriebskraft behandeln. Dafiir fiihren wir zundchst den Schweredruck
ein.

6.1. Schweredruck

Befindet sich eine Fliissigkeit in einem Glas, so {ibt diese eine aufgrund ihres Gewichts eine
Kraft auf den Bodes des Gefial3es aus. Die Gewichtskraft eines Volumenelements dV 1dsst sich
schreiben als

dF;=pqdV-g=pdzdA-g, (6.1)

wobei g in negative &,-Richtung weist. Fiir den Druck dp, der auf dieses Flachenelement d A
wirkt, gilt nun

_d_F_deM-g
S dA gA

Integrieren wir nun iiber z, so ergibt sich die Druckdifferenz fiir die Fiillhohe / zu

dp (6.2)

h
Ap:/ggdz:gg-h. (6.3)
0

Wir sehen, dass der Druck linear in der Tiefe des Glases zunimmt.

6.2. Auftrieb

Korpers schauen wir uns den Druckunterschied zwi-
schen Ober- und Unterseite des Korpers an. Die Auf-
triebskraft F4 ergibt sich nun iiber den Druckunter-
schied multipliziert mit der Grundflache Agf des Kor-
pers

Zur Berechnung der Auftriebskraft eines eingetauchten . I"
2
F

hy
Ah

F

Fa=Ap-Agt=pa8Ah-Agr=mq- g. (6.4)
——

v
Abb. 15: Auftriebskraft
Wir sehen, dass die Auftriebskraft aufgrund von F; > F»

in positive €,-Richtung zeigt. Damit ergibt sich

Fy=-Fgq. (6.5)

Wir erhalten damit das von Archimedis formulierte Prinzip des Auftriebs: Die Auftriebskraft
entspricht der Gewichtskraft der vom eingetauchten Korper verdriangten Fliissigkeit.
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Wir haben bisher nur den Spezialfall eines quaderférmigen Korpers gezeigt, jedoch ldsst sich
dies auch auf beliebige Formen verallgemeinern. Differentiell ergibt sich die Auftriebskraft
Zu

dF=-Vp-dV=p-gdVe,. (6.6)
——

s

é;

[=%

z

Integrieren wir nun iiber das Volumen des Korpers

FA:/dpz/gngéz:—g/pdV:—FG,ﬂ,, 6.7)

so erhalten wir die gleiche Beziehung.

Ubungsaufgabe: Eiswiirfel im Glas

Ein Eiswiirfel (Kantenldnge a) wird in ein zylindrische, mit Wasser gefiilltes Glas (Radius r)
gegeben. Der Wassserspiegel habe nun die Héhe h.

a) Wie viel Prozent des Eiswtirfels befinden sich unter Wasser, wenn wir davon ausgehen,
dass die Dichte des Eises ggjs = 0.9pw ist?

b) Wie édndert sich der Fiillstand h des Glases, wenn der Eiwtirfel vollstindig geschmolzen
ist?

Losung a): Im Gleichgewichtszustand wenn der Eiswiirfel schwimmt, gleicht sich die Ge-
wichtskraft F; mit der Auftriebskraft F4 aus. Wir erhalten dann:
m-g=my-g = QEis-aszgwaz-d,

OEis _ h.94. 6.8)
ow

=> d=a

Dabei ist d die Lange der eingetauchten Kante im Wasser. Wir erhalten somit, dass sich 90 %
des Eiswiirfels unter der Wasseroberfldche befinden.

Losung b): Um den Fiillstand zu vergleichen, berechnen wir zunéchst fiir den Anfangszu-
stand das Volumen des Wassers, bevor der Eiswiirfel geschmolzen ist:

VWasser:”rz'h_az'd:ﬂrz'h_o-gag- (6.9)
Nun iiberlegen wir, welches Volumen an Wasser der geschmolzene Eiswiirfel einnimmt. Da
die Masse an Wasser beim Schmelzen unveriandert bleibt, erhalten wir
m .
m=ppsa@® = v="10 B 80948, (6.10)
ow Oow

Wir sehen im Vergleich der beiden Gleichungen, dass das vom Eiswiirfel verdriangte Volu-
men an Wasser, genau dem Volumen des geschmolzenen Eiswiirfels entspricht. Damit ist
das Volumen am Ende

VEnde = Vwasser +V = nr?- h, (6.11)

und somit bleibt die Fiilllhohe unveridndert.
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Appendix

A. Schiefer StoR von Proton und Deuteron

Im folgenden Wollen wir die Ubungsaufgabe des elastischen Stofes von Proton und Deu-
teron fiir einen allgemeinen Ablenkwinkel des Deuterons ¢, und ein beliebiges Massen-
verhiltnis & = d berechnen. Um damit den Ablenkwinkel des Protons ¢, zu berechnen,

mussen wir aus dem Gleichungssystem mit vier Variablen ug4, und ug ), eliminieren, um
Yp= u,, . Y zu finden. Dafiir kénnen wir (1.28) (quadriert) mit (1.31) gleichsetzen. Das ergibt.

(1.28)% ,
=> VU, = upx+2€upxudx+§ udx
(1.31)=(1.28) P 2 2 2 2.2
BN %+ up,y+§ud’x(1+tan (pd):%+2€up,xudyx+§ Uy
—
=1 2 2 2
uy, up'yzzgup,xud,x+‘f(é_l_tan (pd)ud,x
L 2 —1-tan?
(1:30) —fup,xud,y+ (& i Pa) 2
tangg an“@gq ¥
SUay==Upy  , (129 2 € -1-tan’@q) ,
— u = ———Uu u +
py tangg 7Y {tan g Py
(€ -1-tan®¢,) 2
u - == u
Py tan? @y tang,
& tang, = Upy —2¢{tangy _ &sin(2¢4)
P up,  1+tan?@g+&(tan@g—1)  Ecos(2p4) -1

(A.1)

Im letzten Schritt haben wir den Zihler und Nenner mit cos? ¢ multipliziert und die Iden-
titdten sin(2¢4) = 2sing,cos@y, cos(2¢) = cos? g —sin g und 1 + tan® ¢, = (cosp)~? ge-
nutzt.

B. Herleitung der Halbwinkelgleichung fiir Kosinusfunktionen

In diesem Abschnitt wollen wir folgende Identitédt beweisen:

cos(x) +cos(y) :2cos(x;y)cos(x;y). (B.2)

Dafiir verwenden wir das Kosinus-Additionstheorems und formen zunichst die rechte Seite
der Gleichung um.

cos(x £ y) = cos(x) cos(y) F sin(x) sin(y) (B.3)
= cos(xjy):cos(g)cos(g)+sm(2)sm(;j)
= ZCOS(x;y)COS(x;y)=20082(g)C082(%)—ZSinz(g)Sinz(%). (B.4)

39



B Herleitung der Halbwinkelgleichung fiir Kosinusfunktionen Exphysik 1

Betrachten wir umgekehrt die Summe cos(x) + cos(y), so ergibt sich

cos(x)+cos(y):cosz(g)—sm ( )+cos (%) sin ( )

ceot ) e ot ()] ) Jsngw%ﬂ

~~

=1

+cosz(%)‘si 2 > +c052(§)]—sm sm +co 2(X ]
-1
=2cos’ (g) cos® (%) —2sin® (g) sin® (%), (B.5)

was in Ubereinstimmung mit Gleichung (B.4) ist. Wie haben hier im zweiten Schritt vier mal
eine “eins” mithilfe des trigonometrischen Pythagoras eingeschoben.
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